
UBER ABBILDUNGEN VON MENGEN

MlROSLAV NOVOTNΫ

l Einleitung Im Jahre 1952 habe ich folgendes Problem gelost:
Gegeben sind die Mengen M, N und die Abbildung / der Menge M in
sich und die Abbildung g der Menge N in sich. Es sind alle solchen
Abbildungen F der Menge M in die Menge N zu konstruieren, dass
F[f(x)] = g[F(x)] fur jedes x e M gilt. Dieses Ergebnis erschien in
einer tschechisch geschriebenen Arbeit [4], welche daher den Mathema-
tikern schwer verstandlich war. Damit lasst sich erklaren, dass indessen
einige Arbeiten erschienen sind, welche Spezialf alle des obigen Problems
behandeln ohne meine Losung anzuwenden: So hat sich M. W. Weaver
mit dem Falle beschaf tigt, in welchem M = N, M endlich und /
eineindeutig war [5]; S. Presic hat den Fall behandelt, in welchem /
eine eineindeutige Abbildung der Menge M auf sich und g die identische
Abbildung der Menge N auf sich war [3].

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist meine Losung des Problems
deutsch erscheinen zu lassen und zu zeigen, wie aus meiner Losung
die Losung der Probleme von Weaver und von Presic folgt. Ferner
ergeben sich aus meinem Hauptsatz auch einige Resultate, die sich
in Burnsides Buch [1] befinden. Ich will auch darauf hinweisen, dass
aus meinem Hauptsatz die Konstruktion aller Homomorphismen einer
gegebenen unaren Algebra in eine gegebene unare Algebra folgt, was
ein Beitrag zu der in"[2] von J. G. Marica und S. J. Bryant behandelten
Problematik ist.

Ubliche Begriffe und Symbolik der Mengenlehre werden als bekannt
vorausgesetzt. 0 ist die leere Menge, {x} ist die Menge, die x als
einziges Element enthέilt. Ist M eine Menge, / eine Abbildung dieser
Menge, E eine Eigenschaft, welche die Elemente von M entweder
haben oder nicht haben, so ist {f(x) | E(x)} die Menge aller f(x), fur
welche E(x) richtig ist. Ist Meine Menge, so wird unter einer Zerlegung
Z auf dieser Menge ein System von nicht leeren paarweise fremden
Teilmengen von M verstanden, fur welches \Jτez T — M gilt.

Ist / eine Abbildung der Menge M in die Menge N,yeN ein
beliebiges Element, so setzen wir f-x{y) = {x \ x e M, f(x) = y}. Ist T S M,
U^N,so w i r d / ( T ) = {f(x)\xeT), / _ x ( U ) = {x\xe M, f(x) e U} g e s e t z t .
Ist P £ M, so ist fP eine solche Abbildung der Menge P, dass fP(x) =
f(x) fur jedes xeP gilt.

P ist die Machtigkeit der Menge P, a die Machtigkeit der Ordinal-
zahl a. Mit ω bezeichnen wir die kleinste unendliche Ordinalzahl.

2 Hauptsatz ϋber Abbildungen^ In diesem Absatz bezeichnen

1359



1360 MIROSLAV NOVOTNY

wir mit M, N stets dasselbe Paar von nicht leeren Mengen, mit oo
die kleinste Ordinalzahl, fur welche S > max (M, N) ist. Es sei ferner
/ eine Abbildung der Menge M in sich, g eine Abbildung der Menge
N in sich.

Wir bezeichnen mit f0 die identische Abbildung der Menge M. Es
sei m > 0 eine beliebige ganze Zahl; wir nehmen an, dass die Abbildung
/m_! definiert ist. Wir setzen fm(x) = f[fm-x(x)\ fur jedes xeM.

DEFINITION 1. Fur die Elemente x, y e M setzen wir xpfy genau
dann, wenn es solche ganzen Zahlen m ^ 0, n ^ 0 gibt, dass fm(x) =
fn(v) gilt. Man sieht leicht ein, dass pf eine reflexive, transitive und
symetrische Relation ist; daher definiert sie eine Zerlegung Z auf der
Menge M.

2.1. HILFSSATZ. Aus TeZf folgt f(T) £ T,f^{T) £ T.

DEFINITION 2. Es sei xeM.

(a) Wenn es zwei solche ganzen Zahlen 0 ^ m < n gibt, dass
fj%) = fn{%) ist, so ist die Menge der Elemente, welche in der Folge
Z O W J I W J Λ W J * >fk(%)y " unendlich oft eintreten, nicht leer
und endlich. Diese Menge soil Zyklus des Elementes x heissen; es sei
Rf(x) die Kardinalzahl des Zyklus.

(b) Wenn die Elemente fQ(x), f^x), f2{x), -,/„(#), unter-
einander verschieden sind, so setzen wir Rf(x) = 0.

Die Zahl Rf(x) heisse Rang des Elementes x.

2.2. HILFSSATZ. ES sei TeZf. Dann haben alle Elemente xe T
denselben Rang; ist uberdies noch Rf{x) > 0, so haben sie auch denselben
Zyklus.

Beweis. Es sei xlf x2e T. Die Folgen /0(α?i), Λ(a?i), /2(#i), •»
/»(»i), • s/o(»a),/i(»a),/2(«a), •••,/•(«>),••• haben dieselben Elemente
bis auf endlich viele Ausnahmen.

DEFINITION 3. Es sei Te Zf. Der gemeinsame Rang aller Elemente
der Klasse T wird Rang der Klasse T heissen und wird mit R/{T)
bezeichnet.

Ist Rf( T) > 0, so wird der gemeinsame Zyklus aller Elemente der
Klasse T Zyklus der Klasse T heissen.

DEFINITION 4. Das Element xeM heisse Element mit der Eigen-
schaft -7Γ, wenn es eine solche Folge {»»}»<„ gibt, dass x% e ikf, f(x^ = x
und f(xn+1) = xn fur jede natϋrliche Zahl n ist. Wir bezeichnen mit
A die Menge aller Elemente mit der Eigenschaft ττ; wir setzen B =
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M — A. Ferner setzen wir Bo = {x \ x e B, f-x(x) — 0}. Es sei a eine
beliebige Ordinalzahl; wir nehmen an, dass die Menge Bλ fur jedes
X<a deίiniert ist. Wir setzen

Ba = {x\xeB- Uχ>J5λ, f_λ{x) s \ J λ < a B λ ) .

2.3. HILFSSATZ. Es gibt eine solche Ordinalzahl # < oo, dαss
B = U λ < A Dabei sind die Mengen Bλ zueinander fremd.

Beweis. Wir bezeichnen mit # die kleinste Ordinalzahl, fur welche
B, = 0 ist. Es ist offenbar # ^ J§ und Uλ< A S #. Ware α? € 5 -
Uλ<A, so gabe es in der Menge f-λ{x) mindestens ein Element xx e B —
( J λ < A Durch Induktion beweist man leicht, dass das Element x die
Eigenschaft π hat, also ist xe A, was ein Widerspruch ist.

DEFINITION 5. Fur jedes Element xeA setzen wir Sf(x) = &>;
Fur jedes Element x e Ba setzen wir Sf{x) = a. Die Ordinalzahl Sf(x)
heisse Stufe des Elementes x.

2.4. HILFSSATZ. AUS Sf(x) Φ oo folgt Sf[f(x)] > Sf(x); aus Sf(x) =
co folgt Sf[f(x)] = co.

Beweis. Aus Sf(x) = oo folgt x e A, also f(x) e A und Sf[f(x)] = oo.
Ist S/{x) Φ °° i S/[/(α)] = co, so ist die Behauptung richtig. Es sei
Sf(x) Φ oo, Sf[f(x)] Φ oo. Dann ist Sf[f(x)] > Sf(y) fur jedes y ef^[f(x)]9

also auch fur y — x.

DEFINITION 6. Es sei TeZf,xoe T beliebig. Wir setzen P0(%0) =
{/m(x0)|m = 0,1, 2, •••}. Wir nehmen an, dass die Mengen P0{x0),
Pi(Xo), "-,Pn(Xo) definiert sind. Dann setzen wir

PnM = f-l[Pn(Xθ)] -Uΐ=θPk(Xθ)

2.5. HILFSSATZ. ES sei TeZf,xoeT beliebig. Es ist T =

Un<ω Pn(x0)
 u^d die Mengen Pn(x0) sind zueinander fremd.

Es seien M, N Mengen, / eine Abbildung der Menge M in sich,
g eine Abbildung der Menge N in sich. Mit pf bzw. ρg wird die
Relation, mit Zf bzw. Zg die Zerlegung, mit Rf bzw. Rg der Rang
und mit Sf bzw. Sg die Stufe bezeichnet, welche mit Hilfe der Abbildung

/ bzw. g definiert wird.

DEFINITION 7. Es seien TeZf, T'eZg Klassen. Die Klasse T
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heisse zulassig zu der Klasse T genau dann, wenn entweder
(a) Rg{T) Φ 0, Rg{T) ist ein Teiler von Rf(T), oder
(b) Rg{Tr) = 0, Rf(T) = 0 und es gibt ein Paar solcher Elemente

x0eT, x'Qe T, dass Sf[fm{x0)] ^ Sg[gM(x'o)] fur jede ganze Zahl m ^ 0
richtig ist.

DEFINITION 8. Es seien M, N Mengen, / eine Abbildung der Menge
M in sich, g eine Abbildung der Menge JV in sich, F eine Abbildung
der Menge M in die Menge N. Wenn F[f(x)] = g[F(x)] f ϋr jedes xe M
gilt, so werden wir sagen, dass die Abbildung F die Abbildung f in die
Abbildung g uberfuhrt.

In den Hilfssatzen 2.6, 2.7, 2.8 und 2.9 wird vorausgesetzt, dass
die Abbildung F die Abbildung / in die Abbildung g uberfuhrt.

2.6. HILFSSATZ. Zu jeder Klasse TeZf gibt es eine solche
Klasse T'eZg, dass F(T) s T' ist.

Beweis. Ist xr, yr e F(T), so gibt es solche Elemente x,yeT, dass
F(x}= x',F(y) = y'. Es gibt solche ganzen Zahlen m, n ^ 0, dass
fm(x) — fn(y) ist. Daraus ergibt sich

ff (»0 = gJ.Fi*)] = ^ίΛ(^)] - W.(»)] - ^[^(y)] - gJsΠ ,

woraus sich x'pgy
f ergibt. Also gibt es eine Klasse T' e Zg mit der

Eigenschaft x\ y'e T. Also ist F(T) S T.

2.7. HILFSSATZ. ES sei TeZf; Tr e Zg sei die Klasse, fiir welche
F{T) £ Tf ist. Dann ist entweder

(a) Rg(T) φ 0 und Rg{T') ist ein Teiler von Rf(T), oder
(b) Rg(T) = 0, Rf(T) ^ 0.

Beweis. Es sei Rg{T) > 0. Ist Rf{T) = 0, so ist die Behauptung
xichtig. Also sei R/(T) > 0. Dann wird der Zyklus der Klasse Γbei
der Abbildung F auf den Zyklus von T' abgebildet. Daraus folgt
leicht, dass Rg(T) ein Teiler von Rf(T) ist. Es sei Rg{T) = 0. Ware
Rf(T) > 0, so ware das Bild des Zyklus von T ein Zyklus in ϊ7', was
«ein Widerspruch ist.

2.8. H I L F S S A T Z . Fur jedes xeM ist Sf(x) ^ Sg[F(x)].

Beweis. Fur S/(x) = 0 ist die Behauptung klar. Wir nehmen an,
dass die Behauptung fiir jedes Element x richtig ist, fiir welches
Sf(x) < a ^ co, a > 0 gilt. Ferner nehmen wir an, dass es ein solches
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Element x0 gibt, dass Sf(x0) = a, Sf(x0) > Sg[F(xQ)] ist. Zwei Falle
sind moglich:

(a) Es sei a < co. Wir nehmen ein belieiges Element
Dann ist Sf(y) < Sf(x0) = α, also S/(») ^ S,[i^)] g S
Sg{F[f(y)]} = Sg[F(x0)] < Sf(x0) = a < °o. Daraus folgt
S^M^O/)]} nach 2.4. Aus diesen Relationen folgt S/0/) ^ S0[F(y)] <
Sg{g[F(y)]} = Sg[F(a?0)] fur jedes 1/ ef^(xQ). Daraus ergibt sich Sf(x0) ^
^[^(^o)], was ein Widerspruch ist.

(b) Es sei a = 00. Dann hat xQ die Eigenschaft π. Daraus folgtr

dass F(x0) die Eigenschaft π hat. Also ist Sg[F(x0)] — co = Sf(x0),
was ein Widerspruch ist.

Also ist die Behauptung fur jedes Element x richtig, fur welches
S(x) = a gilt.

2.9. HILFSSATZ. .Es sei TeZf; es sei ferner Tf eZg die Klasse,
filr welche F(T) £ T'. Dann ist die Klasse Tf zu der Klasse T
zulάssig.

Der Beweis folgt aus 2.7 und 2.8. Man wahlt xoe Tbeliebig und
setzt x'o = F(x0).

In den Hilfssatzen 2.10 und 2.11 und in der Definition 9 wird
vorausgesetzt, dass / eine Abbildung der Menge M in sich und g eine
Abbildung der Menge N in sich ist.

2.10. HILFSSATZ. ES sei TeZf; es sei ferner T'eZg eine zu T
zulassige Klasse. Dann gibt es solche Elemente xoeT,x'Qe T', dass
Sf[fm(xo)] ^ Sg[gm(x'o)] fur jede ganze Zahl m ^ 0 gilt.

Beweis. Ist Rg{T') = 0, so folgt die Behauptung aus der Definition
7. Ist Rg(Tr) > 0, so genϋgt es das Element x'Q im Zyklus der Klasse
T' zu wahlen; es ist offenbar Sg[gm(xr

0)] = co fur jede ganze Zahl m ^ 0.

2.11. HILFSSATZ. ES sei TeZf; es sei ferner T'eZg eine zu T
zulassige Klasse. Es seien y e T, y' e T" solche Elemente, dass Sf(y) ^
Sg(y') gilt. Das Element xef-^y) sei beliebig. Dann gibt es in der
Menge g-λ{yr) mindestens ein solches Element x', dass Sf(x) ^ Sg(x') ist.

Beweis. Ist Sg{yr) — 00, so gibt es offenbar ein Element x' e g-iiy'}
mit der Eigenschaft Sg(x') = 00. Es sei also S/(y) ̂  Sg(y') < co. Ware
Sg(x') < Sf(x) fur jedes x' e g^(yr)9 so hatte man Sg(x') < Sf(x) <
Sf[f(x)] = Sf(y) ^ Sg(y') < co fίir jedes xf e g^{yf) nach 2.4. Man hatte
daher Sg{yf) ^ Sf(x) < Sg(y'), was unmoglich ist. Also gibt es mindestens
ein Element x' e g-^y') mit der Eigenschaft Sg{x') ^ Sf{x).

DEFINITION 9. Konstruktion K. Es sei TeZf beliebig,
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eine beliebige zu T zulassige Klasse. Es seien x0 e T, x'o e T solche
Elemente, dass Sf[fm(x0)] ^ Sg[gm(x'o)] fur jede ganze Zahl m ^ 0 gilt.
Wir deίinieren F[fm(xQ)] = gm(x'o) fur jede ganze Zahl m ^ 0; es ist dann
S/(a?) ^ Sg[F(x)] fur jedes Element a? e PQ(x0). Wir nehmen an, dass
wir schon F(x) fur jedes x e \Jΐ=oPk(%o) so definiert haben, dass S/(α?) ^
Sg[F(x)] gilt. Wenn die Menge Pn+1(x0) nicht leer ist, so definieren
wir die Abbildung F auf dieser Menge folgendermassen:

Ist x € Pw+I(a?o), so ist y = f(x) e Pn(x0) und das Element F(y) = yf

ist definiert. Wir setzen F(x) = a?', wo a?' e βr_i(i/') ein beliebiges Element
ist, fiir welches Sf(x) ^ Sg(x'); ein solches gibt es nach 2.11.

2.12. HILFSSATZ. Die durch Konstruktion K definierte Abbildung
F uberfuhrt die Abbildung fτ in die Abbildung gτ,.

Beweis. Zu jedem Element x e PQ(xQ) gibt es eine solche ganze
Zahl m^O, dass x =/m(a?0)gilt." Also ist F[f(x)] = F [ / m + 1 W ] = ^ m + 1 M =

= 9[F{x)]. Wir nehmen jetzt an, dass die Gleichung
] fur jedes a? G U3U-P*0&O) richtig ist. Es sei a? e P»+1(a?0).

Also ist F(x) = x' e g^F(y)\9 wo y = f(x) ist. Daraus folgt g[F(x)] =

2.13. HILFSSATZ. ΐ/s sei f eine Abbildung der Menge M in sich,
g eine Abbildung der Menge N in sich. Es sei TeZf, T" 6 Zg, F eine
Abbildung, welche die Abbildung fτ in die Abbildung gτ, uberfuhrt.
Dann ist F durch die Konstruktion K definiert.

Beweis. Nach 2.9 ist die Klasse Tf zu T zulassig. Es sei xQe T
beliebig; wir setzen x[ = F(x0) e T. Dann ist Sf[fm(x0)] ^ Sg[gm(x0)]
fur jede ganze Zahl m ^ 0 nach 2.8. Ferner ist F[fm(x0)] = gm[F(x0)] =
gm(xΌ) fur jede ganze Zahl m ^ 0. Es sei x e Pn+1(xQ); wir setzen yf =

lf ί 1 ^ ) = »'. Es ist a' e flr-^) und Sf(x) ^ S,(α?') nach 2.8.

DEFINITION 10. Es sei M eine Menge, Z eine Zerlegung dieser
Menge. Fur jedes TeZ sei Fτ eine Abbildung der Menge T. Wir
bezeichnen mit \JτezFτ eine solche Abbildung F der Menge M, dass
F{x) - Fτ(x) fiir jedes TeZ und jedes a e Γ ist.

2.14. HAUPTSATZ. £7S seίe î M, N nicht leere Mengen, f eine
Abbildung der Menge M in sichf g eine Abbildung der Menge Nin sich.

(A) Es sei Φ eine solche Abbildung der Menge Zf in die Menge Zgi

welche zu jeder Klasse TeZf eine zu T zulassige Klasse Φ(T)eZg

zuordnet. Es sei Fτ eine beliebige durch die Konstruktion K definierte
Abbildung der Menge Tin die Menge Φ(T). Dann ist \JTeZfF

τ eine
Abbildung der Menge M, welche die Abbildung f in die Abbildung g



UBER ABBILDUNGEN VON MENGEN 1365

uberfuhrt.
(B) Jede Abbildung, welche die Abbildung f in die Abbildung g

uberfiihrt, kann durch die sub (A) beschriebene Konstruktion definiert
werden.

Der Beweis folgt aus 2.12, 2.6, 2.9, 2.13.

DEFINITION 11. Es sei M eine nicht leere Menge, /, F Abbildungen
dieser Menge in sich. Die Abbildung F heisse mit der Abbildung f in
der Menge M vertauschbar, wenn f[F(x)] = F[f(x)] fur jedes x e M gilt.

Wenn wir M= N,f = g in 2.14 setzen, so bekommen wir

2.15. SATZ. ES sei M eine nicht leere Menge, f eine Abbildung
dieser Menge in sich.
(A) Es sei Φ eine solche Abbίldung der Menge Zf in sich, welche zu
jeder Klasse TeZf eine zu T zulassige Klasse Φ(T)eZf zuordnet.
Es sei Fτ eine beliebige durch die Konstruktion K definierte Abbildung
der Menge T in die Menge Φ(T). Dann ist \JτezfF eine mit f in
M vertauschbare Abbildung.
(B) Jede mit f in M vertauschbare Abbildung kann durch die sub
(A) beschriebene Konstruktion definiert werden.

3 Unare Algebreru Es sei A eine nicht leere Menge, auf der
eine einstellige Operation definiert ist, d.h. eine Operation, die zu jedem
Element x e A genau ein Element x* e A zuordnet. Dann heisst die
Menge A unare Algebra.1 Es seien A, B unare Algebren, F eine
Abbildung der Menge A in die Menge B. Die Abbildung F heisse
Homomorphismus der Algebra A in die Algebra B, wenn F(x*) =
[F(x)]* fur jedes xeA gilt.

Also ist die unare Algebra A die Menge A und eine Abbildung /
dieser Menge in sich, welche durch die Gleichung f(x) = #* fur jedes
xe A definiert ist. Ahnlich ist die unare Algebra B die Menge B und
eine solche Abbildung g dieser Menge in sich, dass g(x) = #* fur jedes
xe B gilt. Ein Homomorphismus F der Algebra A in die Algebra B
ist eine solche Abbildung der Menge A in die Menge B, dass F[f(x)] =
g[F(x)] fur jedes x e A gilt; also ist F eine Abbildung, welche die
Abbildung / in die Abbildung g uberfuhrt. Oίfenbar ist auch jede
Abbildung, welche die Abbildung / in die Abbildung g uberfuhrt, ein
Homomorphismus der Algebra A in die Algebra B.

Der Satz 2.14 ermoglicht zu unaren Algebren A, B alle Homo-
morhismen der Algebra A in die Algebra B zu konstruieren.

i Vgl. [2].
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4* Spezialf alle Unter einer Permutation der Menge M verstehen
wir eine eineindeutige Abbildung dieser Menge auf sich. 1st / eine
Permutation der Menge M, so ist auch die Abbildung fm bei jeder
ganzen Zahl m ^ 0 eine Permutation dieser Menge; mit /_ w werden
wir die zu fm inverse Permutation der Menge M bezeichnen. Also ist
die Abbildung fm fur jede ganze Zahl m definiert.

(a) Es sei M eine endliche Menge, / eine Permutation der Menge
M. Dann ist jede Klasse Te Zf ein Zyklus und es ist daher Sf(x) = oo
und Rf(x) > 0 fur jedes xeM. Fiir jede Klasse TeZf und jedes
Element x e T ist offenbar T = P0(x).

Aus dem Satz 2.15 folgt daher:

4.1. SATZ. ES sei M eine nicht leere endliche Menge, f eine
Permutation dieser Menge.

(A) Es sei Φ eine Abbildung der Menge Zf in sich, welche zu jeder
Klasse TeZf eine solche Klasse Φ(T)eZf zuordnet, dass Rf[Φ(T)]
ein Teiler von Rf{T) ist. Es seien xτe T,xr

τeΦ(T) bei jedem TeZf

beliebige Elemente. Wir setzen F[fm(xτ)] = fm(xί) fur jede ganze
Zahl m ^ 0. Dann ist die Abbildung F auf M mit f vertauschbar.

(B) Jede mit f vertauschbare Abbildung kann durch die sub (A)
beschriebene Konstruktion definiert werden.

Das ist das Problem, welches von M. W. Weaver gelost wurde.
Die nach (A) konstruierte Abbildung F ist offenbar genau dann

eine Permutation der Menge M, wenn die Abbildung Φ eineindeutig ist
und die Klassen T, Φ(T) immer gleiche Machtigkeiten haben. Also folgt

4.2. SATZ. ES sei M eine nicht leere endliche Menge, f einn
Permutation dieser Menge.

(A) Es sei Φ eine Permutation der Menge Zf, welche zu jeder
Klasse Te Zf eine Klasse Φ(T) e Zf von gleicher Machtigkeit zuordnet.
Es seien xτe T,x'τeΦ(T) bei jedem TeZf beliebige Elemente. Wir
setzen F[fm(xτ)] = fm(x'τ) fur jede ganze Zahl m ^ 0. Dann ist F
eine Permutation der Menge M, die mit f vertauschbar ist.

(B) Jede mit f vertauschbare Permutation kann durch die sub
(A) beschriebene Konstruktion definiert werden.

Ist / in 4.2. eine regulare Permutation der Menge M (vgl. [4],
S. 7), so haben alle Klassen TeZf dieselbe Machtigkeit; also ist Φ eine
beliebige Permutation der Menge Zf. Also:

4.3. SATZ. ES sei M eine nicht leere endliche Menge, f eine
regulare Permutation dieser Menge.
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(A) Es sei Φ eine beliebige Permutation der Menge Zf. Es seien
xτ e T, x'τ e Φ( T) bei jedem TeZf beliebige Elemente. Wir setzen
F[fm{xτ)\ = fm(%τ) fur jede ganze Zahl m ^ 0. Dann ist F eine
Permutation der Menge M, die mit f vertauschbar ist.

(B) Jede mit f vertauschbare Permutation kann durch die sub
(A) beschriebene Konstruktion definiert werden.

Dieses Resultat befindet sich in Burnsides Buch [4], S. 215-216 in
einer anderen Formulation.

Ist / in 4.3 eine zirkulare Permutation der Menge M (vgl. [4], S. 7),
so hat Zf nur eine Klasse T = M. Dann ist xτ e T, x'τ e T beliebig und
es gibt eine solche ganze Zahl n ^ 0, dass x'τ — fn(xτ). Es ist
F[fm(xτ)] =Mx'τ) =fJLfn(xr)] = /•[/•(»*)] fur jede ganze Zahl m ^ 0;
also ist F(x) — fn(x) fur jedes Element xe M. Also gilt

4.4. SATZ. ES sei M eine nicht leere endliche Menge, f eine
zirkulare Permutation dieser Menge.

(A) Zu jeder mit f vertauschbaren Permutation F der Menge M
gibt es eine solche ganze Zahl n ^ 0, dass F •= fn ist.

(B) Bei jeder ganzen Zahl n ^ 0 ist fn mit f auf M vertauschbar.

Dieses Resultat befindet sich auch in Burnsides Buch [4], S. 8, Ex. 4.
(β) Es seien M, N nicht leere Mengen, feme Abbildung der Menge

M in sich, i die identische Abbildung der Menge N auf sich. Dann
besteht jede Klasse der Zerlegung Z{ aus genau einem Punkte und es
ist Si(x) = co fίir jedes Element xeN. Ist Te Zf eine beliebige Klasse,
so ist zu ihr jede Klasse T' 6 Z{ zulassig. Fίir jedes xe M sei T(x)
die Klasse TeZf, fur welche xeT gilt. Aus 2.14 folgt:

4.5. SATZ. ES seien M, N nicht leere Mengen, f eine Abbildung
der Menge M in sich.

(A) Es sei Φ eine beliebige Abbildung der Menge Zf in die Menge
N. Wir setzen F(x) = Φ[T(x)]. Dann ist

F[f(x)] = F(x) (*)

fur jedes xe M.
(B) Jede Abbildung F der Menge M in die Menge N, welche die

Bedingung (*) erfullt, kann durch die sub (A) beschriebene Konstruktion
definiert werden.

DEFINITION 12. Es seien M, N nicht leere Mengen, / eine Ab-
bildung der Menge in sich. Es sei P eine solche beliebige fest gegebene
Abbildung des Systems aller Teilmengen der Menge JV" auf die Menge
N, dass P({x}) = x fur jedes Element xeN gilt.
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(A) Es sei Φ eine beliebige Abbildung der Menge Zf in die Menge
N. Fur jedes xeM setzen wir Q(x) = Φ[T(x)]. Dann ist Q eine
Abbildung der Menge M in die Menge N. Wir setzen Q = if(0).

(B) Es sei Q eine beliebige Abbildung der Menge M in die Menge
N. Fur jedes Γ e Z , ist U.erίQO*)} S iNΓ; also ist P[U*er{Q0*0}]eN.

Wir setzen Φ(Γ) == P[U.ejp{Q(»)}]. Dann ist 0 eine Abbildung
der Menge Zf in die Menge N. Wir setzen Φ — L{Q).

4.6. HILFSSATZ. Es seίen M, N nicht leere Mengen, f eine
Abbildung der Menge M in sich, P eine solche Abbildung des Systems
aller Teilmengen der Menge N auf die Menge N, dass P({x}) = x fur
jedes Element xe N gilt.

Dann ist fur jede Abbildung Φ der Menge Zf in die Menge N
die Formel L[K(Φ)] = Φ richtig.

Beweis. Fiir jedes TeZf ist Φ(T) = U.
woQ = K(Φ) ist. Da die Menge U«er{Q(»)} genau ein Element hat, ist
Φ(T) = P[\JxeΛQ(x)}] = [L(Q)](T). Also ist Φ{T) = {L[ϋΓ(Φ)]}(5P) fur
jedes TeZf. Daraus ergibt sich L[K(Φ)] = Φ.

Es sei A die Menge aller Abbildungen der Menge Zf in die Menge
N, B die Menge aller Abbildungen der Menge M in die Menge N. Aus
4.6 folgt leicht, dass L eine Abbildung der Menge B auf die Menge A ist.
Um also alle Abbildungen Φ der Menge Zf in die Menge N zu bekom-
men genugt es in die Formel Φ(T) = P[User{Q0*0}] alle Abbildungen
Q der Menge ikf in die Menge N einzusetzen. Daraus folgt leicht

4.7 SATZ. ES seien ikf, N nicht leere Mengen, f eine Abbildung
der Menge M in sich, P eine solche Abbildung des Systems aller
Teilmengen der Menge N auf die Menge N, dass P({x}) = x fur jedes
xeN gilt.

(A) Es sei Q eine beliebige Abbildung der Menge M in die Menge
N. Die durch die Gleichung

definierte Abbildung F genugt der Gleichung

F[f{x)\ = F(x) .

(B) Jede Abbildung F der Menge M in die Menge N, welche die
Bedingung (*) erfullt, kann durch die sub (A) beschriebene Konstruktion
definiert werden.

Wenn / eine Permutation der Menge M ist, so kann jede Klasse
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TeZf in der Form {fm{x)\m = o, ± 1 , ± 2 , •••} geschrieben werden,
wo x e M ist. Daraus folgt

4.8. SATZ. ES seien M, N nicht leere Mengen, f eine Permutation
der Menge M, P eine solche Abbildung des Systems aller Teilmengen
der Menge N auf die Menge N, dass P({x}) — x fur jedes x e N gilt.

(A) Es sei Q eine beliebige Abbildung der Menge M in die Menge
N. Die durch die Gleichung F(x) = P(\Ji"-oo{Q[fm(%)]}f definierte
Abbildung erfullt die Bedingung

F[f(x)] - F(x)

fiir jedes xeM.
(B) Jede Abbildung F der Menge M in die Menge N, welche die

Bedingung (*) erfullt, kann durch die sub (A) beschriebene Konstruk-
tion definiert werden.

Dieser Satz ist von S. Presic bewiesen worden.
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2 Hier haben die Symbole + «>, — oo die ϋbliche Bedeutung.






