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MATRICES DE STOKES ET GROUPE
DE GALOIS DES EQUATIONS HYPERGEOMETRIQUES
CONFLUENTES GENERALISEES

ANNE DuvAL ET CLAUDE MITSCHI

On s’intéresse a I’équation différentielle:
p q
Dyp=(-1)""z[J(@+u)-[[@+v, - 1)

]:I j=1

o1 0 désigne 'opérateur d’Euler z d/dz et 1, ..., up, v1,...,v, sont
des parametres complexes.

Cette équation est I’équation différentielle la plus générale dont la
transformée de Mellin est une équation aux différences du premier or-
dre, donc “sommable” a I’aide de la fonction I". On peut ainsi obtenir
pour certaines solutions de D,, (G-fonctions) des représentations
intégrales (formules de Barnes-Mellin).

Lorsque g > p+1 (¢ > 2) (ce qu’on supposera dans tout cet article)
le point oo est irrégulier et le polygone de Newton de D, , en ce point
a un coté horizontal de longueur p et un coté de pente 1/g — p (de
“longueur” ¢g). Nous construisons, a I’aide des G-fonctions, dans tout
“bon” secteur un systeme fondamental de solutions de D, , ayant dans
ce secteur un développement asymptotique prescrit. Nous appelerons
matrices de Stokes les matrices de passage d’un systeme a un autre
sur Dintersection de deux “bons” secteurs consécutifs. Ce n’est pas
la définition “traditionnelle”: c’est celle qu’adopte J.-P. Ramis et qui
semble correspondre a une meilleure normalisation. Cette étude qui
utilise a la fois des formules établies par C. S. Meijer en 1946 et les
résultats de J.-P. Ramis constitue la lere partie de cet article.

Pour les petites valeurs des entiers p et ¢ on peut ensuite décrire
completement le groupe de Galois différentiel de D,,. Le seul
autre point singulier (I’origine) étant régulier on sait que le groupe
Galc(;)(D, ) s’identifie au groupe local a P’infini et que ce dernier est
Padhérence de Zariski du groupe engendré dans Gl(g, C) par les trois
sous-groupes correspondant 2 la monodromie formelle, au tore expo-
nentiel et aux matrices de Stokes. Le calcul explicite de ces divers
groupes pour ¢ = 3 et p = 1 ou 2 est I’objet de la 2eme partie. Des
calculs de groupe de Galois dans des situations voisines se trouvent
chez N. Katz.

1ERE PARTIE: MATRICES DE STOKES

0. Notations.
e La lettre o désigne I’entier positif ¢ — p et on définit ¢ par e = 1
sic>2,e=1/2si0=1.
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26 ANNE DUVAL AND CLAUDE MITSCHI

e Si x est un réel, [x] désigne sa partie entiere.
e Sia=(ap,...,ay) € C" on note:
lal=a;+ -+ ay
ar=(a,...,&,...,an) (donc a7 e C" 1)
Ata=0A+ag,....,. A+ ap) (AeC)
af =(a-a;)7 (€C*)
I =[[T() (ac(C-Z7)")

i=1
n

n
(@m = [Jlajym =[] ajlaj+ 1) (aj+ m—1)
Jj=1 Jj=1
xe = (x*,x*,...,x%) (xe).

e On réserve les lettres v et u aux vecteurs v = (vq,...,1) et u =
(41,...,1p) assOCiés aux parametres de I’équation Dy p. -

e On note ,Fp(a; B|z) (a2 € C", B € (C— Z7)™) la série formelle
hypergéométrique généralisée

. _\ )i 2

e On désigne par C le revétement universel de C — {0} (surface de

Riemann de log z). Si a; et a; sont des réels tels que a; < a; on pose:

0(a1,az) = {z € Clargz € lay, ay[}.

eSiAeCet z e C, z* désigne I’élément de C obtenu a partir de la
détermination principale de log z. Sir € R, ze"” désigne I’élément de
C d’argument: argz + rz.

¢ On dit qu’une fonction g(z) holomorphe dans 6(a;, a;) y admet le
développement asymptotique (a I'infini) e9(?) z4 x(z2), ou1 q(z) € C[z!/"],
A€ Cet x(z) € C[[z~V"]] (n € N) si x(¢") est le développement
asymptotique de la fonction e~9(")¢=" g(¢") dans 6(1a;, L1ay).

e On note I, la matrice unité d’ordre n (on supprime I’indice
lorsqu’aucune confusion n’est a craindre) et E;; la matrice dont
I’'unique élément non nul est situé a l'intersection de la iéme ligne .
et de la jéme colonne et vaut 1.

1. G-fonctions solutions de D, , et leurs développements asympto-
tiques. La transformée de Mellin de D, ), est 'opérateur aux différences
d’ordre 1:

Agp=(s+uht—(-1)"P(s +pu)

ou 7 désigne 'opérateur de translation unité: 7/ (s) = f(s + 1).
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Si #,(C) désigne I’espace vectoriel des fonctions méromorphes sur
C a croissance verticale au plus exponentielle d’ordre 1, la solution
générale de A, , dans .#,(C) s’écrit (Ramis [Ra3]):

I(u +s)

m(q—p)s S 2ins
Twts) s) n(s) ou n(s) € C(e”™).

La fonction I'(A+s)I"(1—A—s)e’™ (A € C) est une fraction rationnelle
en e2i7; ceci permet de “faire passer” du numérateur au dénominateur
(ou vice-versa) autant de facteurs I' que I’on veut dans la formule
précédente.

Si, pour k fixé, v; — uy (j = 1,...,q) n’est jamais entier positif, il
est possible de tracer dans le plan complexe un contour y; joignant
le point —ioo au point ico en laissant & sa droite les points —v; + n
(j=1,...,9, n€N) et a sa gauche les points —u; —n (n € N).

Ces remarques permettent d’établir les propositions suivantes (Mei-
jer [Me], Luke [L]):

PROPOSITION 1.1. Pourk =1,...,p, siv;—p (j=1,...,9) n'est
Jjamais entier positif, alors la fonction:

F(l -V —s)I‘(,uk +S) ms 25 ds

Gie(2) = 2z7z C((1-p-s)7)

est une solution de Dy , holomorphe dans 6(-2n — on/2,0m/2) et ad-
mettant quand z — oo dans ce secteur le développement asymptotique:

)

e—in,ukr(l"'.uk V) 7~ Mk

aFp- 1<1+uk—z;1—g};

(1 + e - ﬂ)
PROPOSITION 1.2. Soit y un contour du plan complexe joignant —ioco
@ ioo en laissant a sa droite les points —v;j+n (j=1,...,q;n € N).
La fonction:
I'l-v-ys) S
Go(2) = 2m T —p—s)" ds

est une solution de D, p, holomorphe dans 0(—on/2,0m/2).

PROPOSITION 1.3. Le prolongement analytique de Gy (que l’on note
encore Gy) au secteur 0(—(o + &)n, (0 + €)n) y admet quand z — o le
développement asymptotique:

e~ 97" Zl/ae(z),

1
oud==(o+1)+|ul—|v| et © est une série formelle en z7 Ve

2
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dont le terme constant est: (2n)(¢~V/2g=1/2 (les autres coefficients peu-
vent se calculer par récurrence).

ProPOSITION 1.4. Pour z € 6(—on/2,0m/2) etk = 1,..., p tel que
W—vi¢Z(j=1,...,q). Ona

I,) €™ G (z) — e~ ™Gy (ze ™) = 2inGy(z).
k k

PROPOSITION 1.5. Soit m un entier tel que: e + /2 <2m<2—-¢e+
30/2, et z€ 0((0 —¢€)n, (0 +¢€)n). On a:

m—1

o—-m
(Hm)i GO(Z) = Z AhGO(Ze—Zinh) + Z BhGO(Ze—Zin(a—h))
h=1 h=0

p
+ Z Cka(Ze~2i7t(a'—m+l))
k=1

h _ —2iny.
ot Ay = — d ((1 xe )|>

h -2i ’
dx \(1—xe™*™) | | _,

B, = e dh ((1- xezlj"z)l
dxh <1 _ ermg_)l o

I(1+ s — Tk
T(w — w0+ i - 1)

et Ck = (Zin)aiein(l—(a—2m+l)uk)

REMARQUES. 1. Tous ces résultats sont des cas particuliers de ceux
établis par Meijer [Me]. Ils se démontrent en utilisant ’expression des
fonctions G;, sur la base “naturelle” de solutions entiéres de I’équation
différentielle obtenue en appliquant la méthode de Fuchs en 0.

2. La Proposition 1.5 est valable sans hypothése sur v; — u car,
lorsque cette quantité est un entier, C; est nul et la formule obtenue
reste valable sans qu’il soit nécessaire de définir Gj.

2. Solutions formelles. Monodromie formelle. Un calcul classique
permet d’établir la

PROPOSITION 2.1. Sipouri,j=1,...,q, jkj— u; n'est jamais entier,
une base de solutions formelles de Dy, (a l'infini) est constituée des
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fonctions:
(

D (z) =z7HgFp_y (1+uk—g;l—y_; —;—) k=1,...,p,
8)(z) = e~'?" Z2/°@Q(ze?m)

4 out { = %1% et j appartient a I’ensemble
ordonné 1, défini par:

I, =ZnN[1-0/2,0/2] si o est pair,

{ I, =Zn[-(6 —1)/2,(6 - 1)/2] si g est impair.

REMARQUE. S’il existe j tel que u; — v; est un entier positif, alors
z4®;(z) est un polyndme en 1/z. Dans le cas contraire, c’est une
série divergente pour tout z # co. L’hypothése u; — 4, non entier est,
elle, essentielle et sera supposée réalisée dans toute la suite.

On utilise la notation X(z) pour désigner la base de la proposition
précédente écrite dans ’ordre suivant:

Z(z) = (Pi(2), k=1,...,p;8/(2), j €ly).

La matrice de monodromie formelle dans cette base est par définition
la matrice M, telle que

2(ze*™) = X(2)Moo.
Une conséquence immédiate de la proposition précédente est la

PROPOSITION 2.2. La matrice My, est donnée par les formules sui-
vantes:

()sio=1, My =diag{e 2™, ¥}

. A 0
(2)siog>2, Moo_[o R]
oit A = diag{e™ ¥} (matrice carrée d’ordre p) et
0 0 --- 01
1 0 --- 00
R=e?°1 0 1 ... 00
0O 0 --- 10

Lorsque o > 2, il est plus commode (et plus conforme a la tradition)
d’étudier le phénomeéne de Stokes apres ramification, c’est-a-dire dans
le “plan” des ¢ ol ¢ est 1ié 4 z par la relation:

t =z,
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Dans le plan des ¢ (ou plutdt dans son revétement universel) une
base de solutions formelles est donnée par:
X(t) = (Qr(t). k=1,....p:8,(1),j €15)
o @y (1) = 1™ g Fp1 (1 + e — 151 — i |179)
et ©,(1) = e™'*Q(¢t) ou B(1) = O(17) € C[[1/1]].

La relation ¢ = e2i™ et la définition de M., donnent la

ProPoOsSITION 2.3. Cette base vérifie la relation:
(1) = Z(1)Moo.

Pour homogénéiser les notations on remplace aussi z par ¢ lorsque
o=1.

On note D, , ’équation obtenue apres changement de variable.

Nous aurons besoin d’une description du fore exponentiel &€ (Ramis
[Ra2]). En utilisant le Lemme 4.1 de [Ra2] on montre:

LEMME 2.4. Soit r le rang sur Z du sous-groupe additif de C engendré
par les racines a-iemes de l'unité. Alors & est isomorphe a (C*)" et est
constitué de matrices de la forme:

['6’ g} ot D est une matrice diagonale.

3. Définition des matrices de Stokes. Les secteurs de décroissance
de I’exponentielle exp[—o{/¢] sont déterminés par la condition

cos (argt + 2—;’£> > 0.

Les bords de ces secteurs constituent une premiere famille de lignes
de Stokes, les demi-droites:
T T
——=+nn|lnel,jel }
2 27 | J €l
Si g > 2, les secteurs de décroissance des exponentielles
exp[o({/ — ¢")t] (h # j) sont déterminés par la condition:

UHI) 5 U=RE
g g

argt € {—2j

sin

sin (argt +

Les bords de ces secteurs donnent une deuxieme famille de lignes de
Stokes, les demi-droites

argte {_ M
g

Cette deuxieéme famille contient la premiére lorsque o est pair.

+nr

neZ,k,jeIa,k;éj}.
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PROPOSITION 3.1. L’ouverture maximum d’un secteur ouvert ne con-
tenant aucune ligne de Stokes est
n siog=1o0u?2

n . } .
— s o estimpair > 3

n . .
5 si o est pair > 4.

DEFINITION 3.2. Si 0 = 1 ou 2 on note N, = NN |[O0,2] et pour
n € Ny on pose:
n n
0,1_0(—5+(n— l)n,§+n7c).
Si o est impair > 3 on note N, = NN[0, 40] et pour n € N, on pose:
_ n (n—1)m m nn
Si g est pair > 4 on note N; = NN [0, 2a] et pour n € N, on pose:
_ n (nh—-l)mm nrn
""—"( 5*";—’2*7)‘
On note N} l’ensemble N, privé de son élément maximal (de sorte
que si n appartient a N;,n + 1 appartient a N;).

ProPOSITION 3.3 (Ramis [Ra2] Théoreme 2.1). Pour chaque secteur
On (n € Ny) il existe une unique base de solutions L,(t) de D, , qui
soit dans 0, asymptotique (a l'infini) a X(t).

Cette solution correspond a une “resommation” de X(¢) dans une
direction appartenant a I’intervalle:

0 (M ﬂ) si g est impair > 3

200 20
(n—=1m nn . )
o ———, — si g est pair > 4
o o
0((n—1)n, nxm) sig=1ou?2

DEFINITION 3.4. Si n € N}, la matrice S, définie par I’égalite:
Zn(t) =En+l(t)§n, Zegnnen+l
est appelée matrice de Stokes correspondant au franchissement de la
ligne singuliere:

nmwo . . )
Si g est impair >3

20
nm . .
> Si o est pair > 4

net sioc=1ou?.
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LEMME 3.5. Sin et n’ appartiennent a Ny (¢ > 3) et vérifient n'—n =
4 si o est pair, 2 si o est impair, alors: Z,({t) = Z,(t)Moo.

Démonstration. Si t appartient a 0,, (t appartient a 6, et
T (8) (M) ™! est une base de solutions de D, , dans 6, qui y ad-
met pour développement asymptotique X(¢) d’aprés la Proposition
2.3. L’unicité affirmée dans la Proposition 3.3 implique alors I’égalité
voulue.

La proposition suivante en découle aisément.

PROPOSITION 3.6. (a) Pour o = 2, les matrices Sy, S et Mo, vérifient
la relation:
S = M;ol SoMco-
(b) Pour g > 3 et n € N}, si m et r désignent le quotient et le reste
de la division de n par 4 si ¢ est impair, 2 si o est pair, alors:

Sn = MO—OerMg'

Cette proposition réduit le calcul des matrices de Stokes a celui de
2 ou 4 matrices suivant la parité de o (une seule si ¢ = 2, 2 (et non
4), si ¢ = 1). Pour mettre en évidence la ligne singuliere dont le
franchissement est associé a chacune de ces matrices on adopte les
notations suivantes: (o > 3)

si o est impair: So, Sz/20, Sx/o €t S37/255
si g est pair: Sg et Sy,

4. Resommation de X(¢). Les deux résultats suivants sont des cas
particuliers des Théorémes 1 et 5 de [L] p. 179.

LEMME 4.1. (a) Pour k = 1,..., p, si iy — v; n’est pas entier positif
pour j=1,...,q, la fonction:
e T (1 + e — 1)
Ui(t) = e™ ————=LGy (t°
k() € F(l+ﬂk—y_) k( )

est asymptotique a ®,(t) dans le secteur 6.
(b) Dans 6, U 0, U 05 U 04 si o est impair, 6, U 0 si o est pair, la
Sfonction:
e 2 (1) est asymptotique & @ (t).

REMARQUE. Si y; —v; € N, la fonction @, est sa propre somme:
on la notera encore U, par souci d’homogénéité.
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LEMME 4.2. La fonction V(t) = Gy(t°) est asymptotique a By(t)
dans 0(—n/2 —en/o, n + en/o).

La transposition au plan des ¢ de la Proposition 1.4 donne le

LEMME 4.3. Pour k =1,...,p et t € 0(—x/2,n/2) la relation suiv-
ante est verifiée.
T(1+ g — 1)

(L): Uplt) = e MU (™) = 2im g =y

V(t).
LEMME 4.4. Sit € O(n — en/o, n + en/a) on a, suivant la parité de
a, l'une des relations:
3 . (a—l)/z .
(Wimp): V(1) — 27V (te72%) = 3[4,V (1{") + B,V (te27¢")]
h=1

p
+ Y Cro Uit~/
k=1
) ) ag/2—-1 .
(i) V (2) — €2V (te™27) = Z [4yV (t7") + B,V (te=27 ()]
h=1
D
+ AoV (1% + Z U172y

() si o est impair

Iy — )

Démonstration. On applique la Proposition 1.5 en choisissant pour
m: (o + 1)/2 si o est impair, ¢/2 si ¢ est pair.

oit Cp = (2m)%ie™ A=) k" gyec oy = {

2 si g est pair.

PROPOSITION 4.5. Si o =1 et n € {0,1,2}, Zp(t) = (Xpx(2). k =
l,...,q9—1; Y,(t)) ou:

Xox(t) = Up(t); Xpp(2) = e 24Uy (te™2m)
k=1,...,q-1, n=1,2;
Yn(t) = V(t), n=0,1; Yz(l) — €2in}‘V(l‘e—2in).

PROPOSITION 4.6. Sioc =2 et ne{0,1},

Zp(t) = (Xpi(2),k=1,...,p;Y,,(),j €I, ={0,1}) avec:
Xox(t) = U(t); Xy x(t) = e 2™ Up(te™¥%),  k=1,.
Yyo(t)=V(),

Yo.(t) = e ™V (te'™); Y, .(t) = ™V (te™ ™).
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PROPOSITION 4.7. Si o est impair >3 et n€ {0,1,2,3,4},
Zu(t) = (Xpi(2), k=1,...,p;Y, (), j €15) avec:

(1) Xox(t) = Ur(t);  Xpp(t) = e 2™l (t{~") sin> 1.
(i) (@) si—a —n—-1<4j<a-n+2,Y,;(t)={HVel)
b)sic—n+3<4j<2(0c-1)

sitef (—% + (r ;al)”,n— (zj; 1)”) )
M,,

Yo (t)=¢"H [V(ch) =D AV (eh
h=1

—816],_ 1) Bla-2V (")

, P
- 55',45(10—1)/22 Ck,aUk(tC_l)} ,
k=1

(n_(2]+1)7t’g+ﬂ)’

etsited %
. . . . (a_l)/z .
Yo j(0) =M |2V (e )+ 3T 4y
h=M, ,+1
(o-1)/2—1
+ > ByV(te2mgith
h=1

+ (1= 8360, ) 12)Big—1)2V (18777 1/2)

. p .
+(1=03400,_1)2) D Croo U (1702
k=1

ou
-0f est le symbole de Kronecker
1 sia=foua=y
'53 y = :
' 0 sinon
2j - o+1

2
-1 . . . —
My, ;= 2j—a2 s1n=20u3ouszn=4etj=021,

sin=0oul,

-1 . . -1
2j——a—5—+lszn=4etj;£-a—2—.
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(c)si-2(c—-1)<4j<-0-n-2

siveo (- 5y USRI br)
2 20 o
‘ (o-1)/2 _
Yo, (1) = e M4 |V (te2n ) = 3T BV (i)
h=N, ,+1
(6-1)/2 o
— > AV (tePmh
h=1
p .
=3 Cro Ui (7o) |
k=1
etsited —n—w,£+ﬂ),
o 2 20
. Nn'j . .
Yoj(t) =M | V(et) + Y e 2B, v (1ith) |
h=1
~2j—a;1 sin=0oul,
ot Ny ; = —2j——a-2H -1 sin=2o0u3,
—21—0"2” ~2 sin=4

Démonstration. La fonction {4V (¢{/) est utilisée lorsqu’elle est
définie dans tout I'intervalle considéré (cas(a)). Elle est modifiée par
des fonctions plates devant elle (ou devant la fonction décalée de 2n)
de maniére a assurer la concordance dans I'intervalle commun (c’est
ce qu’assure la formule (I_Iimp) appliquée a V' (¢{/) dans le cas (b), a
V (te?*{J) dans le cas (c).

Sur le méme principe on établit la

PrOPOSITION 4.8. Si g est pair >4 et n€ {0,1, 2},
Zp(t) = (Xui(t). k=1,...,p0;Y, (1), j €1,) avec:

(i) Xok(t) = Ur(t); Xy se(2) = e 2™ Up (¢0~") sin =1 ou 2.
(ii)(a) i —0 —2n<4j < a0 =2n+2,Y,;(t) ={_;; V().
(b)sioc—2n+3<4j <20,
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Slt€0< z (n—l)n’n_(ZJ—l)n)’
2 o o
' M,,
nj(t) =M V() Z WV () 52%2 Bojp 1 V(<)
) p
= 8728 2> Ceo U]
k=1
etsited n—(z—j+—1)7£ E+E>
o 2 o )’
a/2
Yn](t) C—;Lj eZlan( —ZIan Z AhV(tCJ h)
h=M, +1
g/2-2 o
+'S BV (temtnphy

h=1
+(1- 55’6:,'/930/2_1 V(egi=ory

- o 25;/2 Z Cieo U (107771771

i)

2j+n—g-—l szn#Zou;;é%

ou Mn,j = o o

= sin=2etj=~=

2 2

(c)si—2(6—-2)<4j<-0-2n-1,
siteH(—z—i—(n—l)n,— _(2]—1)7:)’
2 v o
‘ . a2l .
nj(1) = €MV (e ™)~ N BV (1gth)
h=N,,+1
o2 -
=D A,V (1P

p
=Y CroUp (570271

h=1
k=1 ]
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etsitee(—n_2(1+1)ﬂ E+E)

c '2 o

h=1
ou Ny j=-2j—n-af2

N,
Yo i(t) = L [V(th) + Ze*z"”*BhVacH")] ,

REMARQUE. Pour calculer, dans chaque cas, la derniére somme,
on peut aussi utiliser la formule du Lemme 3.5: le calcul est moins
agréable.

5. Calcul des matrices de Stokes. Les résultats précédents montrent
que la forme des matrices de Stokes dépend non seulement de la parité
de o mais aussi de sa position par rapport aux multiples de 4. Toutes
ces matrices se calculent suivant le méme principe: on traitera un
exemple apres avoir dressé la liste des résultats.

THEOREME 5.1 (a) (0 = 1) Sig=p+1,

(L + e — p)
50"”22 N0~ 0) o

) —l+qz-52i7te"”(“/‘k) )
i P Tw—m) ©

THEOREME 5.1 (b) (6 =2). Sig=p+2,
2, T
So=1+A1E;1,+ ) 4in’=—=FK_E
L AP Dbl (e

2 T+ py —
""22. ( Hi ﬁ)

THEOREME 5.2 (a) (¢ =0 mod 4). Si o (> 4) est congru a 0 modulo
4, alors

4 P, T( -
So =143 (27 1q(V(u) B, + 22 1+ —p)
k=1

T+ e —p) o/Fek

g/4
~23k
+ Z T AB3s/at p—k 30/4+p+k
k=1
o/4-1
~2ind p 20k
+ Y e B 4 prkojasp—ko
k=1
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a/4
Saje =1+ ¥V Ay \Esgjarpkiojarpri-i
k=1
g/4—1

=2inA pA(2k—1
+ Z e " C( )BZk—lEa/4+p+k—l,a/4+p—k
k=1

+e M AB s 1Egip-1.g-

THEOREME 5.2 (b) (¢ = 2 mod 4). Si g est congru a 2 modulo 4
alors:

p I(u*) P T+ —p)
So=1+Y 2n)ie—=FKEp,+ > 2in=—=F k
;( F(Z—' .uk) q ; 1“(1 + "Z) o/2+p,
(0+2)/4
+ Z C‘)'(Zk—I)Azk__1E3(o’+2)/4+p—k—1,3(0'—2)/4+p+k+1
k=1
(0-2)/4
n Z e—Zmch(Zk—l)BZk_1E(U_z)/4+p+k,(a+2)/4+p_k
k=1
et:
(6-2)/4
_ ~ 2k
Seig =1+ Y. ¢ A2B3(5-2) /44 p—k+1,3(0—2) 4+ p+k+1
k=1
+ €—i"'1C_ABa/2—1Ea/2+p—l.q
(6-2)/4-1
—2inl
+ Y e C** BoE (g-2) /44 prk(0-2)/44 p—k-
k=1

THEOREME 5.3 (o impair). Si o est impair (6 > 3) alors:
(1)

P T+ gy — )

T'(gr)

E, ..
T(v— ) *4

p
Sujo =1+ Z(zn)a,eiﬂ(ﬂﬁ(l/a))
k=1
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Si o est congru a 1 modulo 4, alors:

(iii)(a)
(o-1)/4
Seze =1+ D (T AREso1)/asp—k+1 3(0-1)/a4 prke1
k=1
(o-1)/4
n e 2 A=) By 1B (g 1)/a4 prh (o—1)/4+ p—k+1-
k=1
(iv)(a)
(o-1)/4
Ssnpe =0+ Y MDAy B30 1y /a4pmk1,3(0-1)/44+ p
k=1
(-1)/4-1
+ Y e HM BB o1y jarpik(o—1) 44—k
k=1

+e M LA2B 10 (o-1)/24p.g-

Si o est congru a 3 modulo 4 alors:
(iii)(b)
(a+1)/4

Spi2o =1+ Y MDAy B3ty ap-3o+t)/aeprk-1
k=1
(G+1)/4—1

+ Z e‘z""’ICuszkE(ﬁ1)/4+P+k’("+1)/4”_'{'
k=1

(iv)(b)

(o+1)/4—-1

Ssmjze =1+ D UM AyEsor1)/atp—k-130+1) /44 k-1
k=1
(0+1)/4—1

+ Z e—zmlcl(Zk—l)BZk—1E(a+l)/4+p+k—1,(a+l)/4+p—-k
k=1

+e-ilﬂ("*/zB(a_1)/2E(a—1)/2+1’"1‘

Démonstration. Expliquons par exemple le calcul de S;/5; (0 im-
pair):
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Pour ¢t € 6; N 6, on voit en utilisant la Proposition 4.7 que:
X1 k() = Xo 1 (2) pour k = 1,.

)
(a) sic =1 mod 4: —0;1 <j< 04_1,
-Yy,;(t) = Y,;(¢) pour 4 4
(b) sic = —1 mod 4: — 1 <j< .
Yy () = Yo () + LM Agj_oonya V(20D
=Y2,;(t) + {6122 (0-1)2-(0)
(a) sic = 1 mod 4: GTﬂgjgagl,
pott g+1 g—1
(b)ysic=-1mod 4: —— < j <

J .
4 2
Y1) = Yo () + e VB gy p V(TN

=Y, ;(t) + {HEDVIRI=DR 5 1Yo )2

. -1 .
(a) sic =1 mod 4: —02 5]5—613
pour -1 og+1
(b)siaE—lmod4:—T_<_j§— - 1.
Donc (si par exemple ¢ = 1 mod 4):
(6-1)/2 .
Seipe =1+ Y HIOUR Ay o 1) nE g (prgrtyas
j=(o+1)/4
—(o+1)/4—1
+ D, THOETBRUTDB G o121 Epjprarye
Jj==(0-1)/2
ou encore:
(g+1)/4
Snjpe =1+ Z CARD Ay VB3 (os1)/a4 -k 3(0+1) /44 p k1
k=1
(o+1)/4—1

+ Y e PR BYE 1y as prkior)/at p—k-
k=1

REMARQUE (1). Ces formules font intervenir les coefficients sui-
vants:

{Al,--wAa/Z etBl,..

., Bs/a—1 lorsque o est pair,
Aq,.

ces A(a—l)/2 et By,..., B(o’—l)/Z lorsque o est impair.

(2) Si ¢ =1, la formule (ii) (avec ¢ = 1) est encore valable pour la
matrice:

Sn = M;ol SOMOO'
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6. Applications. Remarquons tout d’abord que I’on peut obtenir
facilement la monodromie (la “vraie”) a Iinfini, dans I’'une quelconque
des bases X,(1).

PROPOSITION 6.1. Dans la base Xy(t) la matrice de monodromie est
donnée par la formule:

(i) si 0 =2, MY, = MqSo,
(ii) si o est impair (> 3), MY, =McuS37/26S7/557/2050,
(iii) si o est pair (> 4) ou 0 = 1,M2, = MyoS;/4S0.
00 /

Démonstration. Supposons par exemple ¢ impair > 3 (les autres
cas sont analogues). Notons X(¢) le prolongement analytique a C de
la solution Zy(¢) (qui est définie dans 6p). Par définition de Sy on a
dans 0y N 0;: Zp(t) = Z;(2)So- Le deuxieme membre de cette égalité
est défini dans 6, et coincide avec Z(¢) dans 6y N 6; donc (unicité du
prolongement analytique):

X(t) =Zi(t)So dans 0.
De méme on a pour ¢t € 6; N 6,:
Z(2) = Zy(2)Sz/20 €t donc pour ¢ € 65: Z(¢) = Z(¢)Sz/25So0-
Finalement pour ¢ € 4 on a:
2(2) = Z4(2)S31/20S7/5S7/2050 = Z0(t " MooS37/26S7/5S /2650

(d’apres le Lemme 3.6). La formule (ii) s’en déduit par comparaison
avec la définition de la matrice de monodromie:

matrice MY, telle que: X(z{) = Z(¢)MY, pour ¢ € C.

On peut aussi déduire des calculs précédents I'irréductibilité
(générique) de D, p, résultat établi par une autre méthode par Beukers-
Brownawell-Heckman [B-B-H] (qui utilisent un autre “morceau” du
groupe de Galois).

On dit que D, , est linéairement irréductible ou irréductible sur
C(z) si son groupe de Galois agit irréductiblement sur le C-espace
vectoriel de ses solutions.

THEOREME 6.2. Supposons, pour tout i, j, jL;— pu; non entier. L’équa-
tion différentielle D, , est irréductible sur C(z) si et seulement si, pour
tout i, j, u; — vj n’est pas entier.
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Démonstration. La conjonction des deux hypothéses assure que pour

k=1,...,p, les nombres suivants sont définis et non nuls:

g = 2imi A T e~ 1)
CTEIT + -
I(py)

27)i—=K"_ si g est pair (>0

5o ) T o =9

(21:)"ie""(“’”"l/")—l:(—EL si o est impair (> 1).
(v — ) -

11 suffit de voir que I’action du groupe de Galois de D, ,, identifi€ & un
sous groupe de Gl(g, C), sur un espace vectoriel V' de dimension g ne
laisse aucun sous-espace propre invariant. On décompose V' (identifié
a C? par le choix d’une base (e, e€2,...,¢5))en V =V, &V, ou V) est
engendré par les p premiers vecteurs de la base choisie dans V et Vy
par les o derniers (si on prend pour V I’espace vectoriel des solutions
de D, , dans un secteur 0, la base (e, e;,...,¢,) est la base Z,).

La démonstration se fait en trois étapes: si F est un sous-espace
invariant, on montre que:

(1) si Vp 2 F, alors F =0,
(i) si F D Vg, alors F =V,
(iii) si FNVy #0, alors F D V.

(1) Siv = 3°7_, vkex, alors Sov = v + (7| Vi ¥k )€[(p+q+1)/2) QUi
appartient a V), si et seulement si: }-F_ v = 0.

D’autre part, ML v = Y_7_ v,e~2"mhe, et la condition: Vn € Z,
SoMZv € V), s’écrit:

P
VneZ, Y uye e =0,
k=1

Sous les deux hypotheses faites sur les paramétres de D, , ces rela-
tions sont satisfaites si et seulement si: v = 0.
(i1) Posons
S - So si o est pair
b { Sz/c si o est impair.

Alors S1e; = 21€=1 orer +w, ol w appartient a V; donc a F. Donc
le vecteur S;e, — w appartient a F, de méme que ses images par les
puissances de M, c’est-a-dire les vecteurs: v, = E,€=1 Ore %inmike,
neZ.
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Or, toujours sous les deux hypotheses faites sur les parametres, les
vecteurs v, vy, ..., Vp— engendrent V.

(iii) L’espace vectoriel Fy; = F NV, est invariant par toute matrice
T € & (car F et V, ont cette propriété). Choisissons une matrice 7'
dont toutes les valeurs propres autres que 1 sont distinctes (ce qui est
possible). Comme 7 a un vecteur propre dans F; (si F; # 0), I'un
des vecteurs de la base, soit ¢; (p + 1 < i < q) appartient a Fj.

Donc Mye; = e2™/%¢; | appartient a F,, (avec la convention e, =
€p+1)

Et finalement F,; = V.

Toujours sous I’hypothese u; — uj ¢ Z, Vi, j, supposons que ijo —
vjo € Z. Alors I'un des deux nombres ;5 ou J;o est nul.

Si y;,0 = 0, le vecteur e;; est propre pour toutes les matrices du
groupe de Galois.

Si 6,0 = 0, I’hyperplan de coordonnées {x;y = 0} est conservé par
toutes les matrices du groupe de Galois.

2EME PARTIE: CALCUL DE QUELQUES GROUPES

1. Groupe de Galois de D; ;.
3
Dy, =2z(0+u) - H(8 +vj— 1).
j=1

Dans tout ce qui suit, on pose:

w

_ 2in 4lﬂ2 Z ~in(420)) _ g in(i+2u)
F(1+u-v)’ Iy - ’

a=aqe T2 p ﬁeinmzﬂ), c=y— Qﬁ

ou on rappelle que A =y — vy — v, —v3+ 3/2.
On remarque que aff =y + 7.

(1) Sous-groupes de Stokes. Appelons sous-groupe de Stokes et no-
tons Gy ’adhérence dans GL(3,C) du sous-groupe engendré par les
matrices de Stokes ~, et ~, de D3 | ol

1 0 B8 1 50
~o=la 1 vy et ~=|0 10
0 01 a y 1
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On note &; I’algebre de Lie de G;. Elle est engendrée par les matrices

So et §;, ol
0 0 B 0 b O
So=|a 0 c et =10 0 Of.

0 0O a c 0
LEMME 1.1. Si af # 0, Gy est semi-simple.

Démonstration. Si af # 0, on montre que la représentation C3 de
G; est irréductible. Comme &; est une sous-algebre de Lie de sl(3, C),
&; est semi-simple ([Hu], Prop. 19.1 (6) p. 102). Il en est de méme
de G, qui est connexe.

ProrosiTION 1.2. Supposons aff # 0. Alors,
(i)
.a , b
si—#—etc#0, G;=SL(3,0),
a’ p
(i1)
.a
si — =

b
— =0, G;=PSL(2,0).
a" B ouc s (2,0
Démonstration. Dans le cas (1) on montre que la dimension de &;
est au moins égale a 7. Comme &; est semi-simple, dim &; = 8. Dans
le cas (ii), on voit facilement que &; est isomorphe a sl(2, C).

En fait, si p: SL(2,C) — SL(3,C) désigne la représentation irré-
ductible de degré 3 de SL(2, C), G; est conjugué de p(SL(2,C)) par la

matrice
0 g O
[0 0 ap } ,
20 O
et on sait que p se factorise par PSL(2, C).

REMARQUE. Lorsque aff # 0, la condition ¢ = 0 est équivalente a
y € R*, et la condition a/f = b/f a (A +2u) € Z.

ProrosITION 1.3. Supposons aff = 0. Alors:
(i) si y #0,Gs = SL(2,C),
(11) si y = 0, alors:
()sia=0et B #0,Gs={l+5sE, +tE;|(s, 1) € C?}.
(2) sia#0et B =0,G;s est le transposé du groupe précédent.
(3) sia=p=0,G; = {id}.
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Démonstration. Dans le cas (i) on peut toujours trouver une base de
C3 dans laquelle on a

1 0
6= {[} O] mesie.o).
Le (ii) est obtenu par un calcul direct.

Le tableau qui suit donne des conditions équivalentes portant sur
les parametres de I’équation D; ;. Posons I = {1, 2, 3}.

Groupe de
Stokes | Conditions sur les paramétres
3
__VA+l VA
g#%ouc#o SL(3,C) | V), (u—v)) ¢ Z et ,4?,(” i+3)¢
ouvj,(u—vi+3)¢Z
af #0
3
%:%etc:O PSL(2,C) Vj,(u—yj)¢Z,IZ;(u—Vj+%)€Z
et 3k, (u-—mn+iez
a=0 Jj,(u—vj)e -N"etVk,(u — 1) ¢ N
et SL(2,C) | et (v — ;) ¢ § + Z pour (k,[) tels que
B#0 {kl}=1
a#0 Vj(u—vj)¢ —-N"et3k,(u—w)€EN
y#0| et SL(2,C)| et (v; —v) ¢ 3 + Z pour (j, ) tels que
B=0 {j,k 1} =1
Jj,(u—vj)e-N"et3k,(u—v)EN
a=p=0| SL(2,C) |et (v —v) ¢+ Z pour [ tel que
Uty =1
af =0
a=0 3j, (i — v;) € —N* et Vk, (4 — ) € N
et CxC |et(v—w)e€i+Zpour (k) tels que
B#0 {ikI}=1
a#0 Vi (u—vj)¢ -N" et 3k, (u—v) €N
y=0] et CxC |et(vj—v)€L+Zpour j! tels que
B=0 {kl}=1
3j.(u—v;) g -N"etdk,(u—wv)€eN
a=pB=0| {id} |et(vj—wv)€}+Zpour!tel que
{kl}=1

(2) Monodromie formelle. Notons G,’;ono I’adhérence dans GL(3, C)
du sous-groupe engendré par la matrice de monodromie formelle:

Mg = e"zi”“Ell + ei”'l(lE23 + |E32).
Remarquons que My, = e/™Jl(e~"(2+21)) on
J=E;; +Ey3+E3; et
I(z) = zE|; + Ep + E33.
Ces matrices vérifient J2 = id et JI(z) = I(z)J pour tout z € C.
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PROPOSITION 1.4. Supposons que ni A, ni u ne sont rationnels. Alors:
(i) Si pour tous (p,q) € Z?, 2pu+qA) ¢ Z, on a:

Ghono = {UE | + v(Exy + E33)| (1, v) € C*2}
U{uE;, +v(Ezz + E3)|(u,v) € C*2}.

(i) S’il existe (p, q) € Z? tels que (2pu+qA) € Z, alors, en supposant
q positif et minimal pour cette propriété,

Gr/;ono = {uEll + U(EZZ + E33)|(u’ U) € C*zl P(u,v) = 0}
U {uE, +v(Ezz + E3)|(u,v) € C*2, P(u,v) = 0}

ouu P € C[X, Y] est le polynome
P(X,Y)=Y9— X7 si p est positif,
P(X,Y)=YIX"? —1 sinon

et ou P, € C[X, Y] est le polynome
PAX,Y)=Y9— (—1)2PH+2XP 5 p est positif,
P(X,Y)=YIX"P — (—1)2PH+9 sipon.

Démonstration. Les puissances paires (resp. impaires) de My, sont
contenues dans le sous-ensemble de GL(3, C) isomorphe a C*?:

{uE | +v(Ea + E33)|(u,v) € C*%}
(resp.{uE; + v(Es3 + E3)|(u,v) € C*z}).

Notons A4, le point de C? de coordonnées (e~ 24" eimin)  1es pro-
priétés suivantes sont équivalentes:

(1) les points A, (n € Z) sont situés sur une méme courbe algé-
brique
(i1) les points A,,,; (n € Z) sont situés sur une méme courbe
algébrique
(iii) il existe (p, q) € Z?, tels que (2pu + qi) € Z.
Dans ce cas P = 0 (resp. P. = 0) est ’équation de degré minimal
d’une courbe algébrique contenant tous les points A,, (resp. Ay,41).
Dans toute la suite, si A (resp. u) est rationnel, on pose ¢ = /™
(resp. n = e~ 2imk)
PRroOPOSITION 1.5. Supposons A ou u rationnel. Alors:
(1) SiA¢Qet uecQ, etsi mdésigne l'ordre de la racine de ['unité
-,
Ghono = C* % (Z/mZ)
via l'isomorphisme: (u, n) — uJ"l(n"/u)
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(i) SiAe Q et u ¢ Q, et si m désigne l’ordre de la racine de l'unité

-t ona:
Ghono = C* x (Z/mZ)
via 'isomorphisme: (u, n) — £"J"1(u).
(ii1)) SiAeQet u€Q, G,’:,ono est le sous-groupe fini constitué des
puissances de My, isomorphe a Z/mZ ou m € N est le plus petit
entier tel que £™ = n™ = 1.

(3) Tore exponentiel.

PROPOSITION 1.6. Le tore exponentiel est le sous-groupe & de
GL(3, C) constitué des matrices de la forme

1 0 O
0t 0|, outecC
0 0 ¢!

(4) Groupe de Galois.
Posons G = Galc(;)(Ds1).

PROPOSITION 1.7 (cas générique). Supposons que aff # 0, que A et u
ne sont pas tous deux rationnels, que (A — 1) € Q et que l’'on n’a pas
simultanément y € R* et (A + 2u) € Z. Alors G = GL(3,C).

Démonstration. Sous les hypothéses ci-dessus, on voit que
det(Gr{mo) = C*, donc que dimG > 1 + dimG;, et 'on est dans le
cas ou Gy = SL(3, C), d’ou le résultat.

Notons (hy),...,(hs),(H), (H') les hypothéses suivantes, portant
sur les parametres de 1’équation:

(h;) A et u ne sont pas rationnels et pour tout (p, q) € Z2, 2pu +
qA) ¢ Z.

(hy) A et u ne sont pas rationnels et il existe (p,q) € Z? tels que
(2pu+4gA) € Z. Dans ce cas on supposera toujours g positif et minimal
pour cette propriété. Si P et P, sont les polyndmes définis dans la
proposition 1.4, on définit le polynéme Q (resp. Q.) tel que:

Q(X,Y)=P(X,Y)si gq est pair
Q(X,Y)=P(X?Y? sinon.
(h3) A¢Qet neQ.

(hs) A€Qet n¢Q.
(hs) AeQet ueqQ.
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(H) y¢R* ou (A+2u) ¢ Z.
(H)yeR*et (A+2u)€eZ.

ProPoOSITION 1.8. Supposons que a8 # 0. Alors:
(1) Si (H) et (hs) sont vérifiées,
G={MeGL(3,C)|3p €N, dét M = (-1)7yPE2r}.
(ii) Si (H') et (hy) sont vérifiées, G est le produit de C* et d’un
produit semi-direct de G (donc PSL(2,C)) par Z/2Z.
(iii) Si (H') et (hs) sont vérifiées, G est produit semi-direct de G; =
PSL(2, C) par le groupe fini:

GIQOIIO/ Ggwno N GS

(iv) Si (H) est veérifice et si (A — u) € Q, il existe m € Z, tel que
C ~SL(3,C) x Z/mZ.

Démonstration. (1) se déduit facilement du fait que le tore exponen-
tiel £ est inclus dans G; = SL(3, C). Si (H') est vérifiée on montre que
& est contenu dans G;. Dans le cas (ii), posons ¢ = ¢4 +24) = 4],
Alors G,{mo est le sous-groupe de GL(3, C) engendré par I(¢), J et les
matrices scalaires. G,{mo est donc isomorphe a

C*x(Z/2Z)sie=1etaC* x (Z/2Z)?sie=—1.

On vérifie que Grfmo opeére par conjugaison sur G;. On vérifie que
Ji(—1) est dans G, mais non J. Comme d’autre part les matrices
scalaires opérent trivialement, on a le résultat. Dans le cas (iii), le
sous-groupe fini G,{lono opeére par conjugaison sur Gj.
Notons G le sous-groupe de GL(3, C) constitué des matrices de la
forme
u s t
0 M | OWMEGLR2.C), ueC, ()€ C2.
0
ProPOSITION 1.9. Supposons que aff =0 et y # 0. Alors:
(i) Si (hy) est réalisée, G est isomorphe a G, (resp. ' G, resp. G;N'Gy)
Sif#0, (resp. o # 0, resp. a = = 0).
(ii) Sinon, G est isomorphe au sous-groupe de G, (resp. ‘G, resp.
Gy N'Gy), caractérisé par:
o si (hy) est réalisée: Q(u, détM) = 0 ou Q.(u, —détM) =0,
o si (h3) est réalisée: 3p € N, u = n?,
o si (hy) est réalisée: 3p € N, détM = (—1)P&E2P,
o si (hs) est réalisée: 3p € N, u = n? et détM = (—1)PE2P,
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Démonstration. 11 suffit de décrire P’action de G relativement a la
B
, 7| deC® sia=0et g +#£0,

base: _
1 b
0}, 0
| 0 Y 0

[ —y 0 0
0}, [1} [O} sia#0et =0,
| a 0 1

canonique sia = § = 0.

ProrosITION 1.10. Supposons que aff =y = 0. Alors:

(i) Si (hy) est réalisée, G est isomorphe au sous-groupe G, (resp. ' G,
resp. G, N'G,) de Gy (resp. 'Gy, resp. GyN'Gy) si B # 0 (resp. a # 0,
resp. a = B = 0.) constitué des matrices de la forme:

u s t
0
M ,
0
Posons ¢(M) =1 (resp. —1) si M est diagonale (resp. antidiagonale).
(ii) Sinon, G est isomorphe au sous-groupe de G, (resp. 'G,, resp.
G, N'Gy) caractérisé par:
o si (hy) est réalisée: Qyp(u, e(M)détM) =00t Q1 =Q et Q_; =
Q..
o si (h3) est réalisée: 3p € N, u = n?,
o si (hy) est réalisée: Ip € N, détM = (—=1)PE2P et (M) = (—1)?,
o si (hs) est réalisée: 3p € N, u = n?, détM = (—1)P&2P et ¢(M) =
(=D~

Reportons dans un tableau la dimension du groupe de Galois
Galc(;)(D3;) dans les différents cas.

ou M est diagonale ou antidiagonale.

af #0et y eR* By #0eta=0 | un et un seul des
{ v¢Rou et 0 nombres a, =p=
Ar2ueZ " wpyje=p=y
A+2ueZiay#0etf=0 est non nul =0

(hy) 9 7 5 3
(h2)
(hs) 9 4 6 4 2
(ha)
(hs) 8 3 5 3 1
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2. Groupe de Galois de Ds ».
3

2
D3y = zn(é‘ + uj) — H(a +v;— 1).

i=1 Jj=1

Posons:
_ 2iaT(1 + py — ) B=2inF(1+ﬂz—u1)
't +u -v) 'l +u —v)
_ 2ime ™I (up — py) 5= 2ime ™M (uy — wp)
T(v — uy) ’ Ty — ) ’

ol on rappelle que A = y; + up — vy — v, — 3+ 1 et que 'on suppose
pr— U ¢ Z.

(1) Sous-groupe de Stokes. Notons comme précédemment G; le sous-
groupe de Stokes, adhérence dans GL(3, C) du sous-groupe engendré
par les matrices de Stokes Sy et S; de D3, ou

1 00 1 0 vy
So=({0 1 0| e $;={01 ¢
a p 1 0 01

ProrosIiTION 2.1.
(i) Si ay + B6 # 0, alors:

G, = {[(1) &J ,MeSL(z,C)}.

(i) Siay+ po6 =0, (a, B) # (0,0) et (y,0) # (0,0), alors:
G = {II +rEp +SE3+tE;, (1,8, 1) € C3}

(iii) Sia =g =0et(y,0) # (0,0) (resp. y = = 0 et (a, B) # (0,0)),
alors:

G; = {1 + t(yE 3 + 6E,3), (resp. 1 + t(aE3; + BE3p)), t € C}.
(iv)Sia=pf=y=0=0,G; = {l}.

Démonstration. On décrit I’action de G; relativement a la base %
de C3, ou dans le cas

R AR
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(ii)

([ ] () o e

% étant la base canonique dans les autres cas.
(2) Tore exponentiel et monodromie formelle.

PROPOSITION 2.2. Le tore exponentiel de Ds, est le sous-groupe de

GL(3,C):
& ={E| +Ey +1tE3;, te€C*}.

On rappelle que la matrice de monodromie formelle de I’équation

Ds, est: . . ‘
My = e‘2"‘/“lE” + e‘2”"‘2IE22 + ez”"lE33.

Notons Gy I'adhérence dans GL(3, C) du sous-groupe eng@ndré par
& et Moo. Lorsque u; (resp. u,) est rationnel, posons 7 = e~ 2 (resp.

= e—Ziﬂﬂz)

Remarquons que ’on a toujours 7 # {.

Notons (cy),..., (cs) les conditions suivantes sur les parametres u,
et uj:

(c1) 1 ¢ Q, 42 ¢ Q et pour tout (p, q) € Z?, (puy + quz) ¢ Z.

() u1 € Q, 1z ¢ Qetilexiste p € N, g € Ztels que (pu;—quy) € Z.
On supposera toujours, dans ce cas, p minimal pour cette propriété,
et on notera P € C[X, Y] le polynéme:

PX,Y)=X?-Y? sig>0
P(X,Y)=X?Y"?—1 sinon.

(c3) mi¢€Qet u €Q.
(ca) meQet u ¢Q.
(cs) u1 €Qet u €Q.
Notons A le sous groupe de GL(3, C) constitué des matrices diago-
nales:
A = {uE; + vEy + wE33, (u,v, w) € C*3}.

PROPOSITION 2.3.
(i) Si la condition (c,) est vérifiée, Gy = A.
(ii) Sinon, Gyt est le sous-groupe de A caractérisé par:
o si (cy) est verifiee: P(u,v) =0
o si (c3) est verifiee: Ap € N, v = (P
o 5i (c4) est veérifiee: Ap € N, u = nP
o si (cs) est vérifiée: 3p e N, u=nP et v =(P.
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Démonstration. Les matrices de & et My, engendrent le méme sous-
groupe de GL(3,C) que

{e HTE, | + e~ 2MLE,, 4 (E33, 1 € C*}.

Les conditions caractérisant le sous-groupe Gy, de A ne portent donc
que sur u et v (selon que u; on u, est rationnel). Ces conditions
s’obtiennent comme dans la Proposition 1.4.

(3) Groupe de Galois.
Posons G = Galc(z)(D32).

PROPOSITION 2.4 (cas générique). Si afyd # 0, alors G = GL(3, C).

Démonstration. Notons & (resp. &, resp. &,,7) ’algébre de Lie de
G (resp. Gy, resp. Gyr). Si les conditions (c;), (c3) avec p # g, (c3)
ou (c4) sont vérifiées, les algebres &; et &, engendrent gl(3, C).

Si (cy) est vérifiée avec p = g, on obtient le résultat en décrivant G;
et Gy dans la base

[ oome
(i 1 )

Si (cs) est vérifiée, & contient I’algebre de Lie &} du sous-groupe con-
jugué de G; par la matrice M = 5E | + (E;; +E33 de Gy7. On montre
que &;, &, et E33 (générateur de &) engendrent gl(3, C).

Notons G, le sous-groupe de GL(3, C):

u s t
0

M
0

,ueC* (s,t)eC,Me GL(2,C)

PROPOSITION 2.5.
(i) Sia=0et Byd #0 (resp. B =0 et ayd # 0), alors:
o si uy (resp. uy) ¢ Q, G est isomorphe a G,
o si uy (resp. up) € Q, G est isomorphe au sous groupe Gz de
G, caractérisé par la condition: 3p € N, u = n? (resp. {?).
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(1) Siy=0et afd #0 (resp. 6 =0 et afy # 0), alors:
o si py (resp. u2) € Q. G='Gy
o si uy (resp. uy) € Q, G="Gs

(i) Sia=y=0et p6 #0 (resp. B =0 =0 et ay #0), alors:
osip (resp. ) ¢Q G=GN'Gy
osiuy (resp. i) €Q, G=G3N'Gy

(iv) Sia=0=0et By#0 (resp. B =y =0 et ad #0), alors:

(a) si (cy) est vérifiée, G est isomorphe au sous-groupe de GL(3, C):

u r s
Gy = { [0 v ot
0 0 w
(b) sinon, G est le sous-groupe de G, caractérisé par:

o si (cy) est vérifiée: P(u,v) =0,

o si (c3) est vérifiee: Ap € N, w = (P (resp. u = {P),

o si (cq) est vérifiee: Ap € N, u = n? (resp. w = n?),

o si (cs) est vérifiee: Ap €N, u = nP et w = {P.
(v)Sia=8=0et(y,8) # (0,0) (resp. y =6 =0 et (o, B) #
(0,0)), alors:

(a) si (cy) est vérifiée, G est le sous-groupe de G4 caractérisé par

(u,v,w) € C3, (1,5, 1) €C3}

la condition: r = 0.

(b) sinon, G est le sous-groupe de G4 (resp. ' Gy) caractérisé par

la condition: r = 0 et:

o si (cy) est verifiée: P(u,v) =0,

o si (c3) est vérifiee: 3p €N, v = (P,

o si (c4) est vérifiee: Ap € N, u = n?,

o si (cs) est verifiee: 3p e N, u=n? et v ={P.
(vi)Sia=f=y=08 =0, G est le sous-groupe de Gy décrit en 2.

Démonstration. 11 suffit de décrire I’action du groupe de Galois re-
lativement a la base & de C3, ou dans les différents cas:

~{d =D B
{[3H 0 (= E) )

(1)

(ii)
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(iii)

1 0 0
Z est la base canonique (resp. { [0} , [0} , [1] })
0 1 0
(iv)

1 0 0 0 0 1
SRR R R
0 1 0 0 1 0
Z étant dans les autres cas la base canonique.

Reportons dans un tableau la dimension du groupe de Galois dans
chaque cas, en donnant des conditions équivalentes portant sur les
parametres de I’équation Ds;.

Notations. -Pour tout u; (resp. v;) on admet sans I’écrire que i €
{1, 2} (resp. {1, 2, 3}).
—Pour tout entier n € Z, on note: #(n) = N*si n > 0,
Pn)=-Nsin<0.

Dimension du groupe de Galois de Galc(;)(D;3;):
(i) | (1) | (i) | @v)| (v)

afyd #0 919 9 919
a=0et fyd #0

ou 717 7 6 6
y=0etafd #0
B=0etayd #0

ou 717 6 7 6
0=0etafy#0

a=y=0et f6 #0 515 5 4 | 4
B=0=0¢etay#0 515 4 51| 4
a=0=0et By#0

ou 6 |5 5 5 4
B=y=0etad #0
a=p=0, (r.9) #(0,0)

ou 514 4 4 3
y=06=0, (o, B) #(0,0)
a=pf=y=0=0 312 2 2 1
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Conditions sur les parametres Dimension du groupe de Galois
Vi, j,(vi—uj) ¢ Z 9
3L, jvi—w) €L Ui ¢Q
et 7
Vk(vk = p)) ¢ NP (vi — p,)
et ui€Q 6
V1(vy — ;) ¢ Z pour j' = j
3i,jvi —p)) €N 1 ¢Q 5
et
Vk(Vk - /lj) € —-N
et
Vi(vi —uj) ¢ Zpour j'=j |u;€Q 4
MmEQuEQlmé¢Q ué¢Q.| meqQ
etV(p,q)€Z?| 3p,q entiers et
pli+qu¢Z | pu+quel| peqQ
ouuw¢Q,
UEQIF#]
Bi(u, — ,ul) ez
et 3j(v, — m2) € Z\P (v, — 1)
et Vk{ (Ve =) € NP (v, = ) 6 5 4
et (v — 2 € P(vi — 1)
i, - ) eZ
3j(v, — w2) € P(vi — w) 5 4 3
3k V(v — ) ¢ Z\P (v, — )
3i,j,k, L(v,— uy) € N*,
(v; — 1) € =N, (% — t2) € N*, 3 2 1
(vi —m) € -N
BIBLIOGRAPHY

[B-B-H] F. F. Beukers, D. Brownawell and G. Heckmann, Siegel normality, preprint

Galois groups, Duke Math. J., 54 no. 1 (1987), 57-65.

1986.
[Hu]
Springer-Verlag.
[K-R]
[L]
1969.
[Ma]

Séminaire E.N.S. (1981-1982) exposé 6, Birkhaiiser (1983).

J. E. Humphreys, Introduction to Lie Algebras and Representation Theory,
N. Katz and R. Pink, A note on pseudo-CM representation and differential
Y. Luke, The Special Functions and their Approximations, Academic Press

B. Malgrange, La classification des connexions irrégulieres a une variable,



56 ANNE DUVAL AND CLAUDE MITSCHI

[Me] C. S. Meijer, On the G-functions I a VIII. Indag. Math., 8 (1946), 124-134;
213-225; 312-324; 391-400; 468-475; 595-602; 661-670; 713-723.

[Ral] J.-P. Ramis, Théoreme d’indices Gevrey pour les équations différentielles
ordinaires, Memoirs of the Amer. Math. Soc., 296 (1984).

[Ra2] , Filtration Gevrey sur le groupe de Picard Vessiot d’une équation
différentielle irréguliére, Informes de Mathematica Serie A-045/85.
[Ra3] , Etude des solutions méromorphes des équations aux différences

algébriques, en préparation.
Received November 25, 1987 and in revised form April 4, 1988.

UNIVERSITE LoUIs PASTEUR
67084 STRASBOURG, FRANCE





