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MATRICES DE STOKES ET GROUPE
DE GALOIS DES EQUATIONS HYPERGEOMETRIQUES

CONFLUENTES GENERALISEES

ANNE DUVAL ET CLAUDE MITSCHI

On s'interesse a l'equation differentielle:

Dq,P = {-\)q-pzf[{d + μj) - f[(d + uj - 1)
J = l J = l

oil d designe Γoperateur dΈuler z d/dz et μ\,..., μp, v\,..., vq sont
des parametres complexes.

Cette equation est Γequation differentielle la plus generate dont la
transformed de Mellin est une equation aux differences du premier or-
dre, done "sommable" a Γaide de la fonction Γ. On peut ainsi obtenir
pour certaines solutions de Dq>p (G-fonctions) des representations
integrates (formules de Barnes-Mellin).

Lorsque q > p+1 (q > 2) (ce qu'on supposera dans tout cet article)
le point oo est irregulier et le polygone de Newton de Dqp en ce point
a un cote horizontal de longueur p et un cote de pente \/q - p (de
"longueur" q). Nous construisons, a Γaide des G-fonctions, dans tout
"bon" secteur un systeme fondamental de solutions de Dqp ayant dans
ce secteur un developpement asymptotique prescrit. Nous appelerons
matrices de Stokes les matrices de passage d9un systeme a un autre
sur Πntersection de deux "bons" secteurs consecutifs. Ce n'est pas
la definition "traditionnelle": e'est celle qu'adopte J.-P. Ramis et qui
semble correspondre a une meilleure normalisation. Cette etude qui
utilise a la fois des formules etablies par C. S. Meijer en 1946 et les
resultats de J.-P. Ramis constitue la lere partie de cet article.

Pour les petites valeurs des entiers p et q on peut ensuite decrire
completement le groupe de Galois differentiel de Dqp. Le seul
autre point singulier (Γorigine) etant regulier on sait que le groupe
Galc(z)(A/,/>) s'identifie au groupe local a Γinfini et que ce dernier est
Γadherence de Zariski du groupe engendre dans G\(q, C) par les trois
sous-groupes correspondant a la monodromie formelle, au tore expo-
nentiel et aux matrices de Stokes. Le calcul explicite de ces divers
groupes pour q — 3 et p = 1 ou 2 est Γobjet de la 2eme partie. Des
calculs de groupe de Galois dans des situations voisines se trouvent
chez N. Katz.

lέRE PARTIE: M A T R I C E S D E STOKES

0. Notations.
• La lettre σ designe Γentier positif q - p et on definit e par ε — 1

si σ > 2, e = 1/2 si σ = 1.
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• Si x est un reel, [x] designe sa partie entiere.

• Si a = ( α i , . . . , an) € Cn on note:

\a\ = QL\ -\ \-an

af= ( α i , . . . , ά, , . . . , an) (done αf G C 2 " 1 )
λ + α = (Λ + α i , . . . , λ + απ) (A € C)

*? = (*-*/)? (EC""1)

7)(α/) ( β 6 ( C - Z 7 )
ι = l

<α)m = Π<α;>» = Π aλaJ + 1) («; + m - 1)
7=1 7=1

χ ^ = (Λrαi,xΩ2,...,xα") ( x e C ) .

• On reserve les lettres u_ et // aux vecteurs v = (uχ,...,uq) et μ =
(μ\,...,μp) associes aux parametres de ΓequationDq t P.

• On note nFm(g;,β\z) (α € C" ,^ € (C - Z-)m) la serie formelle
hypergeometrique generalisee

• On designe par C le revetement universel de C - {0} (surface de
Riemann de logz). Si a\ et aι sont des reels tels que a\ < aι on pose:

• Si λ e C et z e C, zλ designe Γelement de C obtenu a partir de la
determination principale de logz. Si r e R, zerιπ designe Γelement de
C d'argument: arg z + rπ.

• On dit qu'une fonction g(z) holomorphe dans 0(c*i, α2) y admet le
developpement asymptotique (a Γinfini) eq^zλχ(z), oϋ q{z) e C[zι/n],
λ e C et χ(z) e C[[z~ι/n]] {n e N) si χ(tn) est le developpement
asymptotique de la fonction e~q^nh~nλg{tn) dans 0(£αi, £α 2 ).

• On note Bw la matrice unite d'ordre n (on supprime Γindice
lorsqu'aucune confusion n'est a craindre) et E/>7 la matrice dont
Γunique element non nul est situe a Γintersection de la /erne ligne
et de la y'eme colonne et vaut 1.

1. (7-fonctions solutions de Dq>p et leurs developpements asympto-
tiques. La transformee de Mellin de Dq>p est Γoperateur aux differences
d'ordre 1:

Ag>p = (s + v)ιτ-(-iy-e(s + μ)ι

oύ τ designe Γoperateur de translation unite: τf(s) = f(s + 1).
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Si ^e(C) designe Γespace vectoriel des fonctions meromorphes sur
C a croissance verticale au plus exponentielle d'ordre 1, la solution
generate de ΔgtP dans Jte(C) s'ecrit (Ramis [Ra3]):

o ύ e c(e2iπs).

Lafonction Γ(λ+s)Γ(l-λ-s)eiπs (λ e C) est une fraction rationnelle
en e2iπs: ceci permet de "faire passer" du numerateur au denominateur
(ou vice-versa) autant de facteurs Γ que Γon veut dans la formule
precedente.

Si, pour k fixe, Vj - μk (j = 1,..., q) n'est jamais entier positif, il
est possible de tracer dans le plan complexe un contour γk joignant
le point -ioo au point zoo en laissant a sa droite les points -Uj + n
(j = 1,..., q, n G N) et a sa gauche les points -μ^ - n (n e N).

Ces remarques permettent d'etablir les propositions suivantes (Mei-
jer [Me], Luke [L]):

PROPOSITION 1.1. Pour k = 1, . . . ,ρ, si Vj - μ k (j = \,...,q) n'est

jamais entier positif, alors la fonction:

7k Γ((l-£-*)£)

est une solution de Dqp holomorphe dans θ(-2π - σπ/2, σπ/2) et ad-
mettant quand z —• oo dans ce secteur le dέveloppement asymptotique.

,-ιnμk

T(\+μk-μ) q p~

PROPOSITION 1.2. Soit γ un contour du plan complexe joignant -ioo
a ioo en laissant a sa droite les points -Vj + « ( ; = l , . . . , ί ; / i € N ) .
La fonction:

est une solution de Dq>p holomorphe dans θ(-σπ/2, σπ/2).

PROPOSITION 1.3. Le prolongement analytique de GQ (que Γon note
encore GQ) au secteur θ(-(σ + ε)π, (σ + e)π) y admet quand z —• oo le
developpement asymptotique:

e~σzl/σzλ'σΘ(z)f

oil λ = -(σ + 1) + \μ\ - \u\ et θ est une serie formelle en z~ι/σ
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dont le terme constant est: (2π) ( σ " 1 ) / 2 σ~ 1 / 2 (les autres coefficients peu-
vent se calculer par recurrence).

PROPOSITION 1.4. Pour z e θ(-σπ/2, σπ/2) et k = 1,..., p tel que

k-Vj £Z(j = l,...,ήr). On a:

= 2iπG0(z).

PROPOSITION 1.5. Soit m un entier tel que: ε + σ/2 < 2m < 2 - e +
3σ/2, et z e θ((σ - e)π, (σ + β)π). On a:

σ—m

( Π M ) : Gb(z) =

oU:Ah~

μk -
Γ(v_-μk)Γ(l+μk-!/)'

REMARQUES. 1. Tous ces resultats sont des cas particuliers de ceux
etablis par Meijer [Me]. Us se demontrent en utilisant Pexpression des
fonctions Gk sur la base "naturelle" de solutions entieres de Γequation
difFerentielle obtenue en appliquant la methode de Fuchs en 0.

2. La Proposition 1.5 est valable sans hypothese sur Vj - μk car,
lorsque cette quantite est un entier, Ck est nul et la formule obtenue
reste valable sans qu'il soit necessaire de definir Gk.

2. Solutions formelles. Monodromie formelle. Un calcul classique
permet d'etablir la

PROPOSITION 2.1. Si pour i,j= 1 , . . . , q, μ}•- μ, n 'estjamais entier,
une base de solutions formelles de Dq>p (a Vinfini) est constituee des
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functions:

Φk{z) =

Θj(z) = e= e~σζJzl/σ λ/σθ(ze2iπj)

oil ζ = e2ιπlσ et j appartient a Vensemble

ordonne lσ defini par:

I σ = Z n [1 — σ/2, σ/2] si σ est pair,

lσ = Z Π [-(σ - l)/2, (σ - l)/2] « σ est impair.

REMARQUE. S'il existe j tel que μk - Vj est un entier positif, alors
z^Φ^(z) est un polynόme en 1/z. Dans le cas contraire, c'est une
serie divergente pour tout z Φ oo. L'hypothese /// — //7 non entier est,
elle, essentielle et sera supposee realisee dans toute la suite.

On utilise la notation Σ(z) pour designer la base de la proposition
precedente ecrite dans Γordre suivant:

La matrice de monodromie formelle dans cette base est par definition
la matrice Moo telle que

Σ(ze2iπ) = Σ(z)Moo.

Une consequence immediate de la proposition precedente est la

PROPOSITION 2.2. La matrice Moo est donnee par les formules sui-
vantes:

( l ) j / σ = l ,

(2) si σ>2,

^, e2iπλ}

A 0
0 R

oil A = diag{e 2ι7cE} (matrice carree d'ordre p) et

0 0 ••• 0 Γ
1 0 ••• 0 0
0 1 ••• 0 0— e2iπλ/σ

0 0 1 0

Lorsque σ > 2, il est plus commode (et plus conforme a la tradition)
d'etudier le phenomene de Stokes apres ramification, c'est-a-dire dans
le "plan" des t oύ t est lie a z par la relation:

t =
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Dans le plan des t (ou plutόt dans son revetement universel) une
base de solutions formelles est donnee par:

Ut) = (Φk(t),k = I,..., p;θj(t),j elσ)

Γσμk

gFp.ι(\+μk -v;\-μ*k\Γσ)

et θj(t) = e-σζJttλθ{ζjt) oύ θ(ί) = θ(tσ)

La relation ζσ = e2iπ et la definition de M^ donnent la

PROPOSITION 2.3. Cette base verifie la relation:

Pour homogeneiser les notations on remplace aussi z par t lorsque
σ= 1.

On note D_qp Γequation obtenue apres changement de variable.
Nous aurons besoin d'une description du tore exponentiel % (Ramis

[Ra2]). En utilisant le Lemme 4.1 de [Ra2] on montre:

LEMME 2.4. Soit r le rang sur Z du sous-groupe additifde C engendre
par les racines σ-iemes de Γunite. Alors I? est isomorphe a (C*)r et est
constitue de matrices de la forme:

K 0"
^ oil Ό est une matrice diagonale.

u y j

3 Definition des matrices de Stokes. Les secteurs de decroissance
de Γexponentielle exρ[-σζU] sont determines par la condition

ί arg t + -*— 1 > 0.cos I arg t +

Les bords de ces secteurs constituent une premiere famille de lignes
de Stokes, les demi-droites:

•2j- - - + nπ neZ,j

Si σ > 2, les secteurs de decroissance des exponentielles
exp[σ(C7 - ζh)t] (h Φ j) sont determines par la condition:

. / C/ + Λ)π\ . (j-h)π Λ

sin arg t + — sin — > 0.

V σ J σ
Les bords de ces secteurs donnent une deuxieme famille de lignes de
Stokes, les demi-droites

arg/ G j - (/c +J)π +nπ neZ,k,je Iσ,k φ j \ .J
Cette deuxieme famille contient la premiere lorsque σ est pair.
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PROPOSITION 3.1. L Όuverture maximum d'un secteur ouvert ne con-
tenant aucune ligne de Stokes est

π si σ = 1 ou 2

— si σ est impair > 3
2σ

— si σ est pair > 4.

DEFINITION 3.2. Si σ — I ou 2 on note Nσ = N n [0,2] et pour
n G Nσ on pose:

θn = θ ( - - + (n - l)π, 2" + nπ} .

Si σ est impair > 3 on note Nσ = N π [0,4σ] et pour n G Nσ on pose:

π (n — \)π π nπ'

Si σ est pair > 4 on note Nσ = N ί Ί [0,2σ] et pour n € Nσ on pose.

π ( n - l ) π π nπ

On note N* Vensemble Nσ prive de son element maximal (de sorte
quesi n appartient a N*,n+ 1 appartient a Nσ).

PROPOSITION 3.3 {Ramis [Ra2] Theoreme 2.1). Pour chaque secteur
θn (n G Nσ) il existe une unique base de solutions Σn(t) de D_q>p qui
soit dans θn asymptotique (a Γinfini) a Σ(t).

Cette solution correspond a une "resommation" de Σ(ί) dans une
direction appartenant a Γintervalle:

θ
(n - nπnπ\ . .

, ̂ — si σ est impair > 3
2σ 2σ J ~~

{n - l)π nπ\ . .
—, — si σ est pair > 4

σ σ /

k θ((n — l)π, nπ) si σ = 1 ou 2.

DEFINITION 3.4. 5ϊ w G N*9 la matrice Sn definίe par Γegalite:

Σn(t) = Σn+ι(t)Sn, teθnnθn+{

est appelee matrice de Stokes correspondant au franchissement de la
ligne singuliere:

nπ . .
7r— 5Z σ est impair > 3
lo
nπ .
— si σ est pair > 4
nπ si σ = 1 ou 2.
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LEMME 3.5. Si n et n1 appartiennent άNσ (σ > 3) et verifient n'-n =
4 si σ est pair, 2 si σ est impair, alors: Σn>(ζt) = ΣΛ(ί)Moo

Demonstration, Si t appartient a θn, ζt appartient a θn> et
Σn'(ζt)(Moo)"1 est une base de solutions de D^p dans θn qui y ad-
met pour developpement asymptotique Σ(t) d'apres la Proposition
2.3. L'unicite afϊirmee dans la Proposition 3.3 implique alors Γegalite
voulue.

La proposition suivante en decoule aisement.

PROPOSITION 3.6. (a) Pour a = 2, les matrices So, Si et Moo verifient
la relation:

(b) Pour σ > 3 et n e N*f si m et r designent le quotient et le reste
de la division de n par 4 si σ est impair, 2 si σ est pair, alors:

Cette proposition reduit le calcul des matrices de Stokes a celui de
2 ou 4 matrices suivant la parite de σ (une seule si σ — 2, 2 (et non
4), si σ = 1). Pour mettre en evidence la ligne singuliere dont le
franchissement est associe a chacune de ces matrices on adopte les
notations suivantes: (σ > 3)

' si σ est impair: So, Sπ/2(7, Sπ/σ et S 3 π / 2 σ,
si σ est pair: So et Sπ/σ.

4. Resommation de Σ(t). Les deux resultats suivants sont des cas
particuliers des Theoremes 1 et 5 de [L] p. 179.

LEMME 4.1. (a) Pour k = 1,..., p, si μ^ - Uj n 'est pas entier positif
pour j = 1,..., q, la fonction:

e Γ(l+μk-u)

est asymptotique a Φ^(ί) dans le secteur ΘQ.
(b) Dans θ\ u θι U θ^ U Θ4 si σ est impair, θ\ u Θ2 si' σ est pair, la

fonction:
e~2iπμkUk(tζ~ι) est asymptotique a Φk(t).

REMARQUE. Si μ^ - Vj e N, la fonction Φ^ est sa propre somme:
on la notera encore £4 par souci d'homogeneite.
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LEMME 4.2. La fonction V(t) = Gb(ίσ) est asymptotique a θo(ί)
dans θ(-π/2 - eπ/σ, π + επ/σ).

La transposition au plan des t de la Proposition 1.4 donne le

LEMME 4.3. Pour k=l,...,pette θ(-π/2, π/2) la relation suiv-
ante est verifiee:

(/,): Uk(t)-e-2i*"Uk(tζ-1) = 2i

LEMME 4.4. Si t G θ(π - επ/σ, π + επ/σ) on a, suivant la parite de
σ, Γune des relations:

h=\

k=\

e2iπλV(te-2iπ) = Σ [AhV(tζ-h) + BhV(te-
2iπζh)]

h=\

% _ ,. λ / τ. :-M ftHx Γ ( / O Γ 1 si σ est impairo u Q σ = (2π) σze ι π i A aβμk)r=r———- αvec α σ = <
1 (ϋ — /̂ A:) 1 2 ί/ σ etf / Λ/Γ.

Demonstration. On applique la Proposition 1.5 en choisissant pour
m: (σ + l)/2 si σ est impair, σ/2 si <7 est pair.

PROPOSITION 4.5. Si σ = 1 et n e {0,1,2}, Σn(t) = (Xntk(t),k =

= Uk(t); Xn,k(t) = e
k= \,...,q-\, n= 1,2;

Yn(t) = V(t), n = 0,1; Y2(ί) = eliπλV{te-2iπ).

PROPOSITION 4.6. Si σ = 2 et n e {0,1},

Σ«(ί ) = (AΓΛ,Λ(O.fe = l , . . . , i p ; r B . y - ( 0 . 7 e l 2 = { 0 , 1 } )

= Uk(t); X L k ( t ) = e 2 ^ 2

o>1(ί) = e-
iπλV{teiπ); YίΛ(t) = e
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PROPOSITION 4.7. Si σ est impair > 3 et n € {0,1,2,3,4},

Σn(t) = (Xn,k(t), k=\,...,p; Yn,j(t),j £ la) avec:

(i) XOιk(t) = Uk(t); Xn,k{t) = e-2iπκ*Uk(tζ-1) si n>\.
(n)(a) si -σ-n-\<4j<σ-n + 2, YnJ{t) = ζ~kjV{tζή

(b) si σ - n + 3 < Aj < 2{σ - 1)

-—>

Yn,j(t) = ζ- r-U
Mn,j

h=l

k=\

π

= ζ~λj e2inλV(te-2iπζj)
h=Mnj + l

BhV{te-liπζj+h)

Σ Q,σ

le symbole de Kronecker

1 si a = β ou a = γ

0

2j -z— si n = 0 ou 1,

—x— si n = 2 ou 3 ou si n = 4 et j = —-—,

2)
a —\ . . .

sιn = 4et j
σ - 1
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(c) « -2(σ - 1) < 4/ < -σ - n - 2

35

V(te2i*ζJ)

k=\

n ( 2(/+ l)π π nπ\
e t S l t e θ \ - π - — ^ ' 2 + 2ϊ)

YnJ(t) = ζ-*J
Nn.j

oil NnJ =

σ+l
si n — 0 ou 1,

Demonstration. La fonction ζ~λjV(tζj) est utilisee lorsqu'elle est
definie dans tout Γintervalle considere (cas(a)). Elle est modifiee par
des fonctions plates devant elle (ou devant la fonction decalee de 2π)
de maniere a assurer la concordance dans Γintervalle commun (c'est
ce qu'assure la formule (Π imp) appliquee a V(tζJ) dans le cas (b), a
V(te2iπζJ) dans le cas (c).

Sur le meme principe on etablit la

PROPOSITION 4.8. Si σ est pair >4etne{0,1,2},

(i) XOtk(t) = Uk(t);Xn>k(t) = e-2i**Uk(tζ~ι) si n = 1 ou 2.
(ϋ)(a) si -σ-2n<4j<σ-2n + 2, YnJ(t) = ζ-λjV(tζJ).

(b) si a - 2n + 3 < 4/ < 2σ,
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n . π in- l ) π
si t e θ - - + —, π -

2 σ σ

= ζ-

Mnj

V{tζJ) -ΣAh V{tζJ~h) - δ2

nδ
j

σllBσ/1_x V(tζ~ι)

h=\

P

k=\

etsiteθiπ-

Yn,j{t) =

π nπ

σ/2

e2iπλV(te-2iπζj)+ Σ AhV{tζj~h)
h=Mnj + l

cr/2-2

4- V F

A=l

fc=l

+ n-j-ί sinφlou j Φ -,
oil MnJ = I *

I 2
(c) ίi -2(σ - 2) < 47 <-σ-2n-l,

si n = 2 et j = - .

Λ / π (n-l)π
si t e θ -7Γ + ^ — , -π -

2 σ σ

Ynj(t) =

σ/2-1

V(te2ixζJ)- Σ BhV{tζi+h)
h=Nnj+\

σ/2

k=l
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n ( 2(7 + l)π π nπ\
V σ 2 σ

V(tζj)
Λ=l

= -2j -n- (7/2.

REMARQUE. Pour calculer, dans chaque cas, la derniere somme,
on peut aussi utiliser la formule du Lemme 3.5: le calcul est moins
agreable.

5. Calcul des matrices de Stokes Les resultats precedents montrent
que la forme des matrices de Stokes depend non seulement de la parite
de σ mais aussi de sa position par rapport aux multiples de 4. Toutes
ces matrices se calculent suivant le meme principe: on traitera un
exemple apres avoir dresse la liste des resultats.

THEORfeME 5.1 (a) (σ = 1). Si q = p + 1,

> E

Γ(u*

THEORέME 5.1 (b) (σ = 2). Si q- p + 2,
q~2 Γ(μ*)

So = S + AxEq_hq +
T

Γ(l+μk-μ)
m =

THEOREME 5.2 (a) (σ = 0 mod 4). Si σ (> 4) est congru a 0 modulo
4, alors

k=\

σ/4

σ/4~l

J3
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σ/4

§π/σ = I + Σ ζ~λ{2k~~l)A2k-\^3σ/Λ+p-k,3σ/4+p+k-\

k=l

THEORfeME 5.2 (b) (σ = 2 mod 4). Si σ est congru a 2 modulo 4

alors:

(σ+2)/4

(σ-2)/4

k=\

et:

(σ-2)/4

0-2iπλr2λk

k=\

THEOREME 5.3 (σ impair). Si σ est impair (σ > 3) alors:

(i)

k—\

(ϋ)

T(u*)
~k
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Si σ est congru a 1 modulo 4, alors:

e~ l7t ζ
k=\

k=\

{σ-\)/4-\

o-2iπλ rlλk
** t>2k^(σ-l)/4+p+k,(σ-\)/4+p-k

k=\
—iλπ>—λ/2 D

Si σ est congru a 3 modulo 4

Ar=l

p-liπλrlλk

** J*2k-lVz(σ+l)/4+p+k-l,(σ+l)/4+p-k
k=\

~l πζ~ B(σ-

Dέmonstration. Expliquons par exemple le calcul de Sπ/2(j (<τ im-
pair):
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Pour t eθ\Πθ2 on voit en utilisant la Proposition 4.7 que:

= Xi,kit) Pour / ; = 1,...,/?

( (a) siσ = 1 mod 4: — <j< —-Λ—,

σ + 1 2-3

(b) s i σ = - 1 m o d 4 : - !L±± <j< °—-±.

= Y2j(t) + ί

{ (a) siσ = 1 mod 4: —-— < j < —^—,
1

(b) sitr = — 1 mod 4: < j < —-—.

YιJ(ή = Y2j(t) + e

= Yijit) + ζ

{ (a) si cr = 1 mod 4: -— < j < -

(b) si σ = -1 mod 4: — <j<

Done (si par exemple σ = 1 mod 4):

ou encore:
(σ+l)/4

^~ ~ ^ 2 ^ - l
Λ : = l

- l

n-2iπλr2λk

REMARQUE (1). Ces formules font intervenir les coefficients sui-
vants:

Aγ,..., Aσ/2 et B\,..., i?σ/2-1 lorsque σ est pair,

^4i,..., ^4(σ_i)/2 et l ί i , . . . , #(σ-i)/2 lorsque σ est impair.
(2) Si σ = 1, la formule (ii) (avec cr = 1) est encore valable pour la

matrice:
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6 Applications. Remarquons tout d'abord que Ton peut obtenir
facilement la monodromie (la "vraie") a Finfini, dans Γune quelconque
des bases Σn(t).

PROPOSITION 6.1. Dans la base Σo(ί) la matrice de monodromie est
donnee par la formule:

(i) si σ = 2, M ^ = Moo§o>

(ii) si σ est impair (> 3), M ^ =

(iii) si σ est pair (>4)ouσ=l,\

Demonstration. Supposons par exemple σ impair > 3 (les autres
cas sont analogues). Notons Σ(/) le prolongement analytique a C de
la solution Σ 0 (0 (qui est definie dans ΘQ). ? a r definition de So on a
dans #o Π θ\: ΣQ(0 = Σi(ί)So Le deuxieme membre de cette egalite
est defini dans θ\ et coincide avec Σ(ί) dans ^o Π θ\ done (unicite du
prolongement analytique):

Σ(ί) = Σi(ί)S0 dans θv

De meme on a pour t e θ\ n θ2:

Σx(t) = Σ2{t)Sπ/2σ et d o n e p o u r teθ2: Σ(t) = Σ2(t)Sπ/2σS0.

Finalement pour t e Θ4 on a:

(d'apres le Lemme 3.6). La formule (ii) s'en deduit par comparaison
avec la definition de la matrice de monodromie:

matrice M^ telle que: Σ{tζ) = Σ(ί)M^ pour t e C.

On peut aussi deduire des calculs precedents Γirreductibilite
(generique) de ΌQιP9 resultat etabli par une autre methode par Beukers-
Brownawell-Heckman [B-B-H] (qui utilisent un autre "morceau" du
groupe de Galois).

On dit que Όq>p est lineairement irreductible ou irreductible sur
C(z) si son groupe de Galois agit irreductiblement sur le C-espace
vectoriel de ses solutions.

THEORέME 6.2. Supposons, pour tout i, j , μi-βj non entier. L 'equa-
tion differentielle Όg>p est irreductible sur C(z) si et seulement si, pour
tout iy j , βi - Vj n 'est pas entier.
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Demonstration. La conjonction des deux hypotheses assure que pour
k = 1,..., /?, les nombres suivants sont definis et non nuls:

Γ(l+μk-μ)
γk-ZiπΓ(l+μk-v)

si σ est pair (> 0)

~k si σ est impair (> 1).

II suffit de voir que Faction du groupe de Galois de D_qp, identifie a un
sous groupe de G\(q, C), sur un espace vectoriel V de dimension q ne
laisse aucun sous-espace propre invariant. On decompose V (identifie
a C^ par le choix d'une base (e\, ej,..., eq)) en V = Vp Θ Vσ oϋ Vp est
engendre par les p premiers vecteurs de la base choisie dans V et Vσ

par les σ derniers (si on prend pour V Γespace vectoriel des solutions
de ΏgtP dans un secteur θn la base {e\,e2,...,eq) est la base ΣΛ).

La demonstration se fait en trois etapes: si F est un sous-espace
invariant, on montre que:

(i) si Vp D F, alors F = 0,
(ii) si F D Vσ, alors F = V,

(iii) si F Π Vσ φ 0, alors F D Vσ .

(i) Si v = E L i ^ ^ ' a l o Γ S S o^ = v L i
appartient a F p si et seulement si: Σ £ = 1 ^^y^ = 0.

D'autre part, M ! ^ = ̂ L i vke~linπμkek et la condition: Vw G Z,
i; € Fp s'ecrit:

MneZ, } vkγke~zιnπμk =0.
k=\

Sous les deux hypotheses faites sur les parametres de D_qp ces rela-
tions sont satisfaites si et seulement si: v = 0.

(ii) Posons

"ίo si σ est pair
1 " ισ si σ est impair.

Alors §\eq = Σk=\ Skek + w,oixw appartient a Vσ done a F. Done
le vecteur § i ^ - w appartient a F, de meme que ses images par les
puissances de MQQ, e'est-a-dire les vecteurs: vn = Σk=ι δke~2inπμkek,
neZ.
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Or, toujours sous les deux hypotheses faites sur les parametres, les
vecteurs VQ,V\,...,VP-\ engendrent Vp.

(iii) L'espace vectoriel Fσ = F n Vσ est invariant par toute matrice
Γ e If (car F et Vσ ont cette propriete). Choisissons une matrice T
dont toutes les valeurs propres autres que 1 sont distinctes (ce qui est
possible). Comme Γ a u n vecteur propre dans Fσ (si Fσ Φ 0), Fun
des vecteurs de la base, soit β[ (p + 1 <i <q) appartient a Fσ.

Done Moô / = e2iπλ/σei+ι appartient a Fσ (avec la convention eq+\ —

Et finalement Fσ = Vσ.
Toujours sous Fhypothese /// - μ7 £ Z, V/, j , supposons que

Vβ G Z. Alors Fun des deux nombres γ^ ou δi0 est nul.

Si γiQ = 0, le vecteur elΌ

 e s t propre pour toutes les matrices du
groupe de Galois.

Si δio = 0, Fhyperplan de coordonnees {ΛΓ/O = 0} est conserve par
toutes les matrices du groupe de Galois.

2έME PARTIE: CALCUL DE QUELQUES GROUPES

1. Groupe de Galois de 2)3,1

7=1

Dans tout ce qui suit, on pose:

2iπ 4/π2

p _ .

a = ae-iπ{λ+2μK b = βeιiπ(λ+2μ) aβ

ou on rappelle que λ — μ - v\ - v2 - vι + 3/2.

On remarque que aβ = γ + γ.

(1) Sous-groupes de Stokes. Appelons sous-groupe de Stokes et no-
tons Gs Fadherence dans GL(3,C) du sous-groupe engendre par les
matrices de Stokes ~0 et ~λ de 2)31 ou:

"o =

1
a
0

0
1
0

β'
y
1

et ~i =
Ί
0
a

b
1

y

0
0
1
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On note &s Γalgebre de Lie de Gs. Elle est engendree par les matrices
s0 et $i, oύ:

0
α
0

0
0
0

β
c
0

et Sj =
0
0
a

b
0
c

0
0
0

LEMME 1.1. Si aβ φθf Gs est semi-simple.

Demonstration. Si aβ φ 0, on montre que la representation C 3 de
Gs est irreductible. Comme <δs est une sous-algebre de Lie de sl(3, C),
&s est semi-simple ([Hu]? Prop. 19.1 (6) p. 102). II en est de meme
de Gs qui est connexe.

PROPOSITION 1.2. Supposons aβ Φ 0. Alors,

(i)

(ϋ)

i-φtί etcφO, Gs = SL(3, C),
a β

- = 4 ouc =
a p

= PSL(2, C).

Demonstration. Dans le cas (i) on montre que la dimension de &s

est au moins egale a 7. Comme <δs est semi-simple, dim0 5 = 8. Dans
le cas (ii), on voit facilement que <&s est isomorphe a sl(2, C).

En fait, si p: SL(2,C) —> SL(3,C) designe la representation irre-
ductible de degre 3 de SL(2, C), Gs est conjugue de /?(SL(2, C)) par la
matrice

^0 β 0 "
0 0 aβ

. 2 0 0 .

et on sait que p se factorise par PSL(2, C).

REMARQUE. Lorsque aβ φ 0, la condition c = 0 est equivalente a
γ e R*, et la condition a/β = b/β h(λ + 2μ) e Z.

PROPOSITION 1.3. Supposons aβ = 0. Alors:
(i)siγφO,Gs = SL(2,C),

(ii) si y = 0, alors:
(l)sia = 0etβφ0,Gs = {l + sEι2 + tEl3\(s, t) e C2}.
(2) si a Φ 0 et β = 0, Gs est le transpose du groupe precedent.
(3) si a = β = 0, Gs = {id}.
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Demonstration. Dans le cas (i) on peut toujours trouver une base de
C 3 dans laquelle on a

1 ° ' ,MGSL(2,<•{[ 0 M

Le (ii) est obtenu par un calcul direct.

Le tableau qui suit donne des conditions equivalentes portant sur
les parametres de Γequation Z>3jl. Posons / = {1,2,3}.

Groupe de
Stokes Conditions sur les parametres

' ^ o u c / 0
a β

SL(3,C)
Σ ( μ - VJ

β
PSL(2, C) Y/, (A* - vj)

et SL(2, C)
3/ (μ - Vj) e - N * et \/k, (μ -vk)<£N
et (utc - vι) £ \ + Z pour (k, I) tels que
{kl}

et SL(2,C)
Vy, (// - VJ) <£ - N * et - ^ ) G N
et (i/j - v\) g \ + Z pour (X /) tels que

SL(2,C) 3Λ (A* " ^ ) € - N * et 3fc (/ι - vk) G N
et (i/fc - Ϊ//) ^ 5 + Z pour / tel que

et C x C
37, (A - ι</) G - N * et VΛ, (/έ - vk) £ N
et (i/jt - v\) G I H- Z pour (fc, /) tels que

et C x C et (i/, -
-N* et 3k, (μ -vk)eN
\+Z pour j , I tels que

{id}
3Λ(/* - ^ ) ί - N et 3Λ,(/i - ι/ t )
et (î y - i//) e j + Z pour / tel que

(2) Monodromie formelle. Notons GjLno Γadherence dans GL(3,C)
du sous-groupe engendre par la matrice de monodromie formelle:

Remarquons que oϋ

Ces matrices verifient J 2 = id et JO(z) = l(z)J pour tout z e C.
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PROPOSITION 1.4. Supposons que ni λ, ni μ ne sont rationnels. Alors:
(i) Si pour tons (p} q) e Z2, (2pμ + qλ) <£ Z, on a:

Giono = {uEn + v(E22 + E3 3)|(κ, υ) e C*2}

(ii) 57/ ex/ sίe (/?, q) G Z 2 te/s ή'Ŵ  (2pμ + qλ) e Z, Λtors, ^« supposant

q positifet minimal pour cette propriete,

U {uEx! + v{E23 + E 3 2 ) | ( M , v) G C*2, P*(w, ϋ) = 0}

oil P e C[X, Y] est le polynόme

P(X, Y) = Y«- Xp si p est positif,

P(X, Y) = YqX~p - 1 sinon

et oil P* E C[X, Y] est le polynome

P*(X, Y) = Yq - (-i)2P»+«λχp si p est positif,

P*(X9 Y) = YqX~p - {-\γP^λ sinon.

Demonstration. Les puissances paires (resp. impaires) de M^ sont
contenues dans le sous-ensemble de GL(3,C) isomorphe a C*2:

{uEn+v(E22 + E33)\(u,v)eC*2}

(resp.{MEn + υ(E23 + E3 2)|(κ, v) e C*2}).

Notons An le point de C2 de coordonnees (e-
2i7lvn,eMn). Les pro-

prietes suivantes sont equivalentes:

(i) les points A2n ( n e Z ) sont situes sur une meme courbe alge-
brique

(ii) les points A2n+ι (n G Z) sont situes sur une meme courbe
algebrique

(iii) il existe (p, q) e Z 2, tels que (2pμ + qλ) e Z.
Dans ce cas P = 0 (resp. P* = 0) est Γequation de degre minimal
d'une courbe algebrique contenant tous les points A2n (resp. A2n+ι).

Dans toute la suite, si λ (resp. μ) est rationnel, on pose ξ = eiπλ

(resp. η = e~2iπη

PROPOSITION 1.5. Supposons λ ou μ rationnel. Alors:
(i) Si λ £ Q et μ G Q, et si m designe Γordre de la racine de I'unite

via Γisomorphisme: (u,n) —• uJnl(ηn/u)
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(ii) Si λ e Q et μ £ Q, et si m dέsigne Γordre de la racine de I'unite

-ξ9 on a :

Giono = C* x (Z/mZ)

via Γisomorphisme: (u, n) —• ξnJnl(u).

(iii) Si λ e Q et μ e Q, 6^ o n o est le sous-groupe fini constitue des
puissances de M^, isomorphe a Z/mZ oϋ m e N est le plus petit
entier tel que ξm = ηm = 1.

(3) 7bre exponentiel.

PROPOSITION 1.6. Le tore exponentiel est le sous-groupe & de
GL(3, C) constitue des matrices de la forme

1 0 0
0 t 0
0 0 t -1

oil t e C*.

(4) Groupe de Galois.
Posons G= Gal c ( z )(Z) 3 1).

PROPOSITION 1.7 (cαs gέnerique). Supposons que aβ φ 0, #we λ et μ
ne sont pas tous deux rationnels, que (λ - μ) g Q et que Von n'a pas
simultanement γeR* et(λ + 2μ) e Z. Alors G = GL(3, C).

Demonstration, Sous les hypotheses ci-dessus, on voit que
det(G£o n o) = C*, done que dimG > 1 + dimG5, et Γon est dans le
cas ou Gs = SL(3, C), d'oϋ le resultat.

Notons (h\),..., (Λ5), (H), (H1) les hypotheses suivantes, portant
sur les parametres de Γequation:

(hi) λ et μ ne sont pas rationnels et pour tout (p, q) e Z 2 , (2pμ +

(h2) λ et μ ne sont pas rationnels et il existe (p, q) e Z2 tels que
(2pμ+qλ) e Z. Dans ce cas on supposera toujours q positif et minimal
pour cette propriete. Si P et P* sont les polynόmes definis dans la
proposition 1.4, on definit le polynόme Q (resp. (?*) tel que:

Q{X, Y2) = P{X, Y) si q est pair

) = P(X2,Y2) sinon.

(h3) λ £ Q et μ e Q.
(h4) λ e Q et μ £ Q.
(h5) λ e Q et μ e Q.
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(H) γφR*ou(λ + 2μ) £ Z.

PROPOSITION 1.8. Supposons que aβ Φ 0. Alors:
(i) Si (H) et (h5) sont vέrifiees,

G = { M G GL(3,C)|3p G N, det M = {-iyηPξ2P}.

(ii) Si (H') ef (h2) sont vέrifiees, G est le produit de C* et d'un
produit semi-direct de Gs {done PSL(2, C)) par Z/2Z.

(iii) Si (H') et (h5) sonί verifiees, G est produit semi-direct de Gs =
PSL(2, C) par le groupefini:

(iv) Si (H) est verifiee et si {λ - μ) G Q, // existe m G Z, tel
C~SL(3,C)xZ/mZ.

Demonstration, (i) se deduit facilement du fait que le tore exponen-
tiel J? est inclus dans Gs = SL(3, C). Si (H7) est verifiee on montre que
& est contenu dans Gs. Dans le cas (ii), posons ε = eiπ(λ+2μϊ = ±1.
Alors G ôno e s t te sous-groupe de GL(3, C) engendre par l(ε), J et les
matrices scalaires. G^o n o est done isomorphe a

C* x (Z/2Z) si ε = 1 et a C* x (Z/2Z)2 si ε = - 1 .

On verifie que G^ono opere par conjugaison sur Gs. On verifie que
JI(- l ) est dans Gs, mais non J. Comme d'autre part les matrices
scalaires operent trivialement, on a le resultat. Dans le cas (iii), le
sous-groupe fini Gmono opere par conjugaison sur Gs.

Notons G\ le sous-groupe de GL(3,C) constitue des matrices de la
forme

u s t"

0 . . , OUMGGL(2,C), ueC*, {s,t)eC2.
Ivo

PROPOSITION 1.9. Supposons que aβ = 0 et γ Φ 0. Alors:
(i) Si (hi) est realisee, G est isomorphe a Gγ {resp. ιG\f resp. G\ nlG\)

si β Φ 0, {resp. aφO, resp. a = β = 0).
(ii) Sinon, G est isomorphe au sous-groupe de G\ {resp. ιG\, resp.

G\ Π 'Gi), caracterisέ par:
o si (h2) est realisee: Q{u, detM) = 0 ou Q*{u, -detM) = 0,
o si (h3) est realisee: 3p e N, u = ηp,
o si (h4) est realisee: 3p G N, detM = {-\)pζ2p,
o si (h$) est realisee: 3p G N, u = ηp et detM = (—]
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Demonstration. II suffit de decrire Γaction de G relativement a la
base:

T
0
0.

~-y~
0
a

'b'
0

.y.
Ό "

1
C)

Iβ~

y
0.

Ό'
0
1

de C 3 si a = 0 et β φ 0,

si a φ 0 et β = 0,

canonique si a = /? = 0.

PROPOSITION 1.10. Supposons que aβ = γ = 0.
(i) 5ϊ (hi) e ί̂ rέalisee, G est isomorphe au sous-groupe G2 {resp. ̂ 2 ,

resp. G2 Π ̂ 2 ) rfe Gi (r^/?. ιGXi resp. Gx n r(?i) si β φQ {resp. a φ 0,
. α = jff = 0.) constitue des matrices de la forme:

ou M est diagonale ou antidiagonale.

Posons ε{M) = 1 {resp. — 1) si M est diagonale {resp. antidiagonale).
(ii) Sinon, G est isomorphe au sous-groupe de G2 {resp. ' φ , resP-

G2 Π '(72) caracterise par:
o si (h2) βsί realisee: Qε(M)(w,ε(M)detM) = 0 ow Qi = Q eί Q_i =

"u
0

0
M

Γ

o 5/ (h3) est realisee: 3ρ e N, w = ι/p,
o 5/ (h4) ^ r^α/w^ 3,p e N, detM = ( - 1 ) ^ et e{M) = (-1)^,
o si (h5) e5ί realisee: 3p e N, w = 1/̂ , detM = (-l)^^ 2^ eί e(M) =

Reportons dans un tableau la dimension du groupe de Galois
Galc(Z)(Ai) dans les differents cas.

(hi)

(h3)
(h4)

(h5)

aβ--,

\λ +

i^Oet
Rou

2μ$Z

9

9

8

A +

1

€R*

et

IμeZ•
4

3

«^0etα

ou

^Oety?

7

6

5

= 0

= 0

un et un seul des

nombres a, β,γ

est non nul

5

4

3

= 0

3

2

1
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2. Groupe de Galois de D^,2.

Posons:

Oί =

y ~~

Γ(l +μλ-v) '

2iπΓ(l + μ2 - μi)

Γ(l+μ2-v) '

δ =
- μ2)

oh on rappelle que λ = μ\ + μ2 - v\ - v2 - ^3 + I et que Γon suppose
μι - μ2 $ Z.

(I) Sous-groupe de Stokes. Notons comme precedemment Gs le sous-
groupe de Stokes, adherence dans GL(3, C) du sous-groupe engendre
par les matrices de Stokes So et Si de Dτ,2 oύ

et Si =
Ί
0

_α

0
I

β

0"
0
I

Ί
0
0

0
I
0

7'
δ
I

PROPOSITION 2.1.

(i) Si αγ + βδ φ 0, αlors:

(ii) S/ αγ + βδ = 0, (α, β) φ (0,0) et {γ, δ) φ (0,0), dors:

(?, = {! + rEi2 + sE l 3 + /E23, (r, s, t) e C3}.

(iii) Si α = β = 0 et(γ,δ) φ (0,0) (resp. γ = δ = 0et(α, β) φ (0,0)),
αlors:

+ ί(αE 3 l + βE32)), t € C}.

(iv) Siα = β = γ = δ = 0,Gs = {I}.

Demonstration. On decrit Γaction de Gi relativement a la base
de C3, oύ dans le cas

(i)
• β

—a

0

~y'
δ
0.

"0"
0
I
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(ϋ)

δ
0

1

"0"
0
1

"0"
1
0

/
1 resp.

V

"Γ
0
0

si γ φ 0 (resp. δ φ 0).

3S etant la base canonique dans les autres cas.

(2) Tore exponentiel et monodromie formelle.

PROPOSITION 2.2. Le tore exponentiel de D^2 est le sous-groupe de

GL(3,C):
r = {E1 1+E2 2 + ίE33, teC*}.

On rappelle que la matrice de monodromie formelle de Γequation
Z>32 est:

Moo = e-2iκ*En + e-2i*toE22 + e2iπλE33.

Notons GMT Γadherence dans GL(3,C) du sous-groupe engendre par
g et Moo Lorsque μx (resp. μ2) est rationnel, posons η = e~2iπμι (resp.
ζ = e-2iπμ2\

Remarquons que Γon a toujours 7̂ ̂  ζ.
Notons (ci), . . . , (C5) les conditions suivantes sur les parametres μ\

Qtμ2:

(ci) μ\φQ,μ2$Q et pour tout (p, q) e Z2, (pμx + qμ2) £ Z.
(c2) μiφQtβitQ et il existe p eN,q eZ tels que (pμ{ -qμ2) e Z.

On supposera toujours, dans ce cas, p minimal pour cette propriete,
et on notera P e C[X, Y] le polynόme:

(c3)

P{X, Y) = XpY~q - 1 sinon.

e Q.

(C5) β\ e Q et μ2 e Q.
Notons Δ le sous groupe de GL(3,C) constitue des matrices diago-

nales:
Δ = {MEI 1 + vE22 + wΈ33, (u, v, w) e C*3}.

PROPOSITION 2.3.

(i) Si la condition (cj) est verifiee, GMT = Δ.
(ii) Sinon, GMT est le sous-groupe de Δ caracterise par:

o si (c2) est verifiee: P(u, v) = 0
o si (C3) est verifiee: 3p e N, υ = ζp

o si (C4) est verifiee: 3p e N, u = ηp

o si (C5) est verifiee: 3ρ e N, u = */p eί υ = Cp.
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Demonstration. Les matrices de ί? et
groupe de GL(3, C) que

engendrent le meme sous-

e C*}.

Les conditions caracterisant le sous-groupe GMT de Δ ne portent done
que sur u et υ (selon que μ\ on μ2 est rationnel). Ces conditions
s'obtiennent comme dans la Proposition 1.4.

(3) Groupe de Galois.
Posons G=

PROPOSITION 2.4 (cas generique). Si aβγδ Φ 0, alors G = GL(3, C).

Demonstration. Notons & (resp. <δs, resp. ©MΓ) Γalgebre de Lie de
G (resp. Gs, resp. GMτ) Si les conditions (ci), (c2) avec p φ q, (c3)
ou (c4) sont verifiees, les algebres <δs et <&Mτ engendrent gl(3,C).

Si (C2) est verifiee avec p = q, on obtient le resultat en decrivant Gs

et GMT dans la base

si aγ + βδ φ 0,

smon.

Si (C5) est veriίiee, 0 contient Γalgebre de Lie &s du sous-groupe con-
jugue de Gs par la matrice M = ^Eπ + CE21+E33 de GMT- On montre
que <δs, 0^ et E33 (generateur de ®MΓ) engendrent gl(3,C).

' β
—a

. 0 .

V
<5
0.

" f
δ

. 0 .

"0"
0
1

y

1

Ί31
0
1

"0"
1

c1

Notons G2 le sous-groupe de GL(3,C):

, u e C*, (s, t) e C 2, M e GL(2, C)
0

0
M

t

PROPOSITION 2.5.

(i) Si a = 0 et βγδ φ 0 (resp. β = 0etaγδφ 0),
o si μ\ (resp. μ2) £ Q, G esΐ isomorphe a G2

o si μ\ (resp. μ2) € Q, G est isomorphe au sous groupe G3 de
G2 caracterise par la condition: 3p eN,u = ηp (resp. ζp).
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(ii) Si γ = 0 et aβδ φ 0 (resp. δ = 0 et aβγ φ 0), alors:
osiμx (resp.μ2)φQ,G=ίG2

o si μι (resp. μ2) eQ,G = 'G 3

(iii) Si a = γ = 0 et βδ φ 0 (resp. β = ί = 0 et ay φ 0),
o 5/ //i (resp. μ2) φQ, G=G2Π

 lG2

o si μ\ (resp. μ2) e Q, G = G3 n ^
(iv) Sia = δ = 0et βγφO (resp. β = γ = 0 et aδ φθ), alors:

(a) 5/ (ci) esί verifiee, G est isomorphe au sous-groupe de GL(3, C):

u r s
0 t; t
0 0 w

,{u,v,w) eC*3,(r,s,t) e C 3

(b) sinoriy G est le sous-groupe de G4 caracterise par:
o si (c2) est verifiee: P(u, v) = 0,
o si (C3) ̂ 5ί verifiee: 3p eN, w = ζp (resp. u = ζp),
o 5/ (C4) esί verifiee: ] / ? E N , W = ^ (res/;, w = ηp),
o 5/ (C5) ̂ ^ verifiee: 3p eN, u = ηp et w = ζp.

(v) Si a = β = 0 et (γ,δ) φ (0,0) (ra?/?. 7 = ί = 0 et (a,β) φ
(0,0)), alors:

(a) 5/ (ci) ^5/ verifiee, G est le sous-groupe de G4 caracterise par
la condition: r = 0.

(b) smofl, G est le sous-groupe de G4 (resp. '(74) caracterise par
la condition: r = 0 et:

o 5/ (C2) est verifiee: P(u, υ) = 0,
o j / (C3) esί verifiee: 3p e N, i; = £^,
o 5/ (c4) est verifiee: 3p e N, u = ̂ /p,
o 5/ (C5) e5ί verifiee: 3p eN, u = ηp et v = ζp.

(vi) Sia = β = γ = δ = 0, G est le sous-groupe de GMT decrit en 2.

Demonstration. II suffit de decrire Γaction du groupe de Galois re-
lativement a la base ^ de C3, oύ dans les differents cas:

(i)

(ϋ)

resp.

"0"
1
0

λ
δ
0.

"0"
0
1

β
—a

. 0 _
t

"0"
1
0

/
resp.

V

T
0
0

λ 0
0
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(iii)

33 est la base canonique resp.

(iv)

"1
0
0

Ό '
0
1

>
0
1
0

resp.

1
0
0.

"0
1
0

)

t

0
0
1

"0
0
1

f

}

0
1
0.

" Γ
0
0

33 etant dans les autres cas la base canonique.
Reportons dans un tableau la dimension du groupe de Galois dans

chaque cas, en donnant des conditions equivalentes portant sur les
parametres de Γequation

Notations. -Pour tout μ\ (resp. i/, ) on admet sans Fecrire que i e
{1,2} (resp. {1,2,3}).
-Pour tout entier n e Z, on note: &>{n) = N* si n > 0,
&>(n) = - N si n < 0.

Dimension du groupe de Galois de Galc(Z)(£>32)

aβγδ φ 0

a = 0 et βyδ φ 0
ou

γ = 0 et aβδ Φ 0

β = 0 et aγδ φ 0
ou

δ = 0 et aβγ φ 0

α = y = 0etjS<5#0

^ = ̂  = 0e tαy^0

a = δ = θetβγφθ
ou

y? = y =. 0 et a δ φ 0

a=β = 0, (γ,δ)φ(O,O)
ou

γ = δ = O, (a,β)φ(0,0)

a = β = γ = δ = O

(i)
9

7

7

5

5

6

5

3

(ϋ)
9

7

7

5

5

5

4

2

(iii)

9

7

6

5

4

5

4

2

(iv)

9

6

7

4

5

5

4

2

(v)
9

6

6

4

4

4

3

1
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Conditions sur les parametres

V/\ ./.(i/,-/ι, ) g Z

3i,j{vι -μj)eZ
et

Vfc(i/*-/i,-)£Z\.^(i//-/x,)
et

Vl(i/i - μ, ) £ Z pour / = 7

3i,j(vι-μJ)eN
et

et
Vl(i/i - μj) g Z p o u r / = 7

* - / / i ) G Z
et3j(vJ-μ2)eZ\&>(vl-μι)

e t v f e ί {yic-μύfLX&iyt-μύ

I et iyk-μit&iyi-μx)

3i(yt - μx)eZ
3j(vJ-μ2)e^(vi-μι)

3k,Vl(vι-μk)tZ\^(vι-μι)

3i,j,k,l(vι-μι)eN*,
(vj-μι)e-N,(ιsk-μ2)eN\

{y\ - //2) € - N

Dimension du groupe de Galois

9

7

6

5

4

Hi gQ. /*2gQ
et V(/7, ̂ ) G Z 2

pμi +qμ2£Z

6

5

3

3p, q entiers
pμx +qμ2eZ

ou //, ̂  Q,
l*j ̂ QJφ j

5

4

2

μ i G Q

et
/i2€Q

4

3

1
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