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0. Introduction

Une importante littérature a été consacrée, ces 25 derniéres années, a 1’étude
des immersions isométriques, en particulier en codimension 1, a courbure moyenne
constante (CMC). (Cf. [1], [2], [6], [8], [9], [10], [14], [15] et [16]).

Lorsque I’espace d’arrivée est a courbure constante ¢, le formalisme développé
par J. Simons (cf. [13]) a permis a K. Nomizu et B. Smith (cf. [9]) de montrer
que si f est une immersion isométrique 8 CMC d’une variété M de dimension n a
courbure sectionnelle non-négative dans une variété M alors
1) Si N = R §i M est compléte et si la seconde forme fondamentale de

I'immersion est de longueur constante, f(M) est de la forme SP x R"~?
2)  Si N =RM*D et si M est compacte, f(M) est une sphére de dimension n.
3) Si N = 8™ si M est compléte et si la seconde forme fondamentale de I’im-
mersion est de longueur constante, ou bien si M est compacte, f(M) est de la
forme SP x S"P ou bien f(M) est une hypersphére.

Ces résultats ont été généralisés par S.T. Yau (cf. [15] et [16]) en supposant
que la courbure de Ricci de M est non-négative.

Reprenant les formules de [9], Okumura (cf. [10]) a obtenu des résultats ana-
logues en remplacant la condition de positivité portant sur la courbure sectionnelle
par une condition de pincement de la seconde forme fondamentale B :

Si M est a courbure constante ¢ > 0 et si

1
I|B|? < Il (traceB)? + 2c,

n—
alors f(M) est une sphere.

Les études précédentes supposent que que la courbure ¢ de M est non-négative.
Deux résultats plus récents traitent aussi du cas ¢ négatif :

Pour les hypersufaces compactes d’un espace a coubure constante ¢, R. Walter
(cf. [14]) montre que si f(M) est & courbure moyenne constante et a courbure sec-
tionnelle non-négative alors f(M) est isoparamétrique avec au plus deux courbures
principales distinctes.
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Le cas complet non-compact est traité dans [8] ou il est établi que si f(M) est
une hypersurface compléte a courbure de Ricci non-négative et a courbure moyenne
constante de 1’espace hyperbolique et dont ou bien ’ame n’est pas réduite a un point
ou bien elle est réduite a un point et la norme de la courbure de Ricci est bornée
alors f(M) est un hypercylindre géodésique ou une horosphére.

Nous nous proposons, en reprenant les résultats figurant dans [ 12], d’établir un
nouveau type de théoréme sur les hypersurfaces a CMC de ’espace hyperbolique, ou
les conditions de signe portant sur la courbure sont remplacées par des conditions
de pincement portant sur les courbures principales.

On obtient en particulier ainsi une obstruction a I’existence d’hypersurfaces
minimales compactes pincées non totalement géodésiques dans les quotients
compacts de H*.

Si M est une sous-variété de dimension n d’une variété riemannienne M, la
courbure R de M est reliée a la courbure R de M par ’équation de Gauss

(RuvW,Z) — (RyvW, Z) = (Buw, Bv,z) — (Bu,z, Bv,w).

ou B est 1a seconde forme fondamentale.
La convention pour la courbure est ici

RU,VW = V[U,V]W _— [VU, VV]W
L’équation de Codazzi s’écrit
VuB(V,W) - VyB(U,W) = —(RyyW)".

Le membre de gauche est la différentielle extérieure de B vue comme 1—forme
a valeurs dans les 1—formes tordues par le fibré normal.
Si M est minimale, la trace de ’équation précédente donne

n

Z Ve, (Be;,v = — Z(Rej,vej)N.
i=1

=1

Ce résultat persiste si M est a courbure moyenne constante :

> VvB(ej,e) = Vv Y (Bleje;)) =2 B(Vve;,e;).
J J j

J

d’ou le résultat en utilisant des coordonnées normales. On voit ainsi que dans les
deux situations précedentes, B est une 1—forme, a valeurs dans les 1—formes tordues
par le fibré normal, harmonique dés que M est & courbure constante. Remarquons
que c’est encore le cas si M est symétrique car alors Ry yW = ([U,V],W] et pour
des vecteurs tangents a M, la contribution normale est nulle.
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1. Fibré de Dirac

Rappelons les résultats relatifs aux fibrés de Dirac (cf. [7]) établis dans [12].

On désigne par Cl(M) le fibré en algébres de Clifford réelles de (M, g)). Con-
sidérons un fibré vectoriel A en Cl(M)-modules a gauche sur M. Si s est une section
de A, et si ¢ est une section de CI(M), on note ¢.s 'action de ¢ sur s.

DEFINITION.  On dit que A est un fibré de Dirac sur (M, g) si A est muni d’une
connexion V et d’une métrique euclidienne ( , ) dans la fibre telles que, si = est un
vecteur tangent unitaire a (M, g), ¢ une section de CI(M) et s, t des sections de A,
on ait

(z.s,z.t) = (s, 1), et V(¢.s)=(Vo)s + ¢.Vs.

Dans cette derniére équation, on a aussi désigné par V la connexion canonique
de CI(M).

Si A est un fibré de Dirac sur M et si F est un fibré riemannien sur M, A® F
est encore un fibré en modules de Clifford a gauche, I’action de I’algebre de Clifford
étant définie pour des sections ¢, s, f respectivement de CI(M), A, F, par

¢(s®f)= ()@ f .

En munissant A ® F' de la métrique et de la connexion produit tensoriel, on
obtient un nouveau fibré de Dirac sur M. Dans ce qui suit, les indices latins prennent
des valeurs comprises entre 1 et rang du fibré de Dirac considéré, et les indices grecs
des valeurs comprises entre 1 et dim M. Soit (e,) une base locale orthonormée de
champs de vecteurs de M.

DEFINITION.  L’opérateur différentiel d’ordre 1 défini sur les sections de A par
D= Z €a-Ve,
«

est appelé l'opérateur de Dirac associé a la connexion V.

Par exemple, pour le fibré de Dirac CI(M) lui-méme, on a
D=d+6,

d et 6 désignant respectivement la différentielle extérieure et la codifférentielle sur
les formes extérieures.

Le concept de fibré de Dirac fournit un cadre simple et commode pour écrire
des formules de Weitzenbock. On a en effet le résultat suivant (cf. [7]) :
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Proposition.  Si (E, V) est un fibré de Dirac sur M et D l'opérateur de Dirac
associé, on a

D2=V*V+R,

ou R designe I'endomorphisme sur les sections de A défini par
R(S) = Zaﬂ €a-€3- Rea,eg( )

On obtient dans ce cadre le résultat suivant:

Théoréme 1.  Soit A un fibré de Dirac sur une variété riemannienne M. Soit
End A le fibré de Dirac des endomorphismes de A et £ =Y. \;w; @ w; une section
symétrique de End A annihilée par l'opérateur de Dirac de End A. Le laplacien d’une
valeur propre )\;, la ou il existe, est donné par la formule

A=) (M {Z (RE, o5 (Wi, wi) (ea-ep.wi,wi) +2 || (Vwi, wi) |7} -
k

En particulier, une l-forme a valeurs 1-forme symétrique peut s’interpréter
comme un endomorphisme symétrique du fibré de Clifford de M agissant tri-
vialement sur les formes de degré différent de 1.

Soient A un fibré de Dirac, F son fibré des endomorphismes symétriques et N
un fibré riemannien de rang 1.

Si D est 'opérateur de Dirac de £ ® N et £ une section de ce fibré, on a,
localement,

8=ZAiwi®wi®0

ol (w;) et O sont des bases locales orthonormées de sections respectivement de A et
N.
Si pour une base locale orthonormée e, de sections du fibré tangent, on écrit

Ve wi =Y, ak wy et V60 = b,0, on obtient

cx

DE =Y eaVe,(Niwi ®w; ®6)

=Y (dhiwi+ D\ — Ap)aFwr) ®w; ®6.
i k

En effet le fait que N soit un fibré de rang un et que 0 soit une section unitaire
entraine que V@ = 0.

On obtient donc pour le laplacien d’une valeur propre \; d’une section har-
monique la méme formule que si £ est une section de E, ce qui dans le cas des
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1-formes a valeurs 1-formes s’écrit :

AN =Y (A = M) (R (i) wi) + 2[[(Vews, wi) 2.
k

2. Hypersurfaces a courbure moyenne constante

On suppose donc maintenant que M est une hypersurface de dimension n a
courbure moyenne constante dans un espace M a courbure constante c.
Utilisant le fait que M est de courbure constante et I’équation de Gauss, on

obtient :

AN =) (A = M) {(e+ Xide) + 2| < Vo, wy > [}
k

Et, si 7 est la trace de B,
AXi = —nehi+ X 3 AN +er —mAZ+2) (A — A [[(Vews, wi) |2,
k k
= —nchi + Xi||B||?> +cr — A + QZ()\k — i) [{Vws, w2
k
Et comme
A)\? = 2)M; AN\ — 2||d)\i]|2,

on en déduit

A||B||2 = 2||B||2(||B||2 —nc) + 2¢r? — 7Trace B® — 2||VB||?,

formule qui apparait déja dans [9]. Si M est minimale, la formule devient

A|lBII* = 2||BI*(I1B||* — nc) — 2|V BJ|*.

On obtient ainsi I'inégalité pour les hypersurfaces compactes minimales de [13]
et [2]:

[ 1BIPBI? = nejs, >0
M
Examinons le cas ou M est ure hypersurface compacte minimale d’un quotient

compact de ’espace hyperbolique H™*!. L’inégalité précédente ne donne plus rien
puisque ¢ = —1.
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Posons, pour a; € R, f =31 a;A?, et calculons Af.

Af =2 Zamm = fldxl®)

= 2202 (X + \|| BJ|? +2Z (A = X) [{Vws, wi) %) = [ldX:]?),

et si a¥ = (Vw;,wy),
Af=2f(n+ |BIP) +2 3 au(3 200 — A0 lla 12 — laxd).
i k

Le laplacien de f est donc la somme ® + @ d’un terme qui dépend algébriquement
des courbures principales et d’une forme quadratique en les a¥.

Prenons a; = a pouri =1,...,n — 1 et &, = 1 et désignons respectivement par
fa» Pa, Qa les fonctions correspondantes. Dés que n > 2, Q,, est définie positive
sia<l—netsiles\;,i=1,..,n— 1 sont suffisamment proches de —\,/(n — 1)

(cf. [12]).

DEFINITION.  On dira que les courbures principales \; i = 1,....,n — 1, de £
sont e-pincées autour de (—1/(n — 1))\, si, pouri=1,...,n—1,

|)\i +

A
_n ll <€\,
et on définira de méme un pincement autour de A;.

Le résultat suivant, établi dans [12], permet d’éliminer le lieu singulier des
points de M ou toutes les courbures principales sont égales :

Théoréme 1.  Soit E un fibré de Dirac au-dessus d’une variété riemannienne
compacte connexe (M,g). Soit N = {z | z € M, E(z) = 0} l'ensemble des zéros
d’une section £ de E. Alors, si € est annihilée par I'opérateur de Dirac de E, et si £
n'est pas identiguement nulle, N est un ensemble polaire.

Quitte & renforcer le pincement autour de (—1/(n — 1))\, on peut supposer
qu’aucune bifurcation du type A, = A; ,i = 1,...,n — 1, ne se produit. Le lieu des
bifurcations coincide alors avec 1’ensemble des points de M ou toutes les courbures
principales sont nulles. On a vu que ’ensemble N des zéros de £ est de codimension
> 2. La fonction bornée f, qui, sous les hypothéses de pincement, est strictement
sous-harmonique dans le complémentaire de N s’étend en une fonction strictement
sous-harmonique dans M. Comme M est compacte, ceci est impossible. On en
déduit que B est identiquement nulle.
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Théoréme 2. Soit M une hypersurface compacte minimale d’'un quotient
compact de l'espace hyperbolique. Il existe un pincement des courbures principales
Aiy, t =1,...,n—1, autour de (—1/(n— 1))\, qui, lorsqu’il est satisfait, implique que
M est totalement géodeésique.

Supposons maintenant que M est a courbure moyenne constante 7. Alors si
B est I'endomorphisme symétrique associé a B, I’endomorphisme B — (7/n)I est &
trace nulle et satisfait aux conditions du théoréme précédent.

Théoréme 3. Soit M une hypersurface compacte a courbure constante de
l'espace hyperbolique. Il existe un pincement des courbures principales \;, i =
1,..,n—1, autour de (1/(n —1))(7 — A\n) qui, lorsqu’il est satisfait, implique que M
est totalement ombilicale.

3. La dimension 3

Dans le cas ou » = 3, on peut préciser le pincement.
Pour calculer @, reprenons ’expression (cf. [12, p. 424]) de la différentielle
d’une valeur propre dans le cas des 1-formes a valeurs 1-formes

d\; = Z()‘i — ) (Wi, ea-aF Wi )eq.
k,a

En tenant compte de la formule z.y = z Ay — (z,y) et de 'orthogonalité des formes
de degrés différents, on obtient

dX; = Z()\k — ) (Wi (a¥)w; — wi(aF)wy.
k

Pour évaluer la forme quadratique, prenons les notations suivantes

A1=A7 A2=1/7 A3=/'L’ wp = W, w2=07 w3 =1,

a? = -b, a3 = —c, a5 = —a.

On obtient alors si nous désignons par a;, b;, ¢; les composantes des vecteurs a, b,
¢ dans la base orthonormée w, 8, 7,

dl = (v — A)(b10 — bow) + (1 — N)(czw — e1m),
dv = (v — X\)(b160 — baw) + (1 — v)(azn — asf),
dp = (A — p)(caw — 1) + (v — p)(azn — azb).

que l’on écrit encore

dl = (A =v)8 Aw(b) + (A — p)w An(c),
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dv = (v — A8 Aw(b) + (v — u)n A 6(a),
dp = (p— NwAn(c) + (b —n)n A b(a).

(Comparer avec les formules pour les 2—formes.)
Comme d’autre part (cf. [12, p. 402]) on a

Al = (% = Ae)?llafl® +2 )" (N = M) (s = Xj){af wi, @] wj)
k i<k

on en déduit les identités suivantes :

(A — /J.)CQ = (l/ - u)al = (I/ - )\)bg

On peut alors écrire

[dAI? = (v = X210 Aw(®)? + (1 — A)?[lw A n(o)|I?
+2(A = v)(A — p){w An(c), 0 A w(b)),

ldv)® = (v = A28 Aw®)|? + (1 = v)?[In A 6(a)||?
+2(v = AN (v — p)(n A 6(a), 0 Aw(b)),

ldull?> = (1= MN)?llw An()* + (1 = v)?[In A 6(a)|?
+2(p = v)(k = A)(w An(c),n A 6(a)).

Pour la fonction f = u? + a(A? + v2), on a donc
Q = —2a(A = v)?|bs||* +2(1 — N)(aX — p)*(e2)® + (n — v)(av — p)(a1)®

—a(A = nu)?[|0 Aw®)]|* + 2(u — M) (@ — u)?[|w An(e)]?
+2(n = v)(av — w)?[[(n A O(@)|* = alldX|® — afldv|® — [ldpl*.

N

Comme

~2a(A = )2+ 2 X)(eh — )2(e2)? + 2001 — v — p)(an)?
_ )2
= 2O (e = )+ (1= v)(ah = )+ (= lew = )} 2

et que le coefficient de (b3)? est positif pour o = —8/7 et pour pu > —, (il vaut
pour A = —letv=—X—p, 3/7(u? + 8u — 8), on obtient ainsi au terme positif
précédent pres la méme forme quadratique que dans le cas des 2—formes a valeurs
2—formes (cf. [12, p. 418]) et on en déduit le résultat suivant :

Théoréme 1. Il n'y a pas dans les quotients compacts de I'espace hyperbolique
de dimension 4 d’hypersurface non-totalement géodeésique compacte minimale dont
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la seconde forme fondamentale B vérifie, si \1 < Ao < A3 sont ses valeurs propres,
les conditions suivantes

—8(1—V3/2)\ < A < —2);.

Corollaire.  Si M est une hypersurface compacte a courbure moyenne con-
stante T de H* dont les courbures principales vérifient

8(1 — \/5/2)(% — M) < A3 <7 -2,

alors M est totalement ombilicale.

REMARQUE. Comme le font remarquer Okumura et Goldberg cf. [3], [4],
[5], on peut faire un paralléle entre la situation précédente et les variétés a cour-
bure de Ricci harmoniques (comme I-forme a valeurs 1-formes). Cette condition
d’harmonicité est par exemple réalisée par les variétés conformément plates a cour-
bure scalaire constante.
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