
UBER QUADRATISCHE CHARAKTERSUMMEN

TOMIO KUBOTA

Es gibt zwei verschiedene Arten von Summen, die gewohnlich Gausssche

Summen genannt werden. Die eine Summe wird von einer Zahl ω^O eines

algebraischen Zahlkorpers F bestimmt. Sei namlich b die Differente von Fund

sei ωb = — mit zueinander primen, ganzen Idealen α, b von F. Dann hat die

Summe die Gestalt

(1) C(ω)= Σ e{ωμ2)y (μ: ganz),

μ mod Ct.

WO

eiu) =<?***«<*" furwGF

ist, und dabei Q bzw. S der rationale Zahlkorper bzw. die absolute Spur

bedeutet. Eine grundlegende Forschung dieser Summen findet man etwa in

Hecke [3].

Die andere Summe wird dagegen von einem Kongruenzcharakter 7. der

Idealgruppe von F bestimmt. Es sei f der (endliche) Fύhrer von Z und β eine

totalpositive Zahl von Ft fiir die die Beziehung

(/3), ( M χ ) l ,

mit einem ganzen Ideal ϊ) von F besteht. Die in Rede stehende Summe ist dann

(2) r(7)=Z(ϊ)) Σ 7Λz)e(βz), (z: ίx-ganz, totalpositiv),
z mo:l f χ

wo X(z) statt 7Λ(z)) steht und 7(z) = 0 fiir (2, f χ ) ^ l ist. Auch trat diese

Summe in die Arbeiten Heckes bei der Funktionalgleichung der L-Reihen ein

(vgl. Hasse [1]). Nach Hasse [2] bekommt die Summe (2) eine andere Form

(3) r ( 7 ) = Σϊ _7Λl)e(x),
x mod b 1

wo x ein vollkommenes, totalpositives Restsystem von (bfx)"1/^"1 durchlauft

Received May 19, 1961.

15



16 TOMίO KUBOTA

und

mit einem ganzen Ideal £ von F ist. Setzen wir x = βz in (3), so erhalten wir

sofort den Ausdruck in (2), und also erkennen, dass (2) von β unabhangig ist.

Um die eben erklarten zwei Sum men sich von einander unterscheiden zu

lassen, soil im folgenden die erste Surnme die Exponentialsumme heissen, die

zweite dagegen die Charaktersumme, wahrend man die beiden solchen Summen

meistens als gleich anzusehen pflegt. Gewiss haben sie viele Ahnlichkeiten.

Zum Beispiel gibt es zwei bemerkenswerte Tatsachen in bezug auί diese

Summen, die aus einer und derselben analytischen Quelle entspringen. Namlich

ist einerseits das Reziprozitatsgesetz eine wichtige Eigenschaft von C(ω) [31

Andererseits, wenn a die Anzahl der unendlichen Verzweigungsprimstellen von

X ist und man

(4) (

setzt, so gilt die bekannte Formel

wo X alle zu einem abelschen Erweiterungskoper K/F zugeordneten Kongruenz-

charaktere von F durchlauft. Ist also insbesondere X quadratisch, i.e. X2 = 1,

so ergibt sich

(5)

Diese und jene arithmetischen Folgerungen, die entweder mit C(ω) oder W{X)

zusammenhangen, gewinnt man in der Tat, indem man die Transformations-

formel der Thetafunktion gebraucht.

Es ist aber zu bemerken, dass die Exponential- und Charaktersum men nicht

vδllig identish, sondern von etwas verschiedener Natur sind. Dazu sei vorerst

erwτahnt, dass C(ω) nίcht immer in der Form τ{X) mit X2 = 1 geschrieben wird.

Noch wesentlicher ist jedoch, dass das Reziprozitatsgesetz der Exponentialsum-

men, obwohl sehr verwandt aussieht, nicht ganz gleichbedeutend mit (5) fur

quadratischen X ist, denn das Reziprozitatsgesetz folgt allein aus der Trans-

formationsformel der Thetafunktion, wahrend (5) mit Z2 = 1 erst dann am



UBER QUADRATISCHE CHARAKΊΈRSUMMEN 17

klarsten hervorgeht, wenn zusatzlich das Zerlegungsgesetz Her relativ-quadra-

tischen Korper angenommen wird [21 Ferner hat das Reziprozitatsgesetz der

Exponentialsummen das quadratische Reziprozitatsgesetz fur Potenzreste zur

Folge [3], aber keine entsprechende Tatsache fur (5) ist selbstverstandlich.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Verschiedenheit beider Summen in

einigen Einzelheiten zu betrachten. Nachdem wir in § 1 eine einfache Beziehung

zwischen C(ω) und τ('/) (Z 2 =l) in einem Spezialfall angesehen habe, wollen

wir in §2 und §3 den Zusammenhang der Charaktersummen mit dem quadra-

tischen Reziprozitatsgesetz untersuchen, der ziemlich anders ausfallt als bei den

Exponentialsummen. Beispielsweise werden diese Ergebnisse im Fall des ration-

alen Korpers in § 4 dargestellt,

§ 1. ϋbersicht iiber den Zusammenhang zwischen Exponential- und

Charaktersummen.

Es sei α^O ein zu 2 primes ganzes Ideal von eines algebraischen Zahlkδr-

pers F und sei vorausgesetzt, dass α = ft p2 - ° JV ein Produkt von lauter ver-

schiedenen Primidealen p; ist. Man nehme ferner ein zu α primes ganzes Ideal

c; von F derart, dass p/Ci = (7Γi) (m^F) ein Hauptideal ist, und setze π = Ππi>

c = 77c/. Ist dann b die Differente von F und ist b ein zu α primes ganzes Ideal

in der Idealklasse von bα, so ist fur die mit

(#) = _ , ω e F

deίinierte Summe C(ω) in (1) ein einfacher Zusammenhang mit den Charakter-

summen zu finden. Angenommen im allgemein, dass α = αi α2 mit zueinander

primen ganzen Idealen Qi, C2 von F ist und dass αitt1 = (αri), Q2Π2 = (α:2) (ccif

oc2^F) mit ganzen, zu α primen Idealen rti, n2 von F zutrifft, so ist nach

Hecke [3]

C(ω) = {~^-)(~)C(a2θ))C(aιω).

In unserem Fall gilt also induktiv

C(ω) = E
Pί

Ist daher C, (ω) = ( — U ) C{an) und ist ωi = πnT1ωt so ergibt sich
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(6) C(ω) = ΠC/((o),
i = l

was eine Komponentenzerlegung von C(ω) ist. Da p; prim ist, wird C(ω, ) nach

Hecke [3] in die Charaktersumme

(7) C(ω/)= Σ (^-)eU;/;) (/̂ : ganz)
μ mod

ί O ί p

transformiert. Es sei hier ύberdies vorausgesetzt, dass α = fx der Fiihrer eines

quadratischen Kongruenzcharakters von F ist. Die mit diesem X definierte

Charaktersumme τ(X) in (2) ist dann zerlegbar in ihre kanonischen lokalen

Komponenten (vgl. etwa Hasse [2]). Es gibt namlich fur beliebigen Kongruenz-

charakter Z von F die Zerlegung

(8) τ(X) = Π τp(X)
pβndl.

(9) τv{X)=χv{ψ^yι Σ Xp<β)ep(-^-\ (/ι: ganz in

wo Zp die mittels ϊdelen definierte p-Komponente von Xt ep(u) - e2ΛtSϊu mit

lokaler Spur Sp, ψy.,p eine Zahl im p-adischen Korper Fp, die den p-Bestandteil

von bf erzeugt, und f*,p der p-Bestandteil von fx ist, und wo ferner das Produkt

in (8) alle efidliche Primstellen durchlauft.

1st nun X quadratisch, so ist Xp^u) = ( ~ ) Da aber iωi) -iππϊιω)
x Pi '

= —--— ist, mag ω/"1 als ^x xu genommen werden, wenn nur b, c auch zu b

prim sind. Sind weiter p,-, pj', . . . die Konjugierten von p, , so ist

Da der Nenner von bω/ nicht durch p/, p/', . . . teilbar ist, sind Sp>i(ωi

Sp//ϊ (α)//4), . . . samtlich ganz, und daher

( 1 0 ) (?( ωiμ) — e^i((ύiμ).

Aus (9) und (10) folgt also

(11) τpi(X) —Xpi(coi) Σ \-r~-}e((θiμ)9 iμ' ganz).
μ mod p^ ^ yi '
μ$O(p/)

Setzen wir weiterhin m als totaίpositiv voraus, so folgt nach (7), (11), dass
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M)Xpi(πi)Ci(ω) = /fp,(ω/) Π YpiπiΓ1'(—-)Ci(

ist, wo" das Produkt alle zu α prime endliche Primstellen durchlauft. Diese

Formel gilt fiir plf p2, . . . , Pr. Fur sonstige endliche Primstellen gilt aber

rp(#) =/(bp) nach (9), wo bp der p-Bestandteil von b ist. Ist ferner bp bzw. cp

der p-Bestandteil von b bzw. c, so ist -~-^- der von 7τα>. Setzt man also C^iω)
bp

= C/U>), c^ = c, fiir p u p2, . . . , tv und Cp(ω) = 1, cp = 1 fur sonstige p, so ist

(12) 7Λcpbp)Zp(πω)Cp(ω)^YAcv)τp(X)

fiir jede endliche Primstelle von F. Einfachheit halber sei jetzt ω totalpositiv.

Multipliziert man dann (12) fiir alle endliche p, und beachtet (6) und (8), so

ergibt sich die Beziehung

(13)

die zwischen Exponential- und Charaktersummen besteht, wo, vorsichtshalber

wiederholt, α der Fϋhrer von Z, ωb = —- mit (α, b) = (b, b) = 1, ω totalpositiv,

und α ein Produkt verschiedener, zu 2 primer Primideale von F ist.

§2. Reziprozitatsgesetze, die aus W(7)=l folgen.

Da (5) nichts anders als die Vorzeichenbestimmung άer Gaussschen Summen

ist, ist es wahrscheinlich, dass (5) zu einern gewissen Reziprozitatsgesetz fίihrt.

Ein so zu erhaltenes Reziprozitatsgesetz ist aber etwas komplizierter Natur.

Denn, wie schon in der Einleitung bemerkt wurde, muss dabei ausser der

Funktionalgleichung der L-Funktion noch das Zerlegungsgesetz der Klassenkor-

pertheorie angewandt werden, um einen Beweis von (5) im allgemeinen Fall

zu gewinnen. Hier soil ϋbrigens untersucht werden, was fiir ein Reziprozitats-

gesetz wir elementar erhalten konnen, indem wir nur (5) annehmen. Dazu

genugt eine Rechnung eines Faktorensystems. Es seien Xy YJ Kongruenz-

charaktere von F, fχ, fX/ ihre Fuhrer, und sei (fx, fX/) = 1 . Man nehme total-

positive 0, £', θ e F mit

und
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wo ϊ), f)' und ID ganze Ideale von F bedeuten. Dann ist fxx>~fxίx' und

durchlauft ein totalpositives, vollkommenes Restsystem mod W, falls z bzw.

z' ein totalpositives, vollkommenes Restsystem mod fx bzw. mod fχ> durchlauft.

Andererseits folgt aus

dass

ist. Also ergibt sich

oder die folgende Faktorensystemrelation

(14) Γ Γ

Sind nun 7 und 7' quadratisch und ist α, β' bzw. α" die Anzahi der unendlichen

Verzweigungsprimstellen von Z, T bzw. 77', so gilt nach (4), (5) und (14) die

Formel

(15) Z(ίx07'(ίx) =*""-"-"',

die eine verlangte Reziprozitat ist. Natϋrlich sind (14) und (15) richtig, wenn

7 oder %f auch trivial ist.

Noch eine Reziprozitatsrelation folgt aus (5), der die Komponentenzerlegung

von r(7) zugrunde liegt. Es sei namlich σp der Quotient der in (9) auftretenden

Summe nach ihrem absoluten Betrag. Dann ist rp(7) = 7p(fx,;p)~1<7pit"p(7)|, und,

wenn 7 quadratisch ist, so folgt

(16) Π 7p(^x,p)=Γβ Π <rp
pendl, * ¥ pβαdi.
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aus (5), wo a die gleiche Bedeutung wie in (4) hat. Der Inhalt der Formeln

(15), (16) soil noch im folgenden untersucht werden.

§ 3. Reziprozitatsgesetze mit einer gewδhnlichen Form.

In diesem Abschnitt wollen wir versuchen, die Bedeutung der Formel (15)

noch klarer zu machen, indem wir aus (15) iiberhaupt eine Reziprozitatsrela-

tion zwischen Zahlen entnehmen. Wird z.B. der Charakter Z bzw. 7J in (15)

als der der Erweiterung Fiyja ) bzw. Fiyja' ) {a, a' e F) zugeordneten Kon-

gruenzcharakter festgesetzt, so wird wohl ein quadratisches Reziprozitatsgesetz

gewonnen. Solch eine Reziprozitat ist aber insofern vom geringeren Sinn, als

dabei ausser (15) noch einmal die Klassenkδrpertheorie gebraucht wird. Diesen

Umstand zu vermeiden und eine nur aus (15) stammende Folgerung zu er-

reichen, soil man etwas anders verfahren. Wir wollen hier nur eine einfache

Methode darlegen.

Es sei λ ein Homomorphismus der Idealgruppe eines aigebraischen Zahl-

kδrpers F in die Multiplikationsgruppe der Zahlen eines aigebraischen Zahl-

kδrpers L, wo λ% wie bei Kongruenzcharakteren, auf der Gruppe von der zu

einem geeigneten Ideal peimen Idealen beschrankt werden mag. Die im folgen-

den vorkommenden Ideale oder Zahlen sind, wenn erforderlich, auch einer

ahnlichen Bedingung zu unterwerfen. Fur λ sei noch vorausgesetzt, dass man

fϋr jedes ganze Ideal m von L ein ganzes Ideal f von F derart bestimmen kann,

dass man λ((a)) = l (mod m) hat, falls OC<ΞF totalpositiv und α = l (mod f)

ist. Bei sogenannten Grossencharakteren vom Typus Ao (Weil [6]) sind

die Bedingungen von λ sicher der Fall. Nun sei m ein Ideal von L und sei

mit dem quadratischen Restsymbol in L. Dann ist '/ ein quadratischer Kon-

gruenzcharakter von F. Fur ein anderes Ideal m' von L werde gleichartig ein

X1 definiert. Sind dann die Fϋhrer fχ, ίχ> von 7, I1 zueinander prim, und setzt

man μ = λ(f%), μf = λ(\χ>), so folgt aus (15) die Beziehung

(17)

die ein Reziprozitatsgesetz mit einer gewδhnlichen Form ist.
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§ 4. Der rationale Fall.

Um die bisher erhaltenen Ergebnisse noch wirklicher darzustellen, werden

sie hier im rationalen Zahlkδrper Q betrachtet. Ein Homomorphismus A in §3

wird von einer Abbildung gegeben, die einem Ideal von Q sein positives erzeu-

gendes Element zuordnet. Dabei ist also F = L = Q und λ((a)) = \a\. Sind m>

m! zueinander prime, ungerade, quadratfreie natύrliche Zahlen, so ist m bzw,

m' der (endliche) Fiihrer von X((a)) - ( λ { ( ^ ) bzw. T{{a)) = ( * (ffi * ), und

β«> ist eine oder keine Verzweigungsprimstelle von X bzw. 7', je nachdem m

bzw. WJ'ΞI (mod 4) oder == - 1 (mod 4) ist. Nach (17) ist daher

Also folgt das Reziprozitatzgesetz fiir quadratische Reste im rationalen Kδrper

direkt aus der Formel (5).

Nun wollen wir die Formel (16) von §2 aufnehmen. Es sei m wie oben

eine ungerade, quadratfreie natϋrliche Zahl und sei l({ά)) = ( —J = \~z^~)*

Ist dann m-p\p% * pr die Primzahlzerlegung von m, so kann φ%,Pi=,piin (9)

gesetzt werden. Ist ferner ϊp{ die ^-Komponente von 3f, so gilt

(18) 7 * ( w )

fiir eine ganzrationale Zahl u mit (u, pi) = 1. Folglich ist

iV1 = Π 7Pi(Pi) = Π

mit m* = ^r- » und die Relationen (18) und (19) setzen umgekehrt den Charakter
Pi

Ipi fest. Jetzt stimmt nach (18) die in (9) auftretende Summe mit

r<a)- Σ ( f )«(|-
umoάpi^Pi I ^Pi I

uberein, wo Xii(a)) = (-rτ~) ist, und tfp in (16) wird wegen W(7i) = 1 durch

(1 βi= 1 (mod 4)

[i βi= -1 (mod 4)

bestimmt. Ist also #, = 0 oder 1, je nachdem £,-==! oder - 1 (mod 4), und
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a = 0 oder 1, je nachdem nι~l oder —1 (mod 4\ so ergibt sich aus (16) die

Formel

(20) " . = t

von der eine Bedeutung von (16) abzulesen ist. Falls m-p\p2 ist, so wird (20)

wieder ein gewδhnliches Reziprozitatsgesetz. Eine mit (16) verwandte Formel

fur Exponentialsummen hat Gauss auf seinen veirten Beweis des quadratischen

Reziprozitatsgesetzes verwendet (vgl. etwa Reichardt [5]). Wenn umgekehrt

eine Formel wie (16) oder (20) vorausgesetzt wird, so bestimmt sich eine

Charaktersumme durch lokale Charaktersummen. Man sieht ferner, dass im

rationalen Fall die Formel (16) mit der Formel (15) gleichbedeutend ist, wenn

wie oben 7((a)) - (-^-) m *t m -pipz betrachtet wird. Aber solche zwei Arten

von Formeln sollen im allgemeineri unterschieden werden, denn eine lokale

Charaktersumme kann nicht immer als eine Summe mit einem Kongruenz-

charakter angesehen werden.

Die in §1 bewiesene Beziehung zwischen Exponential- und Charakter-

summen bekommt im rationalen Fall eine bekannte, einfache Gestalt. Es sei

wieder 7((a)) = (——) mit einer quadratfreien, ungeraden naturlichen Zahl m.

Da dann m der Fiihrer von 7 ist, kann man ω'1 = a=- m, b = b = 1 in (13) setzen

und die Resultate von §1 anwenden. Namlich ergibt sich C(m) ~τ{7) nach

(13), und

nach (1) und (2). Wenn wir ferner c = 1, πω = 1 in (12) setzen, so erkennen

wir, dass in diesem Fall die in § 1 eingefiihrten Komponentenzerlegungen von

C(ω) und τ(7) miteinander identisch sind.

Es werde beilaufeg erwahnt, dass der hierbei benutzte Charakter 7 dem

quadratischen Korper F - Q(y/rn*) mit m* = ( —lYm~1)l2m entspricht, und also

\ -h—) ^ e ί 'K- o m P° n e n ^ von 7 ist, was aber in vorliegender Arbeit ent-

behrlich ist.

§ 5. Bemerkungen.

Es sei 7 ein quadratischer Kongruenzcharakter eines algebraischen Zahl-

kδrpers F und L(sy 7) sei die von 7 bestimmte Heckesche L-Funktion. Ist
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dann Mis) das Produkt von Us, X) mit passenden Gammafaktoren, so gilt die

Funktionalgleichung

Mis, 7) = WiX)M{l-s, X).

Da Mis, 7) fur einen reellen Wert von 5 reell ist, ergibt sich

M( 2 -I- it, z) - W(7)M(^- ~ it, Z) it: reell)

oder

/ I - \ - / I \

Daher ist (5) gleichbedeutend mit der Aussage, dass M fur s= y + it reell

ist. Dazu reicht M ( y J # 0 , oder auch M y z)=^0 aus. Kδnnte man diese

Behauptungen direkt bestatigen, so wiirde man (5) und die Ergebnisse von §2,

§ 3 rein analytisch erreichen. Ein solches Verfahren scheint jedoch ziemlich

schwer zu sein.

Fasst man (5) dagegen als eine Folge von der Funktionalgleichung der L-

oxhen und dem Zerlegungsgesetz der Klassenkδrpertheorie, so stellt der Ge-

dankengang von §2, §3 eine Analogie der Hey-Zornschen Theorie [7], die aus

der Funktionalgleichung der Heyschen Zetafunktion und dem Zerlegungsgesetz

in Quaternionenalgebren das quadratische Reziprozitatsgesetz in einem beliebigen

algebraischen Zahlkδrper folgen lasst.

Es seien schliesslich Z, Z' zwei quadratische Kongruenzcharaktere von F.

Es sei tϋp(X) = l

Γ p ^ , und

( ί,:endlich)

mit in (8) definierten lokalen Komponenten von τ(Z), r(Z'). Ferner sei (-^-^
X Poo

= - 1 oder 1 fur eine unendliche Primstelle pco, je nachdem poo eine gemein-

same Verzweigungsprimstelle von '/, 7J ist oder nicht. Dann ergibt sich nach

(5), dass

ist, wo p alle Primstellen von F durchlauft. Wenn die (endϋchen) Fuhrer von
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X, V zueinander prim sind, so ist (15) eine leichte Folge von (21). Dauber

hinaus entspricht (21) der Produktformel des Normenrestsymbols, wie es in [4]

zu sehen ist.
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