UBER EINIGE ALLGEMEINE KONVEXITATSSATZE
IN DER THEORIE DER PARTIELLEN
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

ALEXANDER DINGHAS
Herrn Kiyoshi Noshiro zum 60. Geburtstag
1. Einleitung. Es bezeichne R"(n=2) den durch den Alexandroff-Punkt

kompaktifizierten n-dimensionalen euklidischen Raum, [2, ...... , 2,1, ein Koordi-

natensystem von R", £=(x,...... , %,) einen (endlichen) Punkt von R* und

dessen Norm. Wir betrachten ein im Endlichen liegendes Gebiet G von R»,
definieren auf G einen linearen Operator

(1. 1) L= 3 a2 4310,

=
ik=1 "~ 0x axk =1 te (c=0)

mit reellen, stetigen a;,=a;(x), bx=bx(2), c=c(x)P und bezeichnen bei festem
L durch A[G] die Gesamtheit samtlicher reellwertigen Lésungen # der Diffe-
rentialgleichung

(1. 2) L[u]— Z‘_. A ax 8xk +Zbk +cu 0

k=1

in G. Ist O eine nicht leere Teilmenge von G, so soll allgemeiner A,[O] die
Gesamtheit simtlicher reellwertigen Funktionen «  C?, die auf O definiert
sind und der Differentialgleichung (1.2) geniigen, darstellen.
Die Wahl des Operators L wird im folgenden durch die Forderungen einges-
chrankt:
(1) Das Dirichletsche Problem fiir die Differentialgleichung (1.2) ist fiir
jedes Teilgebiet G, von G, das sich als Vereinigung von endlich vielen Kugeln
darstellen 1aBt und dessen abgeschlossene Hiille G, in G liegt, eindeutig
losbar.
(2) Es gilt das (Hopfsche) Maximumprinzip in der Form:2

Es bezeichne # eine reellwertige Funktion mit den Eigenschaften:
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1. u ist stetigin G, .
2. Auf I')=G,—G, gilt u<0.
3. u ist zweimal stetig differenzierbar in G, und geniigt dort der Ungleichung
Liu]1=0.
Dann ist # nicht positiv in G,.3
Die Bedingungen (1) und (2) sind offenbar stets erfiillt, wenn der Operator
L elliptisch ist und in G die Ungleichung ¢ =<0 gilt.
Die Funktionenklasse A,{G] kann durch die Familie A[G] simtlicher (in
bezug auf (1.2)) subharmonischen Funktionen mit den Bedingungen erginzt
werden:

(i) ue AlGl= —o < u(x)<oo, u(x)#—oo
in G.
(i1) u e A[G] =

limuy)<u(x) (veeG)

(Halbstetigkeit nach oben).

(iii) Es bezeichne v eine Lésung von (1. 2) in G, mit den (stetigen) Randwer-
ten v~ auf I'y=G,—G, Dann folgt aus u(x)—v(x)<0(xel, stets
u(x) < v(z) (x € Gy).»

Die Definition der Klassen A,[0] bzw. A[O] fiir eine offene (nicht leere)
Teilmenge O von G verlauft analog.
/Folgendes Ergebnis ist fiir die nachfolgenden Entwicklungen von grundlegender
Bedeutung:
Es sei O eine nicht leere Teilmenge von G und I der Rand von O. Gibt es
dann bei gegebenem # = A[G] ein v € A,[O] mit der Eigenschaft

(1. 3) Tl?;l [u(z)—v(x)]<0 ,

so gilt u(z) <wv(x) in O. Dabei bedeutet die Schreibweise z —1I", daB der
Punkt « von O auf irgendeine Weise gegen den Rand I von O konvergiert.
Es bezeichne in der Tat O, eine (fest gewahlte) Komponente von O und I" den
Rand von O,. Man setze ¢ =#—v und nehme an, die Gré8e

p=sup ¢(z)

x=0

sei positiv. Dann gibt es mit Riicksicht auf die Halbstetigkeit von ¢ in O,
einen Punkt %, von O; mit ¢(x,)=p. Esseinun 0<e<p. Dann gibt esein
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G, mit den Eigenschaften: (i) #,€ G,, und (ii) ¢ <e auf dem Rand I', von
G,. Man konstruiere die Losung v, von (l. 2) in G,, die auf I', die Werte 1
annimmt, und beachte, daB wegen ¢ € A[0,] die Ungleichung ¢(x) < ev,(x) in
G, gelten muB. Andererseits gilt neben v,=1 auf I"y noch

Llv,—1]=L[v,]—L[1]=—c =0

in G, Das hat die Ungleichung v(z,) < 1 zur Folge, die jedoch mit der Vorausse-
tzung e < p=¢(xy)=< evy(®,) =< ¢ unvereinbar ist. Es ist also p <0 und somit
¢ =0 in 0,. Die Wiederholung des Beweisverfahrens fiir jede Komponente
von O beweist die Ungleichung «(z) <v(z) in O.

Neben A[G] spielt bei den nachfolgenden Entwicklungen die Klasse der in G
superharmonischen Funktionen eine (duale) Rolle. Diese wird durch die
Gleichung

(1. 5) A'={u : —u € A[G]}

definiert.

Die vorliegende Arbeit hat zum Hauptzweck, eine Reihe von allgemeinen
Konvexititssatzen fiir die Klasse A[G] zu beweisen, sofern die Existenz bestim-
mter singulirer Losungen von (1. 2) in G vorausgesetzt wird. Diese Losungen

existieren mindestens fiir spezielle Randmengen, falls (1. 2) die Form

(1. 6) Au=%+ ...... + g;tff

hat und G eine Kugel um den Nullpunkt von R* ist. Die Differentialgleichung
(1. 6) ist insofern von Interesse, als sich, wie spiter gezeigt werden soll, eine
Reihe grundlegender Sitze der Funktionentheorie als Spezialfall eines all-
gemeinen Satzes erweisen lassen.

Die Ergebnisse dieser Arbeit, soweit sie allgemeiner Natur sind, kénnen in
geeigneter Formulierung ohne Schwierigkeit auf Mannigfaltigkeiten iibertragen
werden, sofern die Funktionen a;, und b, ein in bezug auf Transformationen
des (lokalen) Koordinatensystems bestimmtes kovariantes Verhalten aufweisen.
Doch sollen die diesbeziiglichen Entwicklungen auf eine spétere Zeit verschoben
werden.

2. Vorbereitende Tatsachen. Es bezeichnen G ein (nicht leeres) Gebiet
von R" und

H=lA@)], foi=[fi(=)]
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zwei auf G definierte reellwertige stetige Funktionen mit den Eigenschaften
1. f.>0 (d.h. folx) >0, vxeG).

2. Die Funktion

_ . 1€))
(2. 1) o=[o(x)]= 77%*]

ist in G nicht konstant.

DeriniTiON 1. Bet gegebenem G wird gesetzt:

1. a= inf w(z) .

reG
2. b=sup u(x) .

reG

J=1a, bl , J=[ab].

4. I's={z:2€G, o@)=0 c€ J}.
3. O,‘ji:{x:xEG, o0 € J, a<oay, U1<w(x)<02}-
6. 03=03Uul'z={x:2€G, a;<o()<aq}.
7. I's10,=02NI''=G—G=Rand von G) .
8. r,=n{0;:0€J}.
9. Is=n{0%:0€ J}.

DeriNiTION 2. Es bezeichne f=[f(x)] eine numerische, nach oben halbstetige Funktion
auf G. Man setze fiir s = ]

(2.2) #(o, f)=sup f(x)

2ely

Dann soll p=[u(s, f)] konvex in J heiflen, wenn fiir jedes Wertetripel (oy,0,0,) mit
0y < o< g, die Ungleichung

. 3 < Gy—0 g—0;
(2 ) M= or—0, + s o0,

gilt. Daber sollen p, py, 1y die Griflen p(o, f), uloy, f), plos, f) bedeuten.
Ist h=[h(o)] eine in J stetige monotone Funktion und definiert man I's durch
die Gleichung

(2. 4) Is={x:2€ G, hiwx)=ccec J},
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so gilt anstelle (2. 3) die Ungleichung

hy—h h—h
P 2 1
(2. 5) y2) _./1‘1 hz hl +/.¢2 hz h1

mit h,=h(e,), hy=h(e;), h=h(s). In diesem Falle soll x h-konvex in J heiBen.
Gilt

(2. 6) p=p- 0 g, IO
G0, g0,

in J, so heiBt 2 konkav in J. Entsprechend soll # h-konkav in J heiflen, wenn
dort (unter Zugrundelegung von (2. 4))

hz“_h
hg_hl

(2 7) n=

gilt.

Ist # konvex in J, so ist offenbar —u konkav in J.

Satz 1. Es sei a=0 und b=-+oo. Dann hat jede in ] konvexe Funktion p=[p(o, f)]
die Eigenschaften :

(1)  Es existieren die Grenzwerte

(2. 8) A=Ay f)=lim plo, f) (=0 < A= +0)
und

(2. 9) Ao=Au(f)= lim KBS (oo < An= too).
(2) Esist

(2. 10) 20, f) = Ayt Awo .

Beweis. Aus (2. 3) erhalt man zunichst

1— 0 ]— 01
(2. 11) i oy 7
g g1 102 92 1.0

(5% (273

Man setze

Dann folgt aus
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G=ra(-g),

also auch (durch Grenziibergang ¢ +)Aw < Aw. Somit wird
(2. 12) p=p; + Ax(o—ay) .
Andererseits folgt aus (2. 3) bei entsprechender Definition von A4,, 4,

ag g
(2. 13) P _<_z_40<1———(;2—>+,u2~0;

und somit auch A, < A,, d.h. A,=A,=A, Das liefert mit Riicksicht auf die
Ungleichung (2. 12) die Ungleichung (2. 10).

Auf dhnliche Weise beweist man den zum Satz 1 dualen Satz:

Satz 2. Ist u konkav in J und a=0, b=-+o0,s0 existieren die Grenzwerte

(2- 14’) BozBo(f)zljgolﬂ(ﬂ', 5) (—o0 = By << +o0)
und
(2. 15) Beo=Bx(f)= lim _uﬁfa_f)_ (—00 = Bo < +0) ,

und es gilt die Ungleichung
(2. ].6) /AZBD'*‘BOOO' .

Die Ungleichungen (2. 10) und (2. 16) sind offenbar dann von Bedeutung,
wenn die GréBlen A, Aw, By, B~ endlich sind.

3. Erste Konvexititssitze. Beim Versuch, allgemeine Konvexitats-
satze fir die Differentialgleichung (1.2) aufzustellen und zu beweisen, wird
man auf Fragestellungen gefiihrt, deren Beantwortung die Existenz von zwei
grundsatzlich verschiedenen singuliren Losungen erfordert. Die Loésungen
hingen wiederum mit der Aufgabe der Ausschépfung eines gegebenen Gebiets
G von R" durch geeignete, durch das Problem selbst bedingte, Umgebungs-
systeme zusammen, sowie mit der Lokalisierung von Randmengen von G
durch solche Systeme. Insbesondere fithrt hier die zweite dieser Fragestellun-
gen, sofern man sie weiter vertiefen will, zu Problemen, die der Theorie der

Primenden von CARATHEODORY mehr oder weniger untergeordnet sind.

Satz 3. Es bezeichnen u,, u, zweir Lisungen von (1. 2) in G mit den Eigenschafien:

1. u,>0.
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2. Die Funktion w= Z‘ ist in G nicht konstant.
2

3. Esglt
3.1 lil}l uy(x)=1 ('=Rand von G)®.

4. Die Randmengen I' ., I'v sind disjunkt, und es gilt

(3.2) lim o(z)=a, lim o(x)=>
x>, x—»l"b
und '=I', Ul .
Man setze ber gegebenem u = A[G]
u \_ u(x)
(3. 3) M(a, o )=max M-

. u . _
Dann ist M<a, —u;—) konvex in J=la, b[.

)

Beweis. Man schreibe M,, M, M, fiir M(a,, u ), M(a, %), M(az,

U
Uy 2

u

und bilde die Funktion

(3. 4) v=u—{M-22=% 4+ M, LN ]uz

g0y Gy 0y

in 07:. Dann liegt zunichst v wegen

Mz_Ml U+ Myo,— M0, Uy

Ty— 0, G0y

v=u—

in A[O!]. Andererseits folgt aus (3. 4) bei Anndherung an den Rand I'g? von

1

Oz
Im -2%)_ =0
2% u,(x

und somit auch

(3. 5) Iim v(2)<0 .
272

Das liefert (wegen v & A[O}:]) die Ungleichung v(x) =<0 in OJ* d. h.

(3. 6) u(z) < [M1 = o(x) +M, o(z)—0y ]uz(x)

02701 Gy 0y
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in Og. Die Einschrankung von z auf I, liefert ohne weiteres die Ungleichung

(3.7 M<M-2"% 4 M, 7"%

Gy~ 0y 030y

und somit den Beweis des Satzes 3.

Satz 4. Es bezeichnen u,, u, zwei Lisungen von (1. 2) mit den Eigenschaften :

1. Uy, Uy > 0 .
2. lirrrl uy(x)=1 (r=G—G) .
3. a=inf w(z)=inf %) _q
z2eCG =G uz(x)

_ - u,(x) _
. b= upoi=sup fiEr =+
5. lim u,(2)=0 (vx, € —[) .
6. 03NT=Iw  (Vloy ol J=10, +oo) .

Es set uw € A[G] und habe die Eigenschaft

(3. 8) lim u(z)=—o00 (v, E ),

-2,

wober x innerhalb eines festen, sonst beliebigen O3 gegen x, konvergiert. Man setze

u u(x
(3.9) L(,,, 2 )zig% uz((x))
und nehme an, L sei endlich. Dann ist diese Grife eine konvexe Funktion von ¢ in J.
Es ist selbstverstandlich, daB die Menge I'~ nicht beliebig sein kann. Sie
unterliegt offenbar Bedingungen, die sichern, da3 die Funktion #, in G endlich
ist und bei Anndherung an I'e bzw. I'—['» gegen +o bzw. gegen Null
konvergiert. Einfachere Fille dieses Problems fiir die klassische Differentialglei-
chung (1. 6) sind von de la VALLEE-POUSSIN in einer fast vergessenen Note
untersucht worden®.

Beweis des Satzes 4. Man setze fiir z € 072

(3. 10) v=u—{L,- 2% 4, 2% ]uz

gy—0, gy—0;

mit
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L1=L(al, MLZ) L2=L<az, —;‘2—)

Dann gehort v wegen

L,—L, -+ Lyo,—Lyo, Uy

G0y 00y

v=u—
der Familie A[G] an. Es sei jetzt x, ein Randpunkt von 0:. Ist x, & s, so
liegt z, in G, und somit gilt wegen

m -2®)_ <0,
2% uz(x)

auch

(3. 11) Tim v(x)<0.

2>y

Ist 2y& s, so bleibt bei Anniherung von € Oj* an %, die geschweifte
Klammer rechts in (3. 10) endlich und # konvergiert gegen —co. Somit gilt

(3. 11) fiir jeden Randpunkt «, von 07 Es ist also v(z) <0 in O3 und somit

Gy— Q@ w—0
U <1, 97% 4], 1
U, Gy~ 0 0y 01

in 072, Die Einschrinkung von z auf I, und der Ubergang zum Supremum

liefern den Beweis des Satzes.
Ein entsprechender Satz gilt, wenn man # >0 in G annimmt und (3. 8) durch
die Bedingung

(3. 12) Im u(x)<0 (21, € ['w)

2Ty
ersetzt. Wir iiberlassen den Beweis dem Leser.

Satz 5. Es bezeichnen u,, u, zwer Lisungen von (1. 2) in G mit den Eigenschaften :

1. u, >0, u,>0.

2. a=3é1£co(x)=0 s b=ilél}c) o(x)=+4c .

3. 0iNIy=¢, 03*NT'w=4¢ fiir jedes [, 03] C J=10, oo .
4. lim #,(x) =0 (V2o € ) .

229

5. lim ul(x)=0 (on (S F—Foo) .

ERE)
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6. lim #,(x)=4o0 (v, =Ty .

2%y

lim u,(x)=0 (vxo & I'-I) .

2%y

Es set w  A[G) und habe die Eigenschaft

(3. 13) Tmu@)<0 (v, ™),
wober
(3. 14) I*=y{02:Nr : loy, o[ J}

ist. Man setze

u(x)
zel"a uz(x)

(3. 15) L(s, X

und nehme an, L set endlich. Dann ist L eine konvexe Funktion von & in J.

Beweis. Man setze wieder fiir x €0J?

v=u—{L, 920 17,90 }uz .

0203 00

Dann gehort v der Klasse A[G] an. Essei x, ein Randpunkt von OJ2. Ist
€ 02:nT, so gilt wegen (3. 13), sowie 6 und 7

(3. 16) hm 2~

2% uz(x)

und somit auch

(3. 17) Tim o(#) <0 .

%

Ist dagegen =, & O_anl", so kann =z, entweder auf I's, oder I's, liegen. Das
liefert wegen

@uif(%su (@& Tsy)

bzw.

fm 20 <L, (selW)

wieder die Ungleichungen (3. 16) und (3. 17). Mithin gilt die Ungleichung

(3. 18) u(z) <1, o,—o(2) +L, o(%)—a, ,
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und daher durch Einschrankung von « auf I's

(3. 19) L<L, 29 41, 7%

Gy——01 G20

Das beweist den Satz 5.

Der Satz 5 stellt eine weitgehende Verallgemeinerung eines klassischen Satzes
von PHRAGMEN und LINDELOF dar? und zeigt gleichzeitig die Stirke
der verwendeten Methode.

Wendet man die Begriffsbildungen und die Ergebnisse des Satzes 1 an, so
erhilt man leicht die Abschitzung

(3. 20) Lo, 2 )<C,+Cw

2

mit

C2=£i£r01L(¢r, “), C=lim L(a, Zl)

U, g—r+o0

Die Abschitzung (3. 20) ist von besonderem Interesse, falls # die Bedingung
(3. 13) fiir jeden Punkt x, des Randes I" erfiillt. In diesem Falle sind beide

Konstanten < 0 und endlich, und man erhilt wegen

die Ungleichung

(@) = O Oy a)

>

d.h.
(3. 21) u(x) < Cruq(2)+Couy(2) .

Sind C,, C,< 0, so liegt hier eine Verschirfung der Ungleichung «(x)=<0 vor.

Samtliche hier bewiesene Sitze gelten in entsprechender Form (= anstelle <
und inf statt sup), wenn man « superharmonisch in G,d. k. u€A’[G] voraus-
setzt. Wir kommen in 6 darauf zuriick.

4. Verallgemeinerung eines Satzes von Phragmén und Lindelof. Es
bedeute C, die offene Einheitskugel in R*, d.h. die Punktmenge

{2 :([z|[<1}. Wir legen die Potentialgleichung (1. 6) zugrunde und beach-
ten, daB die Funktion
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logllzll”*  (n=2)

(4.1) )= Lolslren w>2)

in R*—{0} der Differentialgleichung (1. 6) geniigt. Die Anwendung des Satzes

3 mit den Funktionen u,(x)+ geeignete Konstante, #,=1 fiihrt ohne weiteres

zu den Siatzen von HADAMARD.

Hat die Differentialgleichung (1. 2) eine Grundlésung ! =[/(z, a)] in der Umge-

bung eines Punktes a von R*®, so fithrt die Wahl #, =7 und «,=regulédres Integral

von (1. 2) in der Umgebung von a,zu einem Satz vom Hadamardschen Typus.
Eine Reihe von Sitzen, die samtlich Spezialfille der Satze 4 und 5 (Satze

vom Phragmén-Lindel6fschen Typus) sind, erhilt man, wenn man die Funk-
tionen

= 1]z -
(4. 2) h(x, xo)“mn— (laoll=1)

zugrundelegt, die in C, der Differentialgleichung (1. 6) geniigen.
Folgender Satz ist eine unmittelbare Folge des Satzes 4.

Satz 6. Es sei x, ein (fester) Punkt des Randes I' von C, und u eine in C, sub-
harmonische Funktion, welche der Bedingung

(4.3) lim #(x)=—o0
geniigt, sofern x innerhalb jeder Menge
(4. 4) 07 ={x: o< h(x, 2,) < +o0}

gegen x, konvergiert. Man definiere I's durch die Gleichung

(4.5) I's={x: h(zx, 2y)=0,0 € ]0, +oo[}
und setze
(4. 6) L(o, u)=sup u(x) .

el s

Dann ist L eine konvexe Funktion von o in 10, +oo],
Gilt dariiber hinaus die Ungleichung

4.7) Imu@)<0 (x,€l—{=)),

>y

wober I' der Rand von C, ist, so gilt

(4. 8) u(x) < Coh(z, x,)
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wm C, mit

4.9 ~ 1 _u(x)

(& 9) Co=Jim {sup 605

Der Beweis dieses Satzes kann ohne weiteres nach dem Muster des Beweises
des Satzes 4 sowie der Entwicklungen von 2 vom Leser selbst erbracht werden.
Nachfolgender Satz kann als die wichtigste Anwendung des Satzes 5 angesehen
werden :

Satz 7. Die Funktion u sei in C, subharmonisch und x, ein fester Punkt des Randes
I' von C,. Ferner sei u subharmonisch in C, und geniige dort der Ungleichung

(4. 10) fim u(x)<0

T2y

Siir jeden Punkt x, von I'#x, Man setze

2

_ et l» _ A, x,)
(+.11) ol@)= IE I CEED)

und definiere I's durch die Gleichung

_{. . [EEENI -
(4. 12) ro=lz:zec, At =60 €10, + I} .

Setzt man dann

_ @+, ) u(@)
(4. 13) L{g, u)=sup [W)T:”*x“z—} P \itw oz ) -

5o hat L(a, u) die Eigenschaften:

(1) L(o, u) ist endlich.

(2) L ist g»—konvex in J=]0, +oof .

Der Beweis dieses Satzes erfordert eine Wiederholung des Beweises des Satzes

5 und wird hier nicht explizit angegeben®.
Aus dem Satz 7 folgt unter Heranziehung der Ergebnisse von 3, daB die

Grenzwerte
T u(x) T u(x)
(4. 14) Clag)= lim [fél}f, T }—m [——h(x, s }
und
(4. 15) C(—2¢)=lim { sup —i@_}=l—iﬁ {_“@.}
’ 0 -0 \zel, h(zx, -—xo) 2s—20 | N(2, —xo)
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existieren (ein Ergebnis, das den Inhalt des klassischen Phragmén-Lindelofschen
Satzes als Spezialfall enthilt), und daB (falls C(x,) endlich ist) die Ungleichung

u(x) < C(—xo)h(x, —x,)+C(xo)h(2x, 2,) ,

d.h.
o 1-ialp 1
gilt.

Die Sétze 5 und 6 lassen sich insofern verallgemeinern, als man dort die Funktion
n(x, —2x,) durch a(x,2,) (|2,|=1, x,%2, ersetzen kann. Auch kann man

anstelle C,, den Halbraum
(4. 18) H,={x:2< R" z,>0}
zugrunde legen und anstelle der Funktionen i(z, z,), k(x, —2,) die Funktionen

z, bzw. W nehmen. Der Leser findet die entsprechenden Entwicklungen

an anderer Stelle (DINGHAS [6]) ausfiihrlicher dargestellt.

5. Heranziehung des Randverhaltens. Die Entwicklungen der vorheri-
gen Nummern koénnen dazu verwendet werden, durch Heranziehung des
Randverhaltens einer in C, subharmonischen Funktion # die klassischen
Aussagen iiber deren Anwachsen zu verschirfen.

DerinitionN 3. Es sei u subharmonisch in C,, und geniige dort der Bedingung

(5. 1) Tim u(x) <0

Siir jeden Punkt x, des Randes I' von C,. Wir setzen
(5.2) —a(ag)=Tm [ 4]

F—>%g (x, xo)
Dann soll E (ausfiihrlicher E,) durch die Gleichung
(5. 3) E={x0 : xo [ F, a(xo) >O}
definiert werden.

Die Definition der Menge E fiir eine in C, subharmonische Funktion, die dort
der Bedingung

(5. 4) im u(z) < M< +oo

)

geniigt, lautet entsprechend.
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Satz 8. Es sei u subharmonisch in C, und geniige dort der Bedingung

(5. 5) Tim u(x)<0

2%y

Siir jeden Punkt des Randes I' von C,. Dann gilt folgendes :
(1) E st leer, endlich oder abzihlbar.
(2) Die Summe

(5. 6) 2 ay)

ist (falls E abzihlbar ist) konvergent.
(3) Es gilt die Ungleichung

(5.7) u(x) < —y;:‘_JEa(y)h(x, y) (xeC,) .
Beweis. Es seien yy, ...... » Yq q Punkte von E. Dann geniigt
q

der Ungleichung (5. 1) fiir jeden Punkt z, von I. Daraus folgt zunichst
v(%)=<0 in C,. Nun liefert eine leichte Abschitzung von &(x,z,) nach unten
die Ungleichung

“Hxll <

Diese Ungleichung hat wiederum zur Folge (da # generell #=—c angenommen
wird), dass jede der Mengen

(5.9) {y:yel, 0<p=a(y)=g<+o}

bei festen p, ¢ hochstens endlich sein kann. Das beweist (1). Man schreibe
jetzt I(x) fiir die durch die Gleichung (4. 1) definierte Funktion #,(z) und
definiere die Greensche Funktion g(x, a)(l«l|< 1) von C, durch die Gleichung

(5. 10) 9(x, a)= l(m—a)—l<—a_—_m~) .

DerInNiTION 4. Es sei w subharmonisch in C,. Dann soll fiir jedes a € C, —y(a) die
Grife

(5. 11) lim | sup (2]

70 ) z—a)j=7 l(ac——a)
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bedeuten.
Offenbar ist
a1 u(zx)
5. 12 ra=lim { sup -0}

DaB der Grenzwert —y(a) existiert, ist eine Folgerung des klassischen Hada-
mardschen Satzes fiir subharmonische Funktionen in C, und kann ohne
Schwierigkeit auf Grund der Entwicklungen von 3 bewiesen werden.
Nachfolgender Satz sei hier ohne Beweis angefiihrt:

SATz 9. Es sei u subharmonisch in C, und geniige dort der Bedingung

(5. 13) Tim u(z) <0

)

Siir jeden Punkt x, des Randes I' von C,.
Man defimiere die Tetlmenge E, von C, durch die Gleichung

(5. 14) E,={a:ac C,, y(a)>0}.
Dann gilt folgendes :

(1) E, ust leer, endlich oder abzihlbar.
(2) Die Summe

(5. 15) GZZJE r(@(1—lal)

ist (falls E, abzdihlbar ist) konvergent.

(3) Esiust

(5. 16) u(x) < — X rl@g(x, a) .

ackE)

Den Beweis dieses Satzes findet der Leser in meiner unter [5] zitierten Arbeit.
Dort wird auch ein ausfiihrlicher Beweis gegeben, daB man aus (5. 16) die
Ungleichung

(5. 17) u(w) <~ g2 e 5 rei-lal)

mit g=max {1, n—2} ableiten kann.
Die Verbindung der Sitze 8 und 9 liefert unter der Voraussetzung (5. 13)
die Ungleichung

— 1 _I-f=l —llal)— y 1=l |
(5° 18) u(x)é T (1+Hx[[)2q aéor(a)(l HaH) yEE]Ea(y) To—y |
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Diese liefert eine Verallgemeinerung eines Satzes von BLASCHKE® fiir
holomorphe Funktionen in C,, der in der ndchsten Nummer besprochen wird.

6. Nochmals die Sitze von Phragmén-Lindeléf und Blaschke.
Der Satz von Julia-Wolff-Carathéodory. Der Fall n=2 ist insofern interes-
sant als die Zugrundelegung der durch den Punkt z=c0 kompaktifizierten
komplexen Ebene eine Reihe von Anwendungen der in 3, 4 und 5 bewiesenen
Satze gestattet. Hier sollen lediglich drei der in Frage kommenden Sitze
behandelt werden.

Es bezeichne z=x+iy(x,y reell) einen Punkt von C, und w=[w(z)] eine in C, holo-
morphe Funktion mit der Eigenschaft

(6. 1) Iim |w(z)|< 1

z-¢

Siir jeden Randpunkt {#1. Man seize

_| 142
(6.2) o= |12 |
und bezeichne bei gegebenem o den Durchschnitt von C, mit der Kreisperipherie (6. 2)
durch I",. Wird dann
(6. 3) L=L(o, w)= sup (log|u(z)] JH—W}

z2€Tq ]. - I 2 ] 2
gesetzt, so ist L endlich (DINGHAS [3]) und im Sinne der Ungleichung (2. 5) konvex
in bezug auf o*. Ferner existiert der Grenzwert

(6. 4) lim [fé‘%,’, (log lu()] —'ESTZT—)]

g—>+c0
und ist entweder gleich +oo oder gleich einer endlichen Zahl.

Dieses Ergebnis stellt lediglich eine Umformulierung des klassischen Phragmén-
Lindelofschen Satzes dar. Dessen Verallgemeinerung auf Punktmengen
(auf I') von der Kapazitit Null st6Bt auf keine wesentlichen Schwierigkeiten.
Die in 5 fiir jedes =2 bewiesenen Sitze 8 und 9 fiihren im vorliegenden
Fall zu dem Satz:

Sarz 10.  Die (nichtkonstante) Funktion w sei holomorph in C, und geniige der
Ungleichung (6. 1). Es bezeichne E, die Menge der Nullstellen a von w in C, und E
die (hichstens abzihlbare) Menge der Randpunkte { von C, mit der Eigenschaft

— () =Tim [C—2]®
(6. 5) o(t)=Tim {loglw(z)l 1=* ]>0.

[z]?
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Dann gilt die Ungleichung

(6. 6) lw(z)|< II

aEEo

—ffgz—‘-exP [— > a(l) 1_'“2] .

eE |—z]?

Wegen

1—az

2—a 1
|<exp |~ (1-la1-12D)} ,
kann (DINGHAS [5]) diese Ungleichung auch in der Form
) g g

(6.7) |0(2)] < exp {—4-(1— 12}

mit
A= 3 (1=|al)+ X2 a(0)
ackE, ekl

geschrieben werden. DafBl A endlich sein muB, ist mit Ricksicht auf die
gemachte Voraussetzung, wsKonstante, selbstverstindlich und bedarf hier
keiner weiteren Erlduterung.

Der Fall einer in C, superharmonischen Funktion, die fiir jeden Randpunkt
7%, (|2, ||=]|2,]]=1) von C, der Ungleichung

(6. 8) lim #(x) =0

2%y

geniigt, fithrt durch Heranziehung der Funktion —# zu einigen Satzen, von
denen wohl der interessanteste der klassische Satz von Julia-Wolff-Carathéodory
sein dirfte.

Satz 11. Es set u superharmonisch in C, und geniige dort der Ungleichung (6.8).
Man definiere @ und I's durch (4. 11) bzw. (4. 12) und seize

s || 2+,
(6. 9) D (o, u)—;glfd {u(x)ﬁv] .

Dann ist D im Sinne der Ungleichung

(6. 10) D=D,- %= 4D, 0 =%
030y
konkav in bezug auf o, und es gilt die Ungleichung
1—|[z ]|}
(6. 11) u(x) =D (x,) Ta—w,|F

mat
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D(x,)= lim D (o, u) (0= D(x,) < +0) .

g—>+oo

Die Heranziehung der in C, holomorphen Funktion w, die dort der Unglei-
chung (6. 1) geniigt, fithrt, indem man # gleich

1=lwl® e fest, |2]=1)

[E—w]®

nimmt, direkt zu dem Julia-Wolff-Carathéodoryschen Satz. In der Tat liefert
(6. 11) die Ungleichung

— 2 —_ 2
(6. 12) IZleal = po =)
mit 0<D ({) < +o. Die Bedingungen dafiir, daB D(¢) >0 ist (die eigentlich
den Inhalt des Satzes von JULIA-WOLFF-CARATHEODORY ausmachen),
werden uns hier insofern nicht beschiftigen, als die Arbeit von CARATHEO-
DORY, sofern man (6. 12) zugrundelegt!>, das gesamte Beweismaterial in
groBer Ausfiihrlichkeit liefert.

7. Offene Fragen. Die in den Nummern 4,5 und 6 gegebenen Anwen-
dungen der allgemeinen Sitze 3,4 und 5 kénnten vermehrt werden, wenn
man neben dem Nachweis der Existenz einer Grundlésung von (1. 2) noch
den Existenzbeweis einer der Evans-Selbergschen Kapazitiatsfunktion von
(1. 6) entsprechenden Funktion von (1. 2) erbringen kénnte. Dabei wiirde
es sich um Losungen von (1. 2) in G handeln, die bei Anniherung an eine
kompakte Teilmenge K des Randes I" von G gegen +oo strebt, wihrend sie auf
I'—K die Randwerte Null haben. Die vorhin zitierte Note von de la Vallée
Poussin sei hier nochmals erwahnt. Selbstverstindlich braucht man, um
konkretere Resultate zu erzielen, nicht bloB die Existenz solcher Funktionen zu
erbringen, sondern noch deren ausdrucksmiaBige Beherrschung. Zur Zeit
konnte man solche Uberlegungen héchstens fiir die von PICARD (PICARD
[1]) erstmalig studierten partiellen Differentialgleichungen vom elliptischen
Typus in der kanonischen Form

du+ é]l“k“%"'w =0

mit analytischen Koeffizienten und fiir die Dimension #=2 anstellen!». Im
allgemeinen Fall jedoch sind die Schwierigkeiten, auf die man schon bei der
Konstruktion der Greenschen Funktion st68t, so groB, daBl die Hoffnung
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eines weiteren Vordringens auf diesem Wege mehr oder weniger gering

erscheint.-

FuBnoTEN

1) Zur allgemeinen Orientierung vgl. man COURANT [1], S. 320 ff.

2) Courant [1], S. 326.

3) Diesse Fassung des HOPFSCHEN Maximumprinzips ist schirfer als die entsprechende
Formulierung bei COURANT (COURANT [1], S. 326).

4) Die hier zugrundegelegte Definition der subharmonischen Funktion ist allgemeiner
als diejenige bei COURANT (COURANT [1], S. 342).

5) Fir die Differentialgleichung (1.6) sowie fiir simtliche elliptischen Differentialglei-
chungen mit ¢c=0 kann als #, die Konstante 1 genommen werden.

6) DE LA VALLEE POUSSIN [1].

7) Die Literatur iiber den Phragmén-Lindeldfschen Satz ist sehr groB. Was der Leser
an Zusammenhingen braucht, findet er in: DINGHAS [1], [3], [4] und [6].

8) Zur Begriffsbildung vgl. man neben COURANT (COURANT [1}) noch das historisch
wertvolle Buch von PICARD (PICARD [1]). Allgemein kann man jede Lésung von
(1.2) in einer punktierten Umgebung von a, die bei Anniherung an a gegen +co
konvergiert, als eine Grundlésung von (1.2) bezeichnen. Diese ist dann bis auf eine
multiplikative Konstante definiert.

9) Man vgl. DINGHAS [2], [4] und [6].

10) Man vgl. BLASCHKE [1].

11) Neben CARATHEODORY [1] vgl. man JULIA [1] und WOLFF [1], [2]. Dariiber
hinaus auch TSUJI [1] und [2] sowie DINGHAS [1] und [2].

12) Man vgl. etwa PICARD [1] sowie COURANT [1].
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