
UBER EINIGE ALLGEMEINE KONVEXITATSSATZE

IN DER THEORIE DER PARTIELLEN

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

ALEXANDER DINGHAS

Herrn Kiyoshi Noshiro zum 60. Geburtstag

1. Einleitung. Es bezeichne Rn{n>2) den durch den Alexandroff-Punkt

kompaktifizierten w-dimensionalen euklidischen Raum, [xu , xn], ein Koordi-

natensystem von Rn, x = (xu , x J einen (endlichen) Punkt von Rn und

il*l|=(asϊ + + xf,)i

dessen Norm. Wir betrachten ein im Endlichen liegendes Gebiet G von Rn,

definieren auf G einen linearen Operator

mit reellen, stetigen aik=aik{x), bk=bk{x), c = c{x)^ und bezeichnen bei festem

L durch A0[G] die Gesamtheit samtlicher reellwertigen Lδsungen u der Diffe-

rentialgleichung

(1. 2) L[u]= Σ <*t*J2l +Σlbk^
i k l OXOXj k l OX

in G. 1st O eine nicht leere Teilmenge von G, so soil allgemeiner ΛQ[O] die

Gesamtheit samtlicher reellwertigen Funktionen u e C2, die auf O definiert

sind und der Differentialgleichung (1.2) genugen, darstellen.

Die Wahl des Operators L wird im folgenden durch die Forderungen einges-

chrankt:

(1) Das Dirichletsche Problem fur die Differentialgleichung (1. 2) ist fur

jedes Teilgebiet Go von G, das sich als Vereinigung von endlich vielen Kugeln

darstellen laβt und dessen abgeschlossene Hiille Go in G liegt, eindeutig

lδsbar.

(2) Es gilt das (Hopfsche) Maximumprinzip in der Form:2)

Es bezeichne u eine reellwertige Funktion mit den Eigenschaften:
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1. & ist stetig in Go .

2. Auf Γ0 = GQ-GQ gilt u ^ 0.

3. u ist zweimal stetig differenzierbar in Go und genύgt dort der Ungleichung

L[u}>0.

Dann ist u nicht positiv in Go.
3)

Die Bedingungen (1) und (2) sind offenbar stets erfϋllt, wenn der Operator

L elliptisch ist und in G die Ungleichung c ̂  0 gilt.

Die Funktionenklasse A0[G] kann durch die Familie A[G] samtlicher (in

bezug auf (1.2)) subharmonischen Funktionen mit den Bedingungen erganzt

werden:

(i) u e A[G] = > —oo ̂  u(x) < oo, u{x)^ — oo

in G.

(ii) u e i4[G] = >

Ίϊrn «(y) ^ «(») (vx e G)

(Halbstetigkeit nach oben).

(iii) Es bezeichne υ eine Losung von (1. 2) in Go mit den (stetigen) Randwer-

ten v auf ΓQ = G0—G0. Dann folgt aus u(x)—v{x)^Lθ (x e Γo) stets

Die Definition der Klassen A0[O] bzw. A[O] fur eine oίfene (nicht leere)

Teilmenge O von G verlauft analog.

Folgendes Ergebnis ist fΐir die nachfolgenden Entwicklungen von grundlegender

Bedeutung:

Es sei O eine nicht leere Teilmenge von G und Γ der Rand von O. Gibt es

dann bei gegebenem u e A[G] ein v e AQ[O] mit der Eigenschaft

(1. 3) Έm[u(x)-v(x)]^0 ,

so gilt u(x) ^v{x) in O. Dabei bedeutet die Schreibweise x-+Γ, daβ der

Punkt x von O auf irgendeine Weise gegen den Rand Γ von O konvergiert.

Es bezeichne in der Tat Ox eine (fest gewahlte) Komponente von O und Γ den

Rand von Ox. Man setze φ = u—v und nehme an, die GroBe

sei positiv. Dann gibt es mit Rϋcksicht auf die Halbstetigkeit von φ in Ox

einen Punkt x0 von Oλ mit ψ(Xo) = Ί>. Es sei nun 0 < ε < p. Dann gibt es ein
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Go mit den Eigenschaften: (i) xQ e Go, und (ii) ψ^ε auf dem Rand Γo von

Go. Man konstruiere die Lδsung v0 von (1. 2) in Go, die auf Γo die Werte 1

annimmt, und beachte, daβ wegen ψ e A[OX] die Ungleichung ψ(x) ̂  εvQ{x) in

Go gelten muβ. Andererseits gilt neben vϋ=l auf Γo noch

in Go Das hat die Ungleichung v(xQ) ^ 1 zur Folge, die jedoch mit der Vorausse-

tzung ε < p = φ{x0)^ εvo{xo) ̂  ε unvereinbar ist. Es ist also p^O und somit

ψ ̂  0 in Oj. Die Wiederholung des Beweisverfahrens fur jede Komponente

von O beweist die Ungleichung u(x)^Lv{x) in O.

Neben A[G] spielt bei den nachfolgenden Entwicklungen die Klasse der in G

superharmonischen Funktionen eine (duale) Rolle. Diese wird durch die

Gleichung

(1.5) A'={u:-u

definiert.

Die vorliegende Arbeit hat zum Hauptzweck, eine Reihe von allgemeinen

Konvexitatssatzen fur die Klasse A[G] zu beweisen, sofern die Existenz bestim-

mter singularer Losungen von (1. 2) in G vorausgesetzt wird. Diese Losungen

existieren mindestens fur spezielle Randmengen, falls (1.2) die Form

Δ u dx\ + + dxl u

hat und G eine Kugel um den Nullpunkt von Rn ist. Die Differentialgleichung

(1.6) ist insofern von Interesse, als sich, wie spater gezeigt werden soil, eine

Reihe grundlegender Satze der Funktionentheorie als Spezialfall eines all-

gemeinen Satzes erweisen lassen.

Die Ergebnisse dieser Arbeit, soweit sie allgemeiner Natur sind, konnen in

geeigneter Formulierung ohne Schwierigkeit auf Mannigfaltigkeiten ubertragen

werden, sofern die Funktionen aik und bk ein in bezug auf Transformationen

des (lokalen) Koordinatensystems bestimmtes kovariantes Verhalten aufweisen.

Doch sollen die diesbezϋglichen Entwicklungen auf eine spatere Zeit verschoben

werden.

2. Vorbereitende Tatsachen. Es bezeichnen G ein (nicht leeres) Gebiet

von Rn und
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zwei auf G dejfinierte reellwertige stetige Funktionen mit den Eigenschaften

1. / 2 > 0 {d. h. f2(x) > 0 , VX<EG).

2. Die Funktion

(2. 1) ω = W , ) ]

ist in G nicht konstant.

DEFINITION 1. Bei gegebenem G wirdgesetzt:

1. a= inf ω(x) .
XZΞG

2. b = supω(x) .

3. J=]a,b[, J=[a,b].

4. Γa = {x : x S G , ω(x) = σ, σ<= /> .

5. 0*\={x : X e G, σuσ2^J, ff1<σ2, <7X < ω(x) < σ2} .

6. 0't\ = Oβ

β\UΓ'β\ = {χ:χeG, σ1^ω(x)^σ2}.

7. Γβl(, ϊ = O*;nΓ(Γ=G-G = Rand von G) .

9. /

DEFINITION 2. Es bezeichne f=[f(x)] eine numerische, nach oben halbstetige Funktion

auf G. Man setze fur σ e /

(2.2) μ(σ,f)=supf(x)

Dann soil μ = [μ(σ,f)] konvex in J heiβen, wenn fur jedes Wertetripel (σltσ,σ2) mit

σx < σ < σ2 die Ungleichung

(2.3) μϊ
στ.—σx

gilt. Dabei sollen μ}μ1>μ2 die Grδβen μ(σ,f), μ(σlff), μ(σ2ίf) bedeuten.

Ist h = [h(σ)] eine in / stetige monotone Funktion und definiert man Γa durch

die Gleichung

(2. 4) Γa={x : x e G, h-1{ω(x)) = σ, a e /> ,
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so gilt anstelle (2. 3) die Ungleichung

fl2—rl\ ϊl2—H\

mit hx — h{σ^, h2 = h(σ2), h — h{σ). In diesem Falle soil μ /z-konvex in / heiβen.

Gilt

(2.6)
σ2—<J\ <τ2—(71

in /, so heiβt μ konkav in /. Entsprechend soil μ /^-konkav in / heiβen, wenn

dort (unter Zugrundelegung von (2. 4))

(2.7) h-hx

h2—hi

gilt.

1st μ konvex in /, so ist offenbar — μ konkav in /.

SATZ 1. Es sei a=0 und b = +00. Dann hatjede in J konvexe Funktion μ = [μ{σ,f)]

die Eigenschaften:

(1) Es existieren die Grenzwerte

(2. 8) AQ = A0{f)= lim μ{σ,f) (—00 <^4 0 ^+oo)

und

(2.9) Aoo=Aoo(f)= lim ϋί^-/I (-00 < Aoo^ +00) .

(2) Es ist

(2. 10) μ(σ,f)<A0+Aooσ .

Beweis. Aus (2. 3) erhalt man zunachst

(2. 11) JL^^Jh ^_+_^2 *
<T <7j 1 O2 ϋ2 1

1 — 1 — -

Man setze

o= lim -^-, Aoo= lim J±-

Dann folgt aus
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also auch (durch Grenzϋbergang σ->+c°) Aoo^Aoo. Somit wird

(2. 12) μ^/i1 + Aoo(σ-σι) .

Andererseits folgt aus (2. 3) bei entsprechender Definition von AQ, Λo

(2. 13) / . ^ Λ ( 1 - — ) + / ^ 2 —

und somit auch AQ^Λ0, d.h. Λ_Q = A0 = A0. Das liefert mit Rϋcksicht auf die

Ungleichung (2. 12) die Ungleichung (2. 10).

Auf ahnliche Weise beweist man den zum Satz 1 dualen Satz:

SATZ 2. 1st μ konkav in J und a=0, b = +ootso existieren die Grenzwerte

(2. 14) BQ = BQ(f) = limμ(σ,f) (-™^B»<+™)
<r—>0

und

(2. 15) BoO = Boo(f)= lim β ^ f ) (-00 ^ B w < +oo) ,

a—>+oo G

und es gilt die Ungleichung

(2. 16) μ>B,-\-Bo*σ .

Die Ungleichungen (2. 10) und (2. 16) sind offenbar dann von Bedeutung,

wenn die Grόβen Ao, A™, Bo, Boo endlich sind.

3. Erste Konvexitatssatze. Beim Versuch, allgemeine Konvexitats-

satze fur die Diίferentialgleichung (1.2) aufzustellen und zu beweisen3 wird

man auf Fragestellungen gefuhrt, deren Beantwortung die Existenz von zwei

grundsatzlich verschiedenen singularen Losungen erfordert. Die Lδsungen

hangen wiederum mit der Aufgabe der Ausschopfung eines gegebenen Gebiets

G von Rn durch geeignete, durch das Problem selbst bedingte, Umgebungs-

systeme zusammen, sowie mit der Lokalisierung von Randmengen von G

durch solche Systeme. Insbesondere fuhrt hier die zweite dieser Fragestellun-

gen, sofern man sie weiter vertiefen will, zu Problemen, die der Theorie der

Primenden von CARATHEODORY mehr oder weniger untergeordnet sind.

SATZ 3. Es bezeichnen uuu2 zwei Lδsungen von (1. 2) in G mit den Eigenschaften :

1. u2>0.
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2. Die Funktion ω=-^1- ist in G nicht konstant.
u2

3. Es gilt

(3. 1) lim u2(x)=l (Γ=Rand von G)5\

4* Die Randmengen Γa, Γt sind disjunkt, und es gilt

(3. 2) lim ω(x) = a , lim ω{x) = b

undΓ=Γa{jΓb .

Man seize bei gegebenem u e Λ[G]

(3.3) M(σ, ^-VmaxJ^V.
V u2 ) xt=ra u2{x)

Dann ist M[σ,-^-~) konvex in J=]a,b[.

Beweis. Man schreibe Mlt M, M2 fίir M[σu ——), M[σ,

und b:

(3.4)
1 2

G2 — G\ <S2

in Oa

a\. Dann liegt zunachst v wegen

2 2

und bilde die Funktion

G2 — G\ G2 — G\

in i4[0JJ]. Andererseits folgt aus (3. 4) bei Annaherung an den Rand Γa

a\ von

und somit auch

(3. 5) Πm v(x)^0 .

Das liefert (wegen υ e ^4[O ]̂) die Ungleichung t (a ) ̂  0 in Oa

a\ d. h.

(3. 6) u(x)
σ2—<T\ σ2—
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in Oal Die Einschrankung von x auf Γa liefert ohne weiteres die Ungleichung

(3. 7)
σ2—σ1 <*ΊΓ-σ\

und somit den Beweis des Satzes 3.

SATZ 4. Es bezeichnen ulyu2 zwei Lδsungen von (1. 2) mit den Eigenschqften :

1. «!, w2 > 0 .

2. l im« 2 (a;)=l (Γ = G-G) .

3. fl=inf ω ( α ) = i n f iίiί^) = 0 .
xe=G XΈG U2(X)

4. 4 |

5.

6. o;;nr=r;;

habe die Eigenschaft

(3.8) lim «(») = — oo (yα;0eΓoo)5

« a? innerhalb einesfesten, sonst beliebigen Oa

a\ gegen cc0 konvergiert. Man setze

(3.9)

w, L sei endlich. Dann ist diese Grδβe eine konvexe Funktion von σ in J.

Es ist selbstverstandlich, daβ die Menge Γoo nicht beliebig sein kann. Sie

unterliegt oίfenbar Bedingungen, die sichern, daβ die Funktion u1in G endlich

ist und bei Annaherung an Γoo bzw. Γ—Γoo gegen +00 bzw. gegen Null

konvergiert. Einfachere Falle dieses Problems fur die klassische Differentialglei-

chung (1.6) sind von de la VALLEE-POUSSIN in einer fast vergessenen Note

untersucht worden6).

Beweis des Satzes 4. Man setze fur x e Oa

a\

(3. 10) v = u
σ2—σι σ2-

mit
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Dann gehort v wegen

= u-
1+

0*2 — σ l σ2 — σ l

der Familie Λ[G] an. Es sei jetzt xQ ein Randpunkt von Oa

a\. 1st x0 $ Γoo, so

liegt x0 in G, und somit gilt wegen

auch

(3. 11) Ήmt;(αO<£θ.

1st a?o e Γoo, so bleibt bei Annaherung von x e Oa

a\ an cc0 die geschweifte

Klammer rechts in (3. 10) endlich und u konvergiert gegen — oo# Somit gilt

(3. 11) fΐir jeden Randpunkt xQ von Oa

a\ Es ist also υ(x)^Lθ in Oa

a\ und somit

0*2 — O) i τ 0) — G\

%Λr 2 O2 ~~~ (7\ (T2 ~~~~ (J\

in Oa

a\. Die Einschrankung von x auf Γa und der Ubergang zum Supremum

liefern den Beweis des Satzes.

Ein entsprechender Satz gilt, wenn man u > 0 in G annimmt und (3. 8) durch

die Bedingung

(3. 12) ϊϊϊn u(x)^0 (xlf e Γoo)

ersetzt. Wir uberlassen den Beweis dem Leser.

SATZ 5. Es bezeichnen uuu2 zwei Lδsungen von (1. 2) in G mit den Eigenschaften:

1. u1>0 , u2>0 .

3. O'β\r\Γt = φ, 0%nΓoo = φfϋrjedes [σl7σ2] C /=]0, +oo[ .

4. lim «!(») = oo (vcc0 G Γoo) .

5. limu^x)^ (vα̂ o e Γ-Γoo) .
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6. lίm u2(x)^+oo (y#0 e Γo) .

7. limκ2(α0 = O ( v ^ 0 ε Γ - Γ 0 ) .

JEs 5̂ i ̂  e A[G] Mwrf habe die Eigenschafl

(3. 13) lϊm u{x) < 0 (V*! e Γ*) ,

(3. 14) Γ*:

(3.15) L(a, ^ - ) = s u p ^ ί

ttnd nehme an, L set endlich. Dann ist L eine konvexe Funktion von σ in J.

Έeweis. Man setze wieder fur x GOJJ

Dann gehort v der Klasse i4[(?] an. Es sei xQ ein Randpunkt von Oa

a\. Ist

^0 e Oa

alf]Γ, so gilt wegen (3. 13), sowie 6 und 7

(3.16) H S ^ V
V ^ x->α:o U2{X)

und somit auch

(3.17) ΪImz;(αO^ϋ.

1st dagegen a50ΦθJjnΓ, so kann x0 entweder auf Γai oder Γϋl liegen. Das

liefert wegen

bzw.

wieder die Ungleichungen (3. 16) und (3, 17). Mithin gilt die Ungleichung

(3. 18) Jt{x)^Lσ2-ω(x) jx)
x } U2{X) σ<L—σ\
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und daher durch Einschrankung von x auf Γa

(3. 19) L^Lr-^^+L,-^^ .
σ2 —σ1 σ2~σ1

Das beweist den Satz 5.

Der Satz 5 stellt eine weitgehende Verallgemeinerung eines klassischen Satzes

von PHRAGMEN und LINDELOF dar7) und zeigt gleichzeitig die Starke

der verwendeten Methode.

Wendet man die BegriίFsbildungen und die Ergebnisse des Satzes 1 an, so

erhalt man leicht die Abschatzung

(3. 20)

mit

C2=limz/<r, —), Ci=lim

Die Abschatzung (3. 20) ist von besonderem Interesse, falls u die Bedingung

(3. 13) fur jeden Punkt xQ des Randes Γ erfϋllt. In diesem Falle sind beide

Konstanten ^ 0 und endlich, und man erhalt wegen

U2(X)

die Ungleichung

u2(x) u2{x)

d.h.

(3. 21) u{x)^C1u1(x)+C2u2{x) .

Sind CUC2< 0, so liegt hier eine Verscharfung der Ungleichung u(x)^0 vor.

Samtliche hier bewiesene Satze gelten in entsprechender Form (>: anstelle <

und inf statt sup), wenn man u superharmonisch in G, d. h. u^Af[G] voraus-

setzt. Wir kommen in 6 darauf zuriick.

4. Verallgemeinerung eines Satzes von Phragmen und Lindelόf. Es
bedeute Cn die offene Einheitskugel in Rn, d. h. die Punktmenge

{x : (( x | [< 1>. Wir legen die Potentialgleichung (1.6) zugrunde und beach-

ten, daβ die Funktion
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(n=2)
(4.

(w>2)

in Rn—{0} der DifFerentialgleichung (1.6) genugt. Die Anwendung des Satzes

3 mit den Funktionen ux(x)+ geeignete Konstante, u2=l fuhrt ohne weiteres

zu den Satzen von HADAMARD.

Hat die DifFerentialgleichung (1. 2) eine Grundlosung l = [l(x,a)] in der Umge-

bung eines Punktes a von Rn s\ so fiihrt die Wahl u1 = I und u2 = regulares Integral

von (1.2) in der Umgebung von α, zu einem Satz vom Hadamardschen Typus.

Eine Reihe von Satzen, die samtlich Spezialfalle der Satze 4 und 5 (Satze

vom Phragmen-Lindelδfschen Typus) sind, erhalt man, wenn man die Funk-

tionen

(4.2) ft(*,*.)= ^-J^IJI (||*,||=1)

zugrundelegt, die in Cn der DifFerentialgleichung (1.6) geniigen.

Folgender Satz ist eine unmittelbare Folge des Satzes 4.

SATZ 6. Es set x0 ein (fester) Punkt des Randes Γ von Cn und u eine in Cn sub-

harmonische Funktion, welche der Bedingung

(4.3) lima(aO = -oo

genϋgt, sofern x innerhalb jeder Menge

(4. 4) 0™={x : σ< h(x, xQ) < +00}

gegen xQ konvergiert. Man definiere Γa durch die Gleichung

(4. 5) Γa={x : h(x, αo) = σ, σ e ]0, +oo[>

und setze

(4. 6) L{σ, ^) = sup u(x) .
Γ

Dann ist L eine konvexe Funktion von σ in ]0, +oo[.

Gilt daruber hinaus die Ungleichung

(4. 7) lϊϊn u(x) ̂  0 fee Γ-{x0}) ,

wobeί Γ der Rand von Cn ist, so gilt

(4.8) u(x
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in Cn mit

( 4 9 ) C»

Der Beweis dieses Satzes kann ohne weiteres nach dem Muster des Beweises

des Satzes 4 sowie der Entwicklungen von 2 vom Leser selbst erbracht werden.

Nachfolgender Satz kann als die wichtigste Anwendung des Satzes 5 angesehen

werden:

SATZ 7. Die Funktion u set in Cn sub harmoniseh und xQ ein fester Punkt des Randes

Γ von Cn. Ferner set u subharmonisch in Cn und genϋge dort der Ungleichung

(4. 10)

fur jeden Punkt x1 von /V=#o. Man seize

[ j ω(x)~ \\x~xQ\\n ~ h(x,-x0) '

und definiere Γa durch die Gleichung

(4. 12) Γa = \x : x e Cn,

Setzt man dann

(4 1T> TU ^ - q n n \u(r) | p

so hat L{σ, u) die Eigenschaften:

(1) L{σ,u) ist endlich.

(2) L ist σn—konvex in /=]0, +<χ>[ .

Der Beweis dieses Satzes erfordert eine Wiederholung des Beweises des Satzes

5 und wird hier nicht explizit angegeben9λ

Aus dem Satz 7 folgt unter Heranziehung der Ergebnisse von 3, daβ die

Grenzwerte

( 4 . 1 4 ) C ( * o ) = l i m I s u p • Ίf
x\ | = Έ E f Ί f \

K } V ° rf-H-oUeΓtf h(X,X0) J ^ * . l h(x,X0)

und

(4. 15) C(-s,)=lim[supf,
M(a?) > Έ 5
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existieren (ein Ergebnis, das den Inhalt des klassischen Phragmen-Lindelδfschen

Satzes als Spezialfall enthalt), und daβ (falls C(cc0) endlich ist) die Ungleichung

u(x) ^ C(—xQ)h[x9 —xo)+C{xQ)h{x, xQ) ,

d.h.

(4. 16)

gilt.

Die Satze 5 und 6 lassen sich insofern verallgemeinern, als man dort die Funktion

h(x, — x0) durch h(x, xx) (\\xι\\=\, X^XQ) ersetzen kann. Auch kann man

anstelle Cn den Halbraum

(4. 18) Hn=ίx - x e Rn, x1> 0}

zugrunde legen und anstelle der Funktionen h(x, x0), h(x, —XQ) die Funktionen

α?i bzw. -:, ^1

7t_1 nehmen. Der Leser findet die entsprechenden Entwicklungen

II x I
an anderer Stelle (DINGHAS [6]) ausfύhrlicher dargestellt.

5. Heranziehung des Randverhaltens. Die Entwicklungen der vorheri-

gen Nummern kόnnen dazu verwendet werden, durch Heranziehung des

Randverhaltens einer in Cn subharmonischen Funktion u die klassischen

Aussagen ύber deren Anwachsen zu verscharfen.

DEFINITION 3. Es set u subharmonisch in Cn und genϋge dort der Bedingung

(5.1) ΠE
x

fur jeden Punkt xQ des Randes Γ von Cn. Wir setzen

(5.2) - g (
x->x0 \ h{x, xQ)

Dann soil E {ausfύhrlicher En) durch die Gleichung

(5.3) £ = { * 0 : * 0 e Γ, α(apβ)>0>

definiert werden.

Die Definition der Menge E fur eine in Cn subharmonische Funktion, die dort

der Bedingung

(5.4) Ίim //(as) <c M"<r -j-°°

genύgt, lautet entsprechend.
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SATZ 8. Es sei u subharmonisch in Cn und genίige dort der Bedingung

(5.5) Έmu{x)<0
X-^-XQ

fur jeden Punkt des Randes Γ von Cn. Dann gilt folgendes :

(1) E ist leer, endlich oder abzάhlbar.

(2) Die Summe

(5. 6) Σ a(y)
yzΞE

ist (falls E abzάhlbar ist) /convergent.

(3) Es gilt die Ungleichung

(5.7) u(x)^-Ea(y)h(x,y) (x e Cn) .
VEΞE

Beweis. Es seien yl9 tyq q Punkte von E. Dann genϋgt

±i a(V*)h(x, yk)

der Ungleichung (5. 1) fur jeden Punkt xQ von Γ. Daraus folgt zunachst

v(x)^0 in Cn. Nun liefert eine leichte Abschatzung von h(x, xQ) nach unten

die Ungleichung

(5.8) Sέ

Diese Ungleichung hat wiederum zur Folge (da u generell ^=—00 angenommen

wird), dass jede der Mengen

(5. 9) {y : y e Γ, 0 < φ ̂  a {y) ̂  q < +00}

bei festen p, q hδchstens endlich sein kann. Das beweist (1). Man schreibe

jetzt l(x) fur die durch die Gleichung (4. 1) definierte Funktion ux{x) und

definiere die Greensche Funktion g{x,a)(\\a\\< 1) von Cn durch die Gleichung

(5.10) ^ ' ^ - «

DEFINITION 4. Es sei u subharmonisch in Cn. Dann soil fur jedes a^Cn ~γ[a) die

Grδβe

(5. 11) limί sup Ί^
x),
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bedeuten.

Offenbar ist

(5.12) -r(α) = l im | sup fx\ }.

Daβ der Grenzwert —γ{a) existiert, ist eine Folgerung des klassischen Hada-

mardschen Satzes fur subharmonische Funktionen in Cn und kann ohne

Schwierigkeit auf Grund der Entwicklungen von 3 bewiesen werden.

Nachfolgender Satz sei hier ohne Beweis angefϋhrt:

SATZ 9. Es sei u subharmonisch in Cn und genϋge dort der Bedingung

(5. 13) Πrnκ(aOi£θ
X->XQ

furjeden Punkt x0 des Randes Γ von Cn.

Man definiere die Teilmenge EQ von Cn durch die Gleichung

(5. 14)

Dann gilt folgendes:

(1)

(2)

(5.

ist

(3)

(5.

EQ ist leer, endlich

Die Summe

15)

{falls EQ abzάhlbar

Es ist

16)

E0={a:aςΞCn, γ(a)>0} .

oder abzάhlbar.

J έ o

r ( β ) ( 1 ~ " α l l )

ist) konvergent.

u{x)^— Σ γ{a)g(%>a)

Den Beweis dieses Satzes findet der Leser in meiner unter [5] zitierten Arbeit.

Dort wird auch ein ausfuhrlicher Beweis gegeben, daβ man aus (5. 16) die

Ungleichung

(5.17) u^-JLl^ξ

mit #=max{l,tt—2} ableiten kann.

Die Verbindung der Satze 8 und 9 liefert unter der Voraussetzung (5. 13)

die Ungleichung

(5. 18) X ^ ^ ^ J L
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Diese liefert eine Verallgemeinerung eines Satzes von BLASCHKE10) fur

holomorphe Funktionen in Cn, der in der nachsten Nummer besprochen wird.

6. Nochmals die Satze von Phragmen-Lindelδf und Blaschke.
Der Satz von Julia-Wolff-Caratheodory. Der Fall n = 2 ist insofern interes-
sant als die Zugrundelegung der durch den Punkt z = °o kompaktifizierten

komplexen Ebene eine Reihe von Anwendungen der in 3, 4 und 5 bewiesenen

Satze gestattet. Hier sollen lediglich drei der in Frage kommenden Satze

behandelt werden.

Es bezeichne z = x + iy{x,y reell) einen Punkt von C2 und w=[w(z)] eine in C2 holo-

morphe Funktion mit der Eigenschqft

(6. 1) Έn\w(z)\^l

furjeden Randpunkt ζ ^ l . Man seize

(6.2) <•- 1 + z

1-z

und bezeichne bei gegebenem a den Durchschnitt von C2 mit der Kreisperipherie (6. 2)

durch Γβ. Wird dann

(6. 3) L = L{σ,

gesetzt, so ist L endlich ( D I N G H A S [3]) und im Sinne der Ungleichung (2. 5) konvex

in bezug auf a2. Ferner existiert der Grenzwert

(6. 4) tflim (sup(log|w(z)|-jtffjr-))

und ist entweder gleich +oo oder gleich einer endlichen Zahl.

Dieses Ergebnis stellt lediglich eine Umformulierung des klassischen Phragmen-

Lindelofschen Satzes dar. Dessen Verallgemeinerung auf Punktmengen

(auf Γ) von der Kapazitat Null stoBt auf keine wesentlichen Schwierigkeίten.

Die in 5 fur jedes n>:2 bewiesenen Satze 8 und 9 fύhren im vorliegenden

Fall zu dem Satz:

SATZ 10. Die (nichtkonstante) Funktion w sei holomorph in C2 und geniige der

Ungleichung (6. 1). Es bezeichne Eo die Menge der Nullstellen a von w in C2 und E

die (hδchstens abzdhlbare) Menge der Randpunkte ζ von C2 mit der Eigenschqft

(6. 5) -α(ζ)
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Dann gilt die Ungleichung

Wegen

z—a
l-άz

{—.^-(l-

kann (DINGHAS [5]) diese Ungleichung auch in der Form

(6.7)

mit

A= Σ
ζ<Ξ.E

geschrieben werden. Daβ A endlich sein muB, ist mit Rucksicht auf die

gemachte Voraussetzung, w^Konstante, selbstverstandlich und bedarf hier

keiner weiteren Erlauterung.

Der Fall einer in Cn superharmonischen Funktion, die fur jeden Randpunkt

tfiT^tfo (ll»ill = ll»oll=l) v o n Cn der Ungleichung

(6.8)

genίigt, fΐihrt durch Heranziehung der Funktion — u zu einigen Satzen, von

denen wohl der interessanteste der klassische Satz von Julia-Wolff-Caratheodory

sein dϋrfte.

SATZ 11. Es set u superharmonisch in Cn und geniige dort der Ungleichung (6.8).

Man definiere ω und Γσ durch (4. 11) bzw. (4. 12) und setze

(6. 9) D(σ, «)= inf

Dann ist D im Sinne der Ungleichung

(6. 10) ^

1 1

konkav in bezug auf σn, und es gilt die Ungleichung

(6.11) « Ϊ J

mit
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)= lim D(σ,u) {0<D(xQ)< +00) .

Die Heranziehung der in C2 holomorphen Funktion w, die dort der Unglei-

chung (6. 1) genugt, fύhrt, indem man u gleich

ίΓ'ϋls (Cfest, |ζ| = D

nimmt, direkt zu dem Julia-Wolff-Caratheodoryschen Satz. In der Tat liefert

(6. 11) die Ungleichung

12Ϊ l-\w(z)\2

|ζ-z|

mit 0 ^ D ( ζ ) < + o o . Die Bedingungen dafiir, daβ D(ζ)>0 ist (die eigentlich

den Inhalt des Satzes von JULIA-WOLFF-CARATHEODORY ausmachen),

werden uns hier insofern nicht beschaftigen, als die Arbeit von CARATHEO-

DORY, sofern man (6. 12) zugrundelegt11), das gesamte Beweismaterial in

groBer Ausfuhrlichkeit liefert.

7. OfFene Fragen. Die in den Nummern 43 5 und 6 gegebenen Anwen-

dungen der allgemeinen Satze 3, 4 und 5 konnten vermehrt werden, wenn

man neben dem Nachweis der Exίstenz einer Grundlδsung von (1. 2) noch

den Existenzbeweis einer der Evans-Selbergschen Kapazitatsfunktion von

(1. 6) entsprechenden Funktion von (1. 2) erbringen kόnnte. Dabei wurde

es sich um Lδsungen von (1-2) in G handeln, die bei Annaherung an eine

kompakte Teilmenge K des Randes Γ von G gegen +°° strebt, wahrend sie auf

Γ—K die Randwerte Null haben. Die vorhin zitierte Note von de la Vallee

Poussin sei hier nochmals erwahnt. Selbstverstandlich braucht man, um

konkretere Resultate zu erzielen, nicht bloβ die Existenz solcher Funktionen zu

erbringen, sondern noch deren ausdrucksmaβige Beherrschung. Zur Zeit

kδnnte man solche Uberlegungen hδchstens fur die von PICARD (PICARD

[1]) erstmalig studierten partiellen Differentialgleichungen vom elliptischen

Typus in der kanonischen Form

Σ akuXk+cu

mit analytischen Koeffizienten und fur die Dimension n = 2 anstellen12). Im

allgemeinen Fall jedoch sind die Schwierigkeiten, auf die man schon bei der

Konstruktion der Greenschen Funktion stόβt, so groβ, daβ die Hoffnung
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eines weiteren Vordringens auf diesem Wege mehr oder weniger gering

erscheint.-

FUBNOTEN

1) Zur allgemeinen Orientierung vgl. man COURANT [1], S. 320 ff.
2) Courant [1], S. 326.

3) Diesse Fassung des HOPFSCHEN Maximumprinzips ist scharfer als die entsprechende
Formulierung bei COURANT (COURANT [1], S. 326).

4) Die hier zugrundegelegte Definition der subharmonischen Funktion ist allgemeiner
als diejenige bei COURANT (COURANT [1], S. 342).

5) Fur die Differentialgleichung (1.6) sowie fur samtliche elliptischen Differentialglei-
chungen mit c=0 kann als u2 die Konstante 1 genommen werden.

6) DE LA VALLEE POUSSIN [1].
7) Die Literatur uber den Phragmen-Lindelόfschen Satz ist sehr groB. Was der Leser

an Zusammenhangen braucht, findet er in: DINGHAS [1], [3], [4] und [6].
8) Zur Begriffsbildung vgl. man neben COURANT (COURANT [1]) noch das historisch

wertvolle Buch von PI CARD (PI CARD [1]). Allgemein kann man jede Losung von
(1.2) in einer punktierten Umgebung von a, die bei Annaherung an a gegen +oo
konvergiert, als eine Grundlosung von (1.2) bezeichnen. Diese ist dann bis auf eine
multiplikative Konstante definiert.

9) Man vgl. DINGHAS [2], [4] und [6].
10) Man vgl. BLASCHKE [1].
11) Neben CARATHEODORY [1] vgl. man JULIA [1] und WOLFF [1], [2]. Daruber

hinaus auch TSUJI [η und [2] sowie DINGHAS [1] und [2].
12) Man vgl. etwa PICARD [1] sowie COURANT [1].
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