
W. Klingenberg
Nagoya Math. J .
Vol. 69 (1978), 107-116

UBER DEN INDEX GESCHLOSSENER GEODATISCHER

AUΓ FLACHEN

WILHELM KLINGENBERG*

1. Wir betrachten geschlossene Geodatische c = (c(t), 0 < t < 1) auf
Flachen. Der Einfachheit halber nehmen wir an, daβ die Flache kom-
pakt ist, obwohl diese Annahme nur fΐir einen Teil unserer Unter-
suchungen, insbesondere die Existenzsatze, notwendig ist. Die Geodatische
c besitzt einen Index es ist dies die maximale Anzahl von Parametern,
mit der man Variationen von c bilden kann, die samtlich aus kϋrzeren
Kurven bestehen. Dabei sei hier vorausgesetzt, daβ die geschlossene
Geodatische c nicht-entartet ist.

Die geschlossene Geodatische c bestimmt eine periodische Bahn fur
den geodatischen FluB auf dem Tangentialbϋndel der Flache. Bezeichne
mit Pc oder einfach P die (lineare) Poincare-Abbildung dieser Bahn. P
wird durch eine (2,2)-Matrix mit der Determinante 1 reprasentiert. Daβ
c nicht-entartet ist, ist gleichwertig damit, daβ 1 nicht Eigenwert von
Pc ist. Eine nicht-entartete Geodatische c heiBt elliptisch oder hyper-
bolisch, jenachdem die Eigenwerte von Pc den Betrag 1 oder Φ 1 besitzen.

Sei k die Anzahl der konjugierten Punkte auf c. k ist also die
Anzahl der Nullstellen eines Jacobifeldes Γ(t) langs c(t) mit Γ(0) = 0,
FΓ(0) Φ 0 im Intervall ]0,1[. Wie wir unten sehen werden, ist fiir ellipti-
sche Geodatische k unabhangig von der Wahl des Anfangspunktes auf c,
wahrend bei hyperbolischen Geodatischen dies nicht zu gelten braucht.

Schlieβlich unterscheiden wir bei einer geschlossenen Geodatischen c
noch, ob sie orientierbar ist oder nicht. Im ersten Falle ist der durch
c bestimmte Flachenstreifen ein Zylinderband, im zweiten ein Mδbiusband.
Es ist klar, daβ es auf einer orientierbaren Flache nur orientierbare
geschlossene Geodatische gibt. Dagegen existieren auf einer nicht-orientier-
baren Flache auch nicht-orientierbare geschlossene Geodatische.
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2. Fur elliptische Geodatische beweisen wir den folgenden

SATZ 1. Sei c eine nicht-entartete periodίsche elliptische Geodatische
auf einer Flache. Sei k die Anzahl dev konjugierten Ptinkte auf c.

Wenn c orientίerbar ist, so hat c den Index k + 1 oder k, jenachdem
ob k gevade odev ungevade ist.

Wenn c nicht ovientievbav ist, so hat c den Index k odev k + 1,
jenachdem ob k gevade odev ung evade ist.

FOLGERUNG 1.1. Die Anzahl dev konjugievten Punkte auf einev nicht-
entavteten elliptischen Geoddtischen ist unabhdngig von dev Wahl des
Anfangspunktes.

FOLGERUNG 1.2. Auf einev ovientievbav en Flache haben nicht-entavtete
elliptische Geodatische stets ungevaden Index.

Wir erinnern an die bekannte Tatsache, daβ jede Klasse frei-homo-
toper geschlossener Kurven, die nicht die Punktkurven enthalt, auch
Kurven minimaler Lange enthalt; solche sind (bis auf die Parameteri-
sierung) geschlossene Geodatische vom Index 0. Damit formulieren wir

FOLGERUNG 1.3. Sei c eine geschlossene Geodatische minίmalev Ldnge
in einev Klasse fveί-homotopev Kuvven. Wenn c ovientievbav ist (ίnsbeson-
dere also, wenn die Flache ovientievbav ist), so ist c hypevbolisch odev
entavtet. Sdmtliche Όbevlagevungen von c haben den Index 0.

Insbesondere besitzt somit jede orientierbare Flache vom Geschlecht
> 0 geschlossene Geodatische vom schwach-hyperbolischen Typ. Dies gilt
aber ganz allgemein fur geschlossene Flachen:

FOLGERUNG 1.4. Auf jeder geschlossenen Flache existieven geschlos-
sene Geodatische, die entwedev entavtet odev hypevbolisch sind.

3. Bemevkungen. 1. Beispiele fur elliptische und hyperbolische
geschlossene Geodatische liefern die Ellipsen auf dem 3-achsigen Ellipsoid,
vgl. auch Morse [Mor2], p. 314.

2. Sei M eine orientierbare geschlossene Flache vom Geschlecht > 1.
Bezeichne mit M die universelle Uberlagerung von M und mit γ ein
Element Φ 1 der Gruppe Γ dar Decktransformationen, die auf M frei-
isometrisch operiert, so daβ M = M/Γ. Es gibt dann auf M vollstandige
Geodatische c, die invariant sind unter γ und bei denen der Abstand
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zwischen c(0) und γc(O) minimal ist:

), γc(O)) < d(p, γp) , fur alle p e l ,

vgl. [K4]. Die Folgerung 1.3 impliziert, daβ auch fiir alle Potenzen γq

von γ gilt: d(c(O),γqc(O)) < d(p,γqp). Damit gehόren diese c zu den von
Morse [Mor 1], p. 53 gefundenen periodischen Geodatischen ("boundary
periodic geodesies").

Wahrend gemaβ Folgerung 1.4 auf einer geschlossenen Flache stets
schwach-hyperbolische Geodatische existieren, ist die Existenz von schwach-
elliptischen Geodatischen sicherlich vom Geschlecht der Flache abhangig:
Jedenf alls sind auf einer Flache negativer Krummung (was fiir orientierbare
Flachen bekanntlich impliziert, daβ das Geschlecht > 1 ist) alle geschlos-
senen Geodatischen hyperbolisch, vgl. [K3]. Dagegen scheint es sicher,
daβ es auf dem Torus und der Sphare bei beliebiger Metrik stets schwach-
elliptische Geodatische gibt. Im Falle der Sphare stellen wir uns einen
Beweis dieser Behauptung f olgendermaβen vor: Betrachte Def ormationen
der Metrik des 3-achsigen Ellipsoids. Wir nehmen an, daβ eine beliebige
Metrik auf S2 approximiert werden kann durch solche Deformationen,
bei denen nur endlich viele der generischen Bifurkationen von Meyer
[Me] vorkommen. Da wir aus Satz 1 wissen, daβ elliptische Geodatische
ungeraden Index besitzen, und da ϋberdies der Raum der geschlossenen
Kurven auf S2 den bekannten 1-Zykel bestehend aus den zu einem
Groβkreis parallelen Kreisen enthalt, der Anlaβ gibt zu einer geschlos-
senen Geodatischen vom Index 1, so kann man die behauptete Existenz
einer elliptischen Geodatischen erschlieβen. Der Index dieser Geodatischen
kann allerdings nicht a priori nach oben abgeschatzt werden.

Schon Poincare [Po] hat die Existenz einer elliptischen Geodatischen
auf einer analytischen konvexen Flache behauptet. Allerdings scheint
uns sein Beweis unvollstandig zu sein. In jedem Falle ist die Existenz
einer elliptischen Geodatischen von groβem Interesse: Birkhoff [B], p.
186, hat gezeigt, daβ solche vom allgemeinen stabilen Typ (und solche
existieren generisch, wenn es ΐiberhaupt stets schwach-elliptisch geschlos-
sene Geodatische gibt) die Existenz von unendlich vielen weiteren
geschlossenen Geodatischen implizieren. Nach Moser [Mos] besitzt die
abgeschlossene Hϋlle des Raumes der periodischen Anfangsrichtungen
dann sogar ein positives Maβ.

4. Wir kommen jetzt zum Beweis von Satz 1. Bezeichne mit Y(t)
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ein Jacobifeld langs c(t) mit Y(0), |FY(0)| = 1. Setze c(ί)/\έ(f)\ = E0(f),
FY(0) = EM- Definiere EM, 0 < ί0 < 1, durch Parallelverschiebung
von £7j(0) langs c| [0, ί0], Dann ist £Ί(1) — ±£^(0), jenachdem ob c orient-
ierbar ist oder nicht.

Wir betrachten die durch φtc(O) — c(t), 0 < t < 1, gegebene period-
ische Bahn des geodatischen Flusses auf TM. Da wir von c nicht voraus-
gesetzt hatten, daβ es prim ist, kann es ein ganzes q > 1 geben so, daβ
6(1/q) = (5(0). Das heiBt, 1 braucht nicht die kleinste Periode der Bahn
φtc(O), teR, zu sein.

Langs φtέ(O) wahlen wir ein begleitendes orthonormales 2-Bein von
der Gestalt Eλ(t) = (Etf), 0) = horizontaler Vektor uber Ex(t) und E2(t) =
(0,^(0) - vertikaler Vektor uber ^( ί) in ψtόφ). Die Vektoren J5Ό(ί) =
(EQ(t), 0), jδΊ(ί), ^ ( 0 spannen den Tangentialraum an die 3-dimensionale
Untermannigfaltigkeit {XeTM;\X\ = |c|} von TM auf; diese Unterman-
nigfaltigkeit enthalt die periodische Bahn φtc(O).

Oίfenbar gilt 2 (̂1) = ±^(0), i = 1,2, jenachdem ob c orientierbar
ist oder nicht.

Einem Jacobifeld Xit) langs c(t) entspricht das 0rinvariante Vektor-
feld Xit) = (Xit), FX(t)), wo X(t), FX(t) die horizontal bzw. vertikale
Komponente von X(t) sind. Wenn wir also X(t) = x(t)E1(t) schreiben,
so ist

X(t) - x(t)Eλ(t) + x(t)E2(t) .

Seien X(t), Ϋ(t) das Fundamentalsystem von Jacobifeldern, d. h.,
(X(0), Ϋ(0)) = CEΊ(O), E2(0)). Die Poincare-Abbildung Pc ist gegeben durch

Die Matrixdarstellung von P = Pc lautet also

(a b\ = +ίx(l) y(l)\
\c d) ~W) yd))

mit dem + oder — Zeichen, jenachdem ob c orientierbar ist oder nicht.

5. Wir definieren mit Hilfe von Ϋ(t) das ^rinvariante Vektorfeld
Z(t) durch

Z(t) = (P- id)"1 Ϋ(t).

Fixr jede Nullstelle ί0 = 0 < < ίΛ < 1 von Y(ί) erklaren wir ein
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periodisches Vektorfeld ζ/£) langs c(t) durch

(Z(t + 1) 0 < t < tj

U(ί) tj < t < 1.

Also

•G

Sei D2E(c) die Indexform auf dem Raum TCΛM der periodischen iϊ1-

Vektorfelder langs c. Die Bezeichnungen sollen daran erinnern, daβ

dies die Hessische der diff erenzierbaren Funktion E: AM —> R auf dem

Raum AM der ff-Abbildungen c* : S —> M ist, berechnet in dem kritischen

Punkt c, vgl. [K3]. Es ist also, fur i < j ,

, ζ,) = £ <ΓCι, FCi>(ί) - <R(ζi, c, c),

J-sr

wobei wir in der letzten Gleichung die Unabhangigkeit von t des Aus-

drucks <VY(t), Z(ί)> - <Y(t), PZ(t)> benutzt haben.

Wir bestimmen s(0) aus der Gleichung

(P - id)Z(0) = Ϋ(0)

und finden

= -&/(2 - α - d) , & = ±y(X) ,

mit dem + oder — Zeichen, jenachdem ob c orientierbar ist oder nicht.

Da c elliptisch ist, ist Spur Pc < 2, also 2 — α — cZ > 0.

Die fc + 1 Vektoren ζ̂  , 0 < j < k, sind linear unabhangig. Sie span-

nen einen Unterraum U von TCAM auf. Mit TJr bezeichnen wir den von

den k linear unabhangigen Vektoren ηd = ζ3 — ζo> 1 < / < >̂ auf gespann-

ten Raum.

Aus den vorstehenden Rechnungen ergibt sich: D2E(c) \ TJf = 0. Falls

y(X) > 0 und c orientierbar, so ist sogar D2E(c) | U < 0 (negativ semi-

deίinit). Falls τ/(l) < 0 und c nicht-orientierbar, so gilt das gleiche.

Beachte nun, daβ der Index einer nicht-entarteten geschlossenen Geo-

datischen c mindestens so groβ ist wie die Dimension eines Unterraums
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V von TCΛM mit D2E(c)\V < 0. Wir haben also gezeigt: Falls c orien-
tierbar (nicht-orientierbar) und yil) > 0 (y(ϊ) < 0), so ist Index c > k + 1.
Falls dagegen i/(l) < 0 (y(l) > 0), so ist Index c > k.

6. Sei weiterhin c eine nicht-entartete elliptische geschlossene Geo-
datische. Wenn k die Anzahl der konjugierten Punkte auf c ist, so
bedeutet dies: Das Vektorfeld fit) = (Y(ί), FΓ(ί)) trifft im Intervall ]0,1]
k Mai die vertikale Gerade {E2(t)}. Wenn Ϋ(t0) e{E2(t0)}y d.h., Ϋ(t0) =
y{to)E2(to), so Ϋ(ί0) = yiQE^Q, wie aus den Jacobigleichungen folgt. Das
heiBt, der Schnitt von F(ί) mit der vertikalen Geraden verlauft stets
transversal im Uhrzeigersinn.

Sei c orientierbar dann ist {yil), y(ΐ)) Φ (0,1). Wenn k ungerade
ist, so muβ also Ϋ(ΐ) in der linken Halbebene {x^φ) + x2E2(0) xx < 0}
liegen, d.h. y(T) < 0. Wenn dagegen k gerade ist, so ist y(l) > 0—beachte,
daβ (y(X),y(l)) - (0, -1) zulassig ist.

Sei c nicht-orientierbar; dann ist (y(l)9y(l)) Φ (0, —1). Wenn k un-
gerade ist, so gilt y(ΐ) < 0; fur gerades k ist dagegen y(l) > 0.

Damit haben wir gezeigt, daβ der Index von c mindestens so groβ
ist, wie in dem Satz 1 behauptet wird. Es bleibt nachzuweisen, daβ der
Index nicht grδβer als die angegebenen Zahlen sein kann. Wie man sich
leicht ϋberlegt, lauft dies darauf hinaus nachzmveisen, daβ die Unterraume
U bzw. U' nicht urn ein Element ξ e TCΛ, ξ Φ 0, erweitert werden konnen,
fur das gilt:

(i) D2E(ξ,ξ)<0

(ii) D2E(ζp ξ) - 0, 0 < j < k.
Die Bedingung (ii) bedeutet:

0 - D*E(cXζj9ξ) = <FΓ(ίΛ £(**)>•

Das heiβt, ξ(t) verschwindet an den Nullstellen von Y(t). Wir konnen
also annehmen: ξ(t) = w(t)Y(f) mit differenzierbarem wit). Eine elemen-
tare Rechnung, bei der ξ(0) = ξil) = 0 verwendet werden, liefert mit (i):

0 > D2E{ξ, ξ) = Γ w{t)2\Y(t)\2 dt + Γ JL<WFY, ivY}(t)dt
Jo Jo dt

= [ w{ty\Y{t)fdt.
J o

Also wit) = 0, w(t) = ^o = const. Aus w0Ϋ(0) = (f (0), f (0)) = (f (1), f (1)) =
IVQΫ(X) folgt f = 0. Damit ist Satz 1 bewiesen.
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7. Die Folgerungen 1.1 und 1.2 sind unmittelbar klar. Zum Be-
weis von 1.3 bemerken wir: Da c minimale Lange besitzt, ist Index
c = 0. Da c orientierbar ist, muβ nach Satz 1 c entweder hyperbolisch
nicht-entartet sein oder entartet. Im ersten Falle folgt aus dem Index-
satz fur hyperbolische Geodatische, siehe Folgerung 2.1 unten oder [Kl] :
Index cq = g Index c = 0. Im zweiten Fall gibt es ein periodisches
Jacobifeld Ϋ(ί) = (Y(ί), FY(t)) langs c(ί). Wegen Index c == 0 und c orien-
tierbar kann Ϋ(t) fur kein t die vertikale Gerade {.ÊOO} treffen, d.h.,
Y(t) Φ 0 fur alle ί. Sei f = f(ί) periodisches Vektorfeld langs c«(ί) = cfaί).
Dann gilt f (ί) = w(ί)Yβ(ί) mit Yβ(ί) = Y(qt). Wie oben liefert die Bedin-
gung 0 > D2E(cq)(ξ, ξ): f = u>0Yq(t), d.h., feNullraum D2E(cq), d.h., In-
dex c* = 0.

Die Behauptung aus Folgerung 1.4 ist wegen 1.3 jedenfalls richtig
fur orientierbare Flachen vom Geschlecht > 0. Wenn die Flache vom
Geschlecht Null, also vom Typ der Sphare S2 ist, so gibt es eine gesch-
lossene Geodatische c, an der ein Zykel der Dimension 2 hangen bleibt,
vgl. Lusternik und Schnirelmann [LS] order [K3], Chap. II. Wenn c
nicht-entartet ist, so ist Index c = 2, nach Satz 1 ist daher c hyper-
bolisch. Wenn die betrachtete geschlossene Flache M nicht orientierbar
ist, so gehen wir zur orientierbaren 2-fachen Uberlagerung iiber; eine
hierauf gefundene schwach-hyperbolische Geodatische projiziert sich auf
eine ebensolche auf M.

8. Wir erganzen unseren Satz 1 ϋber den Index einer elliptischen
geschlossenen Geodatischen durch einen Satz ίiber den Index einer hyper-
bolischen geschlossenen Geodatischen. Unser Satz kann aus einem Satz
in [Kl] ίiber hyperbolische geschlossene Geodatische auf Mannigfaltig-
keiten beliebiger Dimension abgelesen werden.

Zunachst bemerken wir, daβ eine nicht-entartete hyperbolische Geo-
datische c = (c(ί), 0 < t < 1) auf einer Flache ein sogenanntes stabiles
Jacobifeld Ys(t) besitzt. Dies ist charakterisiert durch die Eigenschaft:
Ϋ,(ΐ) = PΫ9(P), mit \p\ < 1, Ϋs(t) = (Y,(ί), FYs(t)). Vgl. hierzu [K 1], [K 2],
[K3]. Damit gilt nun

SATZ 2. Sei c eine hyperbolische geschlossene Geodatische, Dann ist
Index c gleich der Anzahl der Nullstellen des stabilen Jacobifeldes langs c.

FOLGERUNG 2.1. Fur eine hyperbolische geschlossene Geodatische c
ist Index cq = q-Index c.
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FOLGERUNG 2.2. Fur eίne hyperbolίsche geschlossene Geoddtίsche ίst

der Index gleich der Maxίmalzahl konjugierter Pitnkte von c(t0) in ]t0,

t0 + 1], fur alle mδglίchen Wahlen des Anfangspunktes £0. Dieses Max-

imum wird ίnsbesondere fur dίejenίgen ί0 e [0,1] angenommen, in denen

das stabile bzw. das unstabίle Jacobίfeld eίne Nullstelle besitzt. Es sind

dies gleίchzeίtίg dίejenίgen t0, in dem c(t0 + 1) konjugiert ίst zu c(t0).

FOLGERUNG 2.3. Seίen p, 1/p, \p\<l, die Eίgemverte der Poίncare-

Abbildung Pc einer hyperbolischen geschlossenen Geodatischen. Dann

ist Index c gerade genau denn, wenn entweder c orientierbar ίst und

p > 0, oder c nicht-orientίerbar und p < 0.

9. Zum Beweis von Satz 2 betrachten wir das bis auf einen kon-

stanten Faktor Φ 0 festgelegte stabile ^-invariante Feld Ϋ8(t) = (Yβ(ί),

FYs(t)) langs φtέ(O). Falls Ys(t) Φ 0 fur alle ί, so ergibt sich genau wie

in (7), daβ Index c = 0.

Nimm jetzt an: Ys(t0) = 0, d.h., Ϋs(tQ) gehδrt zur vertikalen Geraden

{E2(tQ)}. Sei k - 1 die Anzahl der Nullstellen von Ys(t) fur ί0 < t < t0 + 1.

k ist also die im Satz 2 genannte Zahl. Ahnlich wie in (5) betrachten

wir ein Jacobifeld Z(f), das durch Z(t) = (P — id)"1 Ϋ8(f) bestimmt ist.

Wegen PΫ8 = PΫ8 ist offenbar Z=Ϋ8/(p-l). Fur jede der k Nullstellen

tQ < < tk_1 von Ys(ί) erklaren wir ein periodisches Vektorfeld ζ0, ,

CA_! wie in (5). Wie dort ίinden wir fur D2E(cXζίyζj) = <FY5fe), Z(y>

= 0, da Z(ίi) = Y,(ίi)/(/o - 1) = 0. Das heifit, die Indexform ver-

schwindet identisch auf dem von den ζj aufgespannten fc-dimensionalen

Raum, also Index c > k. Das = -Zeichen ergibt sich ebenso wie in (6).

Damit ist Satz 2 bewiesen.

Die Folgerung 2.1 ergibt sich unmittelbar aus Satz 2: Wenn cq(t)

= c(qt) die g-fache Uberlagerung von c(ί) ist, so ist Y«(ί) = Yβ((?ί) ein

stabiles Jacobifeld langs c(gί). Jeder Nullstelle ί0 von Yβ(ί0) entsprechen

die g Nullstellen pίo/^? q = 1, - -,q, von Y?(*o).

Zum Beweis der Folgerung 2.2 bemerken wir, daβ der Sturmsche

Satz uber die Trennung von Nullstellen linear unabhangiger Losungen

der Jacobigleichung (vgl. [K4]) impliziert: Wenn Ys(t) k > 0 Nullstellen

in ]0,1] besitzt, so ist die Anzahl der konjugierten Punkte von c(ί0) in

]ί0, ί0 + 1] hδchstens gleich k. Wenn Y(£) ein nicht-triviales Jacobifeld

mit Y(ί0) = Y(tQ + 1) = 0 ist, so ist oίfenbar Ϋ = (Y, FY) Eigenvektor

von P. Das heiBt, Ϋ = ? s oder Yw, wo PΓW = (l/p)Ϋu, d.h., Yw ist das
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in stabile Jacobifeld. In jedem Falle ist die Anzahl der konjugierten
Punkte von c(t0) in ]t0, t0 + 1] genau gleich dem Index von c. Wenn
dagegen Y(t0) = 0, Y(tQ + 1) Φ 0, so kann die Anzahl der konjugierten
Punkte von c(t0) in ]ί0, ί0 + 1[ die Werte k oder k — 1 annehmen, fc =
Index.

Beim Beweis der Folgerung 2.3 beschranken wir uns auf den Fall,
daβ c orientierbar ist. Aus Ϋ,(l) = pΫs(0) folgt: Die Anzahl der Schnitte
von Ϋs(t) mit der vertikalen Geraden f ur t e ]0,1] ist gerade oder un-
gerade, jenachdem ob p > 0 oder p < 0 ist. Im Falle p < 0 gibt es also
ein ί0 mit Ys(t0) = 0, und es gibt dann noch eine gerade Anzahl k — 1 > 0
von Nullstellen von Ys(t) in ]ί0, t0 + 1[. Also Index c = k ungerade. Im
Falle p > 0 ist entweder Ys(t) Φ 0 fΐir alle t, also Index c = 0. Oder sonst
gibt es ί0 mit Γs(£0) = 0 und noch k — 1 weitere Nullstellen von Ys(ί) in
]ί0, ί0 + 1[. Nach Satz 2 ist dann Index c — k gerade.

10. Als einfache Anwendung von (2.1) beweisen wir noch zum
Schluβ die Existenz einer geschlossenen elliptischen Geodatischen auf einer
konvexen Flache mit fixpunktfreier Involution. Auf das groβe Interesse,
welches der Existenz elliptischer geschlossener Geodatischer zukommt,
hatten wir bereits in Abschnitt (3) hingewiesen.

SATZ 3. Seί M eine geschlossene Flache posίtίver Krummung mit
einer fixpunktfreien isometrίschen Involution J: M -*M. Dann existiert
auf M eine schwach-elliptische geschlossene Geoddtische vom Index 1.

Zum Beweis betrachten wir auf der projektiven Ebene M/J eine
geschlossene Geodatische c0 minimaler Lange in der Klasse der nicht-
nullhomotopen geschlossenen Kurven. c0 ist nicht orientierbar. Bezeichne
mit c die zweifache Uberlagerung von c0, betrachtet als geschlossene Geo-
datische auf M. Wir wollen zeigen, daβ c entartet ist oder elliptisch
und vom Index 1.

In der Tat, da die Krummung auf M positiv ist, ist Index c > 0.
Andererseits ist Index c0 = 0. Wegen (2.1) kann also c = c2

0 nicht hyper-
bolisch sein.

Betrachten wir zunachst den Fall, daβ c nicht-entartet ist. Da c0

den Index 0 hat, enthalt es keine konjugierten Punkte im Innern. Also
kann auch c hochstens einen konjugierten Punkt im Innern besitzen. Aus
Satz 1 folgt damit: Index c = 1.

Wenn dagegen c entartet ist, so ist auch c0 entartet: Den Jacobifel-
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dern Ϋ0(t) langs co(ί) entsprechen die Jacobifelder Ϋ(t) = Ϋ0(2t) langs c(ί)

= co(2ί). Speziell gibt es also X0(ί) - x^E^t) + xQ(t)E2(t) mit (αo(l), άo(l))

= — (̂ o(0)> *o(O)). #0(£) besitzt also eine Nullstelle, und wir kδnnen an-

nehmen, daβ diese bei 0 liegt.

Fur das Jacobifeld Kit) = X0(2t) langs c(ί) gilt also: X(0) = Z(l/2)

= 0. Wenn wir das periodische Vektorfeld ζ langs c erklaren durch

C ( ί ) " l 0 ;
so ist D2E(c)(ζ, 0 = 0, ζ nicht im Nullraum von D2£;(c). Also Index c > 1.

Wegen Index c0 = 0 besitzt Xit) keine weiteren Nullstellen in [0,1/2].

Ebenso wie in (6) folgt daher fur ein periodisches Vektorfeld ξ langs c

aus D2E{c){ζyξ) = 0 und D2E(c)(ξ,ξ) <O:ξ(t) = ιv0X(t), d.h., f gehδrt zum

Nullraum von D2E(c). Also ist Index c = 1.

Zusatz bei der Korrektur. Die Resultate dieser Arbeit finden sich

z.T. schon bei Hedlund [He].
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