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UBER DEN INDEX GESCHLOSSENER GEODATISCHER
AUF FLACHEN

WILHELM KLINGENBERG*

1. Wir betrachten geschlossene Geodéitische ¢ = (¢(f), 0 <t < 1) auf
Fliachen. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dafl die Fliche kom-
pakt ist, obwohl diese Annahme nur fiir einen Teil unserer Unter-
suchungen, insbesondere die Existenzsitze, notwendig ist. Die Geoditische
¢ besitzt einen Index; es ist dies die maximale Anzahl von Parametern,
mit der man Variationen von ¢ bilden kann, die simtlich aus kiirzeren
Kurven bestehen. Dabei sei hier vorausgesetzt, daB die geschlossene
Geodéatische ¢ nicht-entartet ist.

Die geschlossene Geoditische ¢ bestimmt eine periodische Bahn fiir
den geoditischen Flufl auf dem Tangentialbiindel der Fliche. Bezeichne
mit P, oder einfach P die (lineare) Poincaré-Abbildung dieser Bahn. P
wird durch eine (2, 2)-Matrix mit der Determinante 1 reprisentiert. DaB
¢ nicht-entartet ist, ist gleichwertig damit, daB 1 nicht Eigenwert von
P, ist. Eine nicht-entartete Geoditische ¢ heiBt elliptisch oder hyper-
bolisch, jenachdem die Eigenwerte von P, den Betrag 1 oder = 1 besitzen.

Sei k die Anzahl der konjugierten Punkte auf c¢. k ist also die
Anzahl der Nullstellen eines Jacobifeldes Y(t) lings c(f) mit Y(0) = 0,
VY () = 0 im Intervall ]J0, 1[. Wie wir unten sehen werden, ist fiir ellipti-
sche Geoditische k& unabhingig von der Wahl des Anfangspunktes auf c,
wahrend bei hyperbolischen Geoditischen dies nicht zu gelten braucht.

SchlieBlich unterscheiden wir bei einer geschlossenen Geoditischen ¢
noch, ob sie orientierbar ist oder nicht. Im ersten Falle ist der durch
¢ bestimmte Flichenstreifen ein Zylinderband, im zweiten ein Moébiusband.
Es ist klar, daB es auf einer orientierbaren Fliche nur orientierbare
geschlossene Geodéitische gibt. Dagegen existieren auf einer nicht-orientier-
baren Fliache auch nicht-orientierbare geschlossene Geoditische.

Received December 8, 1976.
* Die Arbeit entstand wiahrend eines Gastaufenthaltes an der fiir ihre geometrische
Tradition bekannten Universitit Graz.

107



108 WILHELM KLINGENBERG

2. Fir elliptische Geodétische beweisen wir den folgenden

SATZ 1. Sei ¢ eine nicht-entartete periodische elliptische Geodiitische
auf einer Fliche. Sei k die Anzahl der konjugierten Punkte auf c.

Wenn ¢ orientierbar ist, so hat ¢ den Index k 4+ 1 oder k, jenachdem
ob k gerade oder ungerade 1st.

Wenn ¢ nicht orientierbar ist, so hat ¢ den Index k oder k + 1,
jenachdem ob k gerade oder ungerade ist.

FOLGERUNG 1.1. Die Anzahl der konjugierten Punkte auf einer nicht-
entarteten elliptischen Geoddtischen ist unabhingig von der Wahl des
Anfangspunktes.

FOLGERUNG 1.2. Auf einer orientierbaren Fliche haben nicht-entartete
elliptische Geoddtische stets ungeraden Index.

Wir erinnern an die bekannte Tatsache, dafl jede Klasse frei-homo-
toper geschlossener Kurven, die nicht die Punktkurven enthilt, auch
Kurven minimaler Linge enthilt; solche sind (bis auf die Parameteri-
sierung) geschlossene Geoditische vom Index 0. Damit formulieren wir

FOLGERUNG 1.3. Set ¢ eine geschlossene Geoddtische minimaler Linge
n einer Klasse frei-homotoper Kurven. Wenn ¢ orientierbar ist (insbeson-
dere also, wenn die Fliche orientierbar ist), so ist ¢ hyperbolisch oder
entartet. Simtliche Uberlagerungen von ¢ haben den Index 0.

Insbesondere besitzt somit jede orientierbare Flidche vom Geschlecht
> 0 geschlossene Geodétische vom schwach-hyperbolischen Typ. Dies gilt
aber ganz allgemein fiir geschlossene Fléichen:

FOLGERUNG 1.4. Auf jeder geschlossenen Fliche existieren geschlos-
sene Geoditische, die entweder entartet oder hyperbolisch sind.

3. Bemerkungen. 1. Beispiele fiir elliptische und hyperbolische
geschlossene Geoditische liefern die Ellipsen auf dem 3-achsigen Ellipsoid,
vgl. auch Morse [Mor 2], p. 314.

2. Sei M eine orientierbare geschlossene Fliche vom Geschlecht > 1.
Bezeichne mit M die universelle Uberlagerung von M und mit y ein
Element # 1 der Gruppe I" dar Decktransformationen, die auf I frei-
isometrisch operiert, so dall M = M /I".  Es gibt dann auf M vollstiandige

Geodatische ¢, die invariant sind unter y und bei denen der Abstand
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zwischen ¢(0) und yé(0) minimal ist:
d(&(0), 76(0) < d(B,1p) ,  fiir alle pe M,

vgl. [K4]. Die Folgerung 1.3 impliziert, dall auch fiir alle Potenzen 7
von y gilt: d(é(0), y2¢(0)) < d(p, y*p). Damit gehoren diese ¢ zu den von
Morse [Mor 1], p. 53 gefundenen periodischen Geodatischen (“boundary
periodic geodesics”).

Wihrend gemidfB3 Folgerung 1.4 auf einer geschlossenen Fliche stets
schwach-hyperbolische Geodétische existieren, ist die Existenz von schwach-
elliptischen Geodéitischen sicherlich vom Geschlecht der Fliche abhingig:
Jedenfalls sind auf einer Fléiche negativer Kriimmung (was fiir orientierbare
Fliachen bekanntlich impliziert, daB das Geschlecht > 1 ist) alle geschlos-
senen Geoditischen hyperbolisch, vgl. [K 3]. Dagegen scheint es sicher,
daB es auf dem Torus und der Sphire bei beliebiger Metrik stets schwach-
elliptische Geodiatische gibt. Im Falle der Sphire stellen wir uns einen
Beweis dieser Behauptung folgendermaflen vor: Betrachte Deformationen
der Metrik des 3-achsigen Ellipsoids. Wir nehmen an, daB eine beliebige
Metrik auf S? approximiert werden kann durch solche Deformationen,
bei denen nur endlich viele der generischen Bifurkationen von Meyer
[Me] vorkommen. Da wir aus Satz 1 wissen, daB elliptische Geoditische
ungeraden Index besitzen, und da iiberdies der Raum der geschlossenen
Kurven auf S? den bekannten 1-Zykel bestehend aus den zu einem
GroBkreis parallelen Kreisen enthilt, der AnlaB gibt zu einer geschlos-
senen Geoditischen vom Index 1, so kann man die behauptete Existenz
einer elliptischen Geodétischen erschlieBen. Der Index dieser Geodatischen
kann allerdings nicht a priori nach oben abgeschitzt werden.

Schon Poincaré [Po] hat die Existenz einer elliptischen Geoditischen
auf einer analytischen konvexen Fliache behauptet. Allerdings scheint
uns sein Beweis unvollstindig zu sein. In jedem Falle ist die Existenz
einer elliptischen Geoditischen von groBem Interesse: Birkhoff [B], p.
186, hat gezeigt, daB solche vom allgemeinen stabilen Typ (und solche
existieren generisch, wenn es iiberhaupt stets schwach-elliptisch geschlos-
sene Geoditische gibt) die Existenz von unendlich vielen weiteren
geschlossenen Geoditischen implizieren. Nach Moser [Mos] besitzt die
abgeschlossene Hiille des Raumes der periodischen Anfangsrichtungen
dann sogar ein positives MaB.

4. Wir kommen jetzt zum Beweis von Satz 1. Bezeichne mit Y (¢)
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ein Jacobifeld lings c(t) mit Y (0), [FY(0)| = 1. Setze é(t)/|é(t)| = E\(b),
ry) = E,(0). Definiere E.(t), 0 < t, <1, durch Parallelverschiebung
von I,(0) langs ¢]|[0, ¢,]. Dann ist E,(1) = +E,(0), jenachdem ob ¢ orient-
ierbar ist oder nicht.

Wir betrachten die durch ¢,6(0) = é(), 0 <t <1, gegebene period-
ische Bahn des geoditischen Flusses auf 7M. Da wir von ¢ nicht voraus-
gesetzt hatten, daB es prim ist, kann es ein ganzes ¢ > 1 geben so, daf
¢(1/q@) = é(0). Das heifit, 1 braucht nicht die kleinste Periode der Bahn
$:¢(0), te R, zu sein.

Léngs ¢,6(0) wihlen wir ein begleitendes orthonormales 2-Bein von
der Gestalt E’l(t) = (E(®), 0) = horizontaler Vektor tiber E,(t) und (&) =
(0, E,(t)) = vertikaler Vektor tiber E.(f) in ¢,6(0). Die Vektoren E@) =
(E,(®), 0), E‘l(t), E\0) spannen den Tangentialraum an die 3-dimensionale
Untermannigfaltigkeit {X ¢ TM ; |X| = |¢|} von TM auf; diese Unterman-
nigfaltigkeit enthidlt die periodische Bahn ¢,¢(0).

Offenbar gilt F,(1) = +£,(0), i = 1,2, jenachdem ob ¢ orientierbar
ist oder nicht.

Einem Jacobifeld X(¢) langs c(t) entspricht das ¢,-invariante Vektor-
feld X&) = (X(@®),FX®), wo X(), FX(#) die horizontale bzw. vertikale
Komponente von X@®) sind. Wenn wir also X(t) = z(H)E,(¢) schreiben,
go ist

Xt = aE @) + e ED .

Seien X'(t), V() das Fundamentalsystem von Jacobifeldern, d.h.,
(X(0), Y(0)) = (E,0), £,0)). Die Poincaré-Abbildung P, ist gegeben durch

(E,(0), Ey(0) —> (X(D), Y1) .
Die Matrixdarstellung von P = P, lautet also
(a b) _ +(x(1) y(l))
¢ d N 9
mit dem 4+ oder — Zeichen, jenachdem ob c¢ orientierbar ist oder nicht.

5. Wir definieren mit Hilfe von Y(f) das ¢-invariante Vektorfeld
Z(t) durch

Z#) = (P —id) Y@).

Fir jede Nullstelle {, =0<... <{, <1 von Y(¢) erkliren wir ein
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periodisches Vektorfeld £,(¢) lings c¢(f) durch

Zt+1) 0<t<t,

L) = {Z(t) t,<t<l.

Also
Cit7) — &4(8;) =0, Ve, &) — Ve =rY(@R,) .

Sei D?E(c¢) die Indexform auf dem Raum T .AM der periodischen H'-
Vektorfelder lings ¢. Die Bezeichnungen sollen daran erinnern, daf
dies die Hessische der differenzierbaren Funktion F: AM — R auf dem
Raum AM der H'-Abbildungen c*: S — M ist, berechnet in dem kritischen
Punkt ¢, vgl. [K3]. Es ist also, fiir ¢ < 7,

lmwg@=kﬂw@m—@maa@wu

= —[ @+ R, 0,cpwat

+ PC(E7) — V@D, C(E))
= FY (R, Z(t)) = FY(0),Z(0)) = 2(0),

wobei wir in der letzten Gleichung die Unabhingigkeit von ¢ des Aus-
drucks FY(t), Z(t)) — <Y (t),VZ({)> benutzt haben.
Wir bestimmen 2(0) aus der Gleichung

(P — id)Z(0) = Y(0)
und finden
20)=—b/@—a—d), b==+yQ),

mit dem + oder — Zeichen, jenachdem ob ¢ orientierbar ist oder nicht.
Da c elliptisch ist, ist Spur P, <2, also 2 —a —d > 0.

Die k + 1 Vektoren {;, 0 < j <k, sind linear unabhingig. Sie span-
nen einen Unterraum U von T.AM auf. Mit U’ bezeichnen wir den von
den k£ linear unabhéngigen Vektoren 5, ={; — {, 1 < j <k, aufgespann-
ten Raum.

Aus den vorstehenden Rechnungen ergibt sich: D?E(¢)|U’ = 0. Falls
9%(1) >0 und c¢ orientierbar, so ist sogar DE(c)|U < 0 (negativ semi-
definit). Falls y(A) < 0 und ¢ nicht-orientierbar, so gilt das gleiche.

Beachte nun, daB der Index einer nicht-entarteten geschlossenen Geo-
détischen ¢ mindestens so groB ist wie die Dimension eines Unterraums
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V von T, AM mit D*FE(c)|V < 0. Wir haben also gezeigt: Falls ¢ orien-
tierbar (nicht-orientierbar) und y(1) > 0 (y(1) < 0), so ist Index ¢ >k + 1.
Falls dagegen y(1) <0 (y(1) > 0), so ist Index ¢ > k.

6. Sei weiterhin ¢ eine nicht-entartete elliptische geschlossene Geo-
dédtische. Wenn k& die Anzahl der konjugierten Punkte auf ¢ ist, so
bedeutet dies: Das Vektorfeld Y(¢) = (Y(&),FY(#) trifft im Intervall 10, 1]
k Mal die vertikale Gerade {Ey(t)}. Wenn Y(t,)e{E\ ()}, d.h., ¥(t) =
y(to)E’z(to), so Y(t,) = y(to)E'l(to), wie aus den Jacobigleichungen folgt. Das
heiBt, der Schnitt von Y(f) mit der vertikalen Geraden verliuft stets
transversal im Uhrzeigersinn.

Sei ¢ orientierbar; dann ist (y(1),y(Q)) == (0,1). Wenn k ungerade
ist, so muf also ¥(1) in der linken Halbebene {2,E,(0) + z,E,0); z, < 0}
liegen, d.h. y(1) < 0. Wenn dagegen k gerade ist, so ist y(1) > 0 —Dbeachte,
daB (y@), y(1)) = (0, —1) zulédssig ist.

Sei ¢ nicht-orientierbar; dann ist (y(1), (1)) = (0, —1). Wenn k un-
gerade ist, so gilt y(1) < 0; fiir gerades k ist dagegen y(1) > 0.

Damit haben wir gezeigt, dal der Index von ¢ mindestens so grof3
ist, wie in dem Satz 1 behauptet wird. Es bleibt nachzuweisen, daf3 der
Index nicht groBer als die angegebenen Zahlen sein kann. Wie man sich
leicht iberlegt, lduft dies darauf hinaus nachzuweisen, dafl die Unterrdume
U bzw. U’ nicht um ein Element £ e T4, £ + 0, erweitert werden konnen,
fir das gilt:

(i) DEE <0

() DE(C;8) =0,0<7<k.

Die Bedingung (ii) bedeutet:

0= DE()C; &) = FY(Ey, £E)).

Das heiflt, £(¢) verschwindet an den Nullstellen von Y(¢). Wir konnen
also annehmen: £(¢) = w(@®)Y (¢) mit differenzierbarem w(t). Eine elemen-
tare Rechnung, bei der &(0) = &(1) = 0 verwendet werden, liefert mit (i):

0> DEE &) = ﬁ) WP YR dt + j : ._0%@0171/, wY (Ot
- ﬁ WA YOF dt .

Also w(t) = 0, w(t) = w, = const. Aus w,¥(0) = (£(0), £(0)) = (¢(D), &) =
w,Y(1) folgt & = 0. Damit ist Satz 1 bewiesen.
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7. Die Folgerungen 1.1 und 1.2 sind unmittelbar klar. Zum Be-
weis von 1.8 bemerken wir: Da ¢ minimale Linge besitzt, ist Index
¢ = 0. Da c orientierbar ist, muBl nach Satz 1 ¢ entweder hyperbolisch
nicht-entartet sein oder entartet. Im ersten Falle folgt aus dem Index-
satz fiir hyperbolische Geoditische, siehe Folgerung 2.1 unten oder [K 1]:
Index ¢? = ¢q-Index ¢=0. Im zweiten Fall gibt es ein periodisches
Jacobifeld Y(t) = (Y (), PY (%)) lings c¢(t). Wegen Index ¢ = 0 und ¢ orien-
tierbar kann Y() fir kein t die vertikale Gerade {F,(t)} treffen, d.h.,
Y(t) # 0 fiir alle £. Sei & = &(t) periodisches Vektorfeld lings ¢i(t) = c(qt).
Dann gilt &(t) = w@®)Y () mit Y, () = Y(qt). Wie oben liefert die Bedin-
gung 0 > D'E(cD(&,8): & = w, Y, (1), d.h.,, £§e Nullraum DE(c?), d.h., In-
dex ¢? = 0.

Die Behauptung aus Folgerung 1.4 ist wegen 1.3 jedenfalls richtig
fiir orientierbare Flidchen vom Geschlecht > 0. Wenn die Fliche vom
Geschlecht Null, also vom Typ der Sphire S? ist, so gibt es eine gesch-
lossene Geoditische ¢, an der ein Zykel der Dimension 2 hingen bleibt,
vgl. Lusternik und Schnirelmann [LS] order [K 3], Chap. II. Wenn ¢
nicht-entartet ist, so ist Index ¢ = 2, nach Satz 1 ist daher ¢ hyper-
bolisch. Wenn die betrachtete geschlossene Fliache M nicht orientierbar
ist, so gehen wir zur orientierbaren 2-fachen Uberlagerung iiber; eine
hierauf gefundene schwach-hyperbolische Geodétische projiziert sich auf
eine ebensolche auf M.

8. Wir ergidnzen unseren Satz 1 iiber den Index einer elliptischen
geschlossenen Geodétischen durch einen Satz iiber den Index einer hyper-
bolischen geschlossenen Geodétischen. TUnser Satz kann aus einem Satz
in [K1] iiber hyperbolische geschlossene Geoditische auf Mannigfaltig-
keiten beliebiger Dimension abgelesen werden.

Zunichst bemerken wir, dafl eine nicht-entartete hyperbolische Geo-
ditische ¢ = (¢(?),0 <t < 1) auf einer Fliche ein sogenanntes stabiles
Jacobifeld Y, (¢) besitzt. Dies ist charakterisiert durch die Eigenschaft:
Y, (1) = p¥,(0), mit |p] <1, T,(t) = (V(8), PY,(#). Vgl hierzu [K 1], [K 2],
[K3]. Damit gilt nun

SATZ 2. Sei ¢ eine hyperbolische geschlossene Geoddtische. Dann ist
Index ¢ gleich der Anzahl der Nullstellen des stabilen Jacobifeldes lings c.

FOLGERUNG 2.1. Fliir eine hyperbolische geschlossene Geoditische ¢
ist Index c¢? = q-Index c.
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FOLGERUNG 2.2. Fiir eine hyperbolische geschlossene Geoditische ist
der Index gleich der Maximalzahl konjugierter Punkte von c¢(t) in 1t,
t, + 11, fiir alle méglichen Wahlen des Anfangspunktes t,. Dieses Max-
imum wird insbesondere fiir diejenigen t,c[0,1] angenommen, in denen
das stabile bzw. das unstabile Jacobifeld eine Nullstelle besitzt. FEs sind
dies gleichzeitig diejenigen t,, in dem c(t, + 1) konjugiert ist zu c(t,).

FOLGERUNG 2.3. Seien p, 1/p, |p| <1, die Eigenwerte der Poincaré-
Abbildung P, einer hyperbolischen geschlossenen Geodditischen. Dann
ist Index ¢ gerade genoau denn, wenn entweder ¢ orientierbar ist und
o> 0, oder ¢ nicht-orientierbar und p <O0.

9. Zum Beweis von Satz 2 betrachten wir das bis auf einen kon-
stanten Faktor -+ 0 festgelegte stabile ¢,-invariante Feld Ys(t) = (Y (©),
ry () lings ¢,6(0). Falls Y (f) == 0 fiir alle ¢, so ergibt sich genau wie
in (7), daR Index ¢ = 0.

Nimm jetzt an: Y, (t) = 0, d.h., Y.(t,) gehort zur vertikalen Geraden
(Et)}. Sei & — 1 die Anzahl der Nullstellen von Y (t) fiir £, <t < ¢, + 1.
k ist also die im Satz 2 genannte Zahl. Ahnlich wie in (5) betrachten
wir ein Jacobifeld Z(¢), das durch @) = (P — id)™ Y.(t) bestimmt ist.
Wegen PYS = pf’s ist offenbar Z = 178 /(o — 1. Fiir jede der k& Nullstellen
ty < .o <t , von Y () erkliren wir ein periodisches Vektorfeld &, -- -,
&ep wie in (5). Wie dort finden wir fiir D*E(c)(;, ) = VY (t,), Z(t))
=0, da Z(t) = Y(t)/(p— 1 = 0. Das heillt, die Indexform ver-
schwindet identisch auf dem von den {; aufgespannten k-dimensionalen
Raum, also Index ¢ > k. Das = -Zeichen ergibt sich ebenso wie in (6).
Damit ist Satz 2 bewiesen.

Die Folgerung 2.1 ergibt sich unmittelbar aus Satz 2: Wenn ¢4(¢)
= ¢(qt) die g-fache Uberlagerung von c(t) ist, so ist Y4(¢) = Y,(qt) ein
stabiles Jacobifeld langs c¢(qt). Jeder Nullstelle ¢, von Y (¢,) entsprechen
die ¢ Nullstellen pt,/q, ¢ =1, .--,q, von Y4{,).

Zum Beweis der Folgerung 2.2 bemerken wir, dafl der Sturmsche
Satz iiber die Trennung von Nullstellen linear unabhingiger Losungen
der Jacobigleichung (vgl. [K4]) impliziert: Wenn Y, () k > 0 Nullstellen
in 10, 1] besitzt, so ist die Anzahl der konjugierten Punkte von c¢(¢,) in
1te to + 1] hochstens gleich k. Wenn Y(f) ein nicht-triviales Jacobifeld
mit Y(¢,) = Y, + 1) =0 ist, so ist offenbar Y = (V,FY) Eigenvektor
von P. Das heiBt, ¥ = ¥, oder ¥,, wo PY, = (1/p)Y,, d.h., Y, ist das
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in stabile Jacobifeld. In jedem Falle ist die Anzahl der konjugierten
Punkte von c(¢) in lf, ¢, + 11 genau gleich dem Index von ¢. Wenn
dagegen Y(t,) =0, Y(, + 1) = 0, so kann die Anzahl der konjugierten
Punkte von c(t,) in 1, t, + 1[ die Werte & oder & — 1 annehmen, k =
Index.

Beim Beweis der Folgerung 2.3 beschrinken wir uns auf den Fall,
daB ¢ orientierbar ist. Aus Y, (1) = st(O) folgt: Die Anzahl der Schnitte
von Ys(t) mit der vertikalen Geraden fiir t¢]0,1] ist gerade oder un-
gerade, jenachdem ob p >0 oder p <0 ist. Im Falle p <0 gibt es also
ein ¢, mit Y (¢,) = 0, und es gibt dann noch eine gerade Anzahl £t —1 >0
von Nullstellen von Y (¢) in 1f, ¢, + 1[. Also Index ¢ = k ungerade. Im
Falle p > 0 ist entweder Y (¢) # 0 fiir alle ¢, also Index ¢ = 0. Oder sonst
gibt es ¢, mit Y (¢) = 0 und noch %k — 1 weitere Nullstellen von Y (f) in
Tt t, + 1[. Nach Satz 2 ist dann Index ¢ = k gerade.

10. Als einfache Anwendung von (2.1) beweisen wir noch zum
Schluf3 die Existenz einer geschlossenen elliptischen Geodétischen auf einer
konvexen Fliche mit fixpunktfreier Involution. Auf das groBe Interesse,
welches der Existenz elliptischer geschlossener Geoditischer zukommt,
hatten wir bereits in Abschnitt (3) hingewiesen.

SATZ 3. Sei M eine geschlossene Fliche positiver Kriimmung mit
etner fixpunktfreien isometrischen Involution J: M — M. Dann existiert
auf M eine schwach-elliptische geschlossene Geoditische vom Index 1.

Zum Beweis betrachten wir auf der projektiven Ebene M/J eine
geschlossene Geoditische ¢, minimaler Lénge in der Klasse der nicht-
nullhomotopen geschlossenen Kurven. ¢, ist nicht orientierbar. Bezeichne
mit ¢ die zweifache Uberlagerung von ¢y, betrachtet als geschlossene Geo-
détische auf M. Wir wollen zeigen, daB c¢ entartet ist oder elliptisch
und vom Index 1.

In der Tat, da die Krimmung auf M positiv ist, ist Index ¢ > 0.
Andererseits ist Index ¢, = 0. Wegen (2.1) kann also ¢ = ¢ nicht hyper-
bolisch sein.

Betrachten wir zunichst den Fall, daB ¢ nicht-entartet ist. Da ¢,
den Index 0 hat, enthélt es keine konjugierten Punkte im Innern. Also
kann auch ¢ hochstens einen konjugierten Punkt im Innern besitzen. Aus
Satz 1 folgt damit: Index ¢ = 1.

Wenn dagegen c entartet ist, so ist auch ¢, entartet: Den Jacobifel-
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dern Y,() lings ¢,(t) entsprechen die Jacobifelder V(¢) = Y,(2¢) lings c(t)
= ¢,(2t). Speziell gibt es also X, (t) = a,(O)E (1) + 2,0 Ey(t) mit (,(1), 2,(1)
= —(x4(0), £,(0)). x,(t) besitzt also eine Nullstelle, und wir konnen an-
nehmen, dafl diese bei 0 liegt.

Fiir das Jacobifeld X(f) = X,(2t) lings c(t) gilt also: X(0) = X(1/2)
= 0. Wenn wir das periodische Vektorfeld ¢ lings ¢ erkliren durch
X@; 0<it<1/2
0; 1/2<t<1
so ist D*E{(c)((, Q) = 0, ¢ nicht im Nullraum von D?E(c). Also Index ¢ > 1.

Wegen Index ¢, = 0 besitzt X(t) keine weiteren Nullstellen in [0, 1/2].
Ebenso wie in (6) folgt daher fiir ein periodisches Vektorfeld & lings ¢
aus DE()E, &) = 0 und D*E(c)(, &) < 0: &) = w,X(®), d.h., £ gehort zum
Nullraum von D?FE(¢). Also ist Index ¢ = 1.

Zusatz bei der Korrektur. Die Resultate dieser Arbeit finden sich
z.T. schon bei Hedlund [Hel].

0=
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