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DEMONSTRATION SIMPLE DE LA REPRESENTATION

INTEGRALE DU NOYAU COMPLETEMENT

SOUS-HARMONIQUE ET INVARIANT

PAR ROTATIONS

MASAYUKI ITO

§ 1. Introduction

Dans toute la suite Rn designe Γespace euclidien a dimension n (^1).
On designe par Δ Γoperateur de Laplace sur Rn. Dans la theorie du
potentiel, un noyau de convolution sur Rn signifie une mesure de Radon
positive dans Rn. Rappelons qu'un noyau de convolution de Dirichlet N
sur Rn est un noyau de convolution sur Rn tel que 1/iV soit egal a une
fonction defϊnie-negative dans Rn a valeurs reelles, oύ N designe la trans-
formee de Fourier de N (cf. [1]). Pour un nombre p > 0, Gv designe le
noyau de convolution de Dirichlet sur Rn verifiant (Δ — p)Gp = — ε (au
sens des distributions), oύ ε est la mesure de Dirac a Γorigine. Si
n ^ 3, on note G = Go le noyau newtonien avec ΔG = — e. Dans Γarticle
precedent [2], on a montre le theoreme suivant:

THEOREME. Soit N un noyau de convolution sur Rn s'annulant a
Vinfinil) et invariant par rotations. Alors les deux enonces suivants sont
equivalents:

(1) N est completement sous-harmonique {en dehors de Γorigine);
&est-ά-dire, pour tout Ventier m ^ 0, ΔmN >̂ 0 au sens des distributions
en dehors de Γorigine, oύ Δ°N = 2V, Δι = Δ et Δm — Δm~ιΔ (vm ;> 2).

(2) N est de la forme

N = cε + f Gpdv(p) ,

oύ c et v sont respectίvement une constante >̂0 et une mesure positive
sur R+ = {t e Λ1 ί ^ 0}.
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1) Cela signifie que, quelle que soit / une fonction finie et continue dans Rn a

support compact, lim^-co N*f(x)=0.
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Si un noyau de convolution N sur Rn verifie Γenonce (2), alors N
est un noyau de convolution de Dirichlet sur Rn ou bien 0. Done le
present theoreme joue un role essentiel dans la discussion sur le cone
convexe divisible (cf. [2] et [3]).

La demonstration du theoreme dans [2] est tres compliquee. Le but
de cette note est de f ournir une demonstration simple du present theoreme,
en utilisant seulement le theoreme de Bernstein.

§2. Une demonstration simple du theoreme

Rappelons d'abord le theoreme de Bernstein (cf. par exemple, [4]).

LEMME. Soίt φ une fonction infinίment derivable dans (0, + oo) d
valeurs rέelles. Alors les deux enonces suivants sont equivalents:

(a) φ est completement monotone; c'est-ά-dire, pour tout Ventier
m ^ 0, (-l)m(dm/dtm)φ ^ 0 dans (0, +oo).

(b) φ est de la forme

φ(t) = ί exp (-ts)dv(s) (yt > 0) ,

on v est une mesure positive sur R+.

Dans ce cas, v est uniquement determinee, d'apres Γinjectivite de
la transformation de Laplace.

Montrons notre theoreme. L'implication (2) c$ (1) resulte immediate-

ment du fait que, pour tout Γentier m ;> 0 et pour tout p ^ 0, ΔmGv = pmGp

en dehors de Γorigine. Done on montrera seulement Γimplication

(1) c> (2). Supposons que Γenonce (1) a lieu; alors il existe uniquement

une constante c ^ 0 et une fonction infiniment derivable φ(t) ;> 0 dans

(0, +oo) telles que φ(r2)rn~ιdr < +oo et N = cε + φ(\x\2)dx. Ayant, pour
Jo

tout Γentier m ;> 0,

en dehors de Γorigine, on a (2t(d2/dt2) + n(d/dt))mφ(t) ^ 0 dans (0, +oo).
On a, pour toute la fonction infiniment derivable / dans Rn a support
compact,

lim [f{x - y)d(ΔmN)(y) = lim [ J™f(x - y)dN(y) = 0 ,
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et la fonction (2\x\\d2/dt2) + n(d/dt))mφ(\x\2) de x dans Rn - {0} est sous-

harmonique. Done on a

Λ-(2t^— + n-f-) P(t) ^ 0 dans (0, +oo) ,
dt \ dt2 dt I

et par suite

ξJξ 4Γ (0,+oo).ξ^ + 4
dt2 dt

Soit k un entier ^ 1 et supposons que, quel que soit m un entier ^>0,

Λ2fc / Λ2 /7 \ T O ^ 2 f c - l 7 ^ 7 2 // \ m

dί2* \ dί2 dt/ ψ dί 2 *" 1 V dί 2 dt) ψ

dans (0, + oo). On a alors, pour tout Γentier m ^ 0,

0 + w
dί2 dίdί / ^ dί2*+1 V dί2 dί /

dans (0, + oo). D'apres la presente hypothese, on a

± (2t-ίL_ + n — ) ω(ί) < 0
dί2 4 + I \ dί2 dt) ψ ~

dans (0, + oo). On a aussi

Λ2

0 < -£
d

t + W ) p(f) 2 t ( 2 t + %
dί2 dί / n dί2 <*+ 1 ) V dί 2 dί

,/2fc+

(4ft + W )J*
dί2fc+

+ »
dί2 dί

dans (0, + oo). D'apres Γinegalite obtenue ci-dessus, on a

d2(*+υ

dί2(ίfe+1) V dί: + %dt) ψ

dans (0, +oo). On obtient aίnsi, par recurrence, que pour tous les entiers

k ^ 0 et m ^ 0,

dί
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dans (0, +00). D'apres le lemme, pour tout Γentier m ^ 0, il existe une

mesure positive v'm sur R+ telle que

A)Vt) = Jexp (

dans (0, + 00). Ayant lim^+00 (2t(d2 / dt2) + n(d/ dt))mφ(t) == 0, on a

i4({0}) = 0. Done, en utilisant une certaine transformation, il existe une

mesure positive vm dans (0, + 00) telle que

dans (0, +00). Ayant, pour tout Γentier m ^ 0,

et

dans Rn — {0}, on obtient, pour tout Γentier m Ξ> 1 et pour ί > 0,

f ,o L . exp (-^r (2π s1/2)

Done on a, quels que soient k un entier Sίl et / une fonction infiniment

derivable dans (0, + oo) a support compact,

h ί

On peut montrer, d'autre part, qu'il existe un entier k0 ^ 1 tel que,

quels que soient k un entier avec k >̂ k0 et un point 5 de (0, J min ί e s u p p ( / ) ί),

J] exp (~

Par consequent, en faisant k—> +<χ>, on obtient

f ̂ -"
J
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La fonction / etant quelconque, on a vm = — (dldt)vm_x au sens des distri-
butions dans (0,+00), d'oύ, pour tout Γentier m ^ 0, (—ΐ)m(dm / dtm)v0

— vm au sens des distributions dans (0, +00). Done il existe uniquement
une fonction non-negative et inίiniment derivable φ dans (0, + 00) telle que
vo=zψ(t)dt dans (0,+00) et pour tout rentier m ^ 0, (-l)m(dm/dtm)p(ί)
2^0 dans (0, +00). En utilisant encore le theoreme de Bernstein, on
peut ecrire

φ(t) = J exp (-pt)dv(p) Pt >0) ,

oil v est une mesure positive sur R+. Par consequent, on a

N = cε + ([ exp (—exp (
(2πt1/2)n \ 4ί

= cε + ff Γ exp f-i^L\ exv(-pt)dtdv(p))dx .

Ayant

Gp = CΓ exp f—M-) exp (-pt)dt)dx
P VJo (2τrί1/2)n V 4t / /

on obtient

N = cε + J GpcMp) .

La demonstration est ainsi complete.
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