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RELEVEMENTS DES STRUCTURES SYMPLECTIQUES
ET PSEUDO-RIEMANNIENNES A DES VARIETES

DE POINTS PROCHES

EUGENE OKASSA

On considere une variete differentielle M, paracompacte de classe C°°.
Etant donne une algebre locale A (algebre commutative unitaire de di-
mension ίinie sur R dont Γideal maximal m est de codimension 1 sur R),
on rappelle qu'un point proche de x e M d'espece A est un homomorphisme
d'algebres ξ de C°°(M) [algebre des fonctions numeriques de classe C°° sur
M] dans A tel que ξ(f) = fix) mod m pour toute fonction fe C°°(M) [9]. En
notant MA Γensemble des points proches de x d'espece A, MA — {JxQMMi
est une variete differentielle de dimension n X dim A oύ n — dim M Si
A = R[Γ1? ",Ts]/(Tu , Ts)

fc+1, la variete MA s'identifie a la variete des
jets, Jo(Rs, M), des applications differentiates de classe C°° de Rs dans
M ayant OeR s pour source.

Si / est une fonction de classe C°° sur M, fA: MA -> A est definie par
f\ξ) = ξ(f) pour tout ξ e MA.

§ 1. Relevement des formes differentielles

On designe par Ω(M) = 0 p e N ΩP(M) le C°°(M)-module gradue des

formes differentielles sur M et 36 (M) le Cco(M)-module des champs de

vecteurs sur M.

PROPOSITION 1. Etant donne une forme differentielle ω de degre p sur

M, il exίste une forme differentielle de degre p et une seule ωA sur MA a

υaleurs dans A telle que

ω\aιX
A, a2X

A, • •, apX
A) = α r ..ap[ω(X» '••> XJV

pour tous au — ,ap dans A et Xu , Xp dans %(M); XA designe le pro-

longement a MA du champ de vecteurs X sur M.

Demonstration. En chaque point ξ e MA

y les a.XΛ(ξ), oύ a e A et
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Xe36(M), engendrent Γespace TξM
A. II s'ensuit done que ωA est unique.

Quant a Γexistence, elle est immediate.

Lorsque φ e A* est une forme lineaire sur A et ω une forme differ-

entielle sur M, on dira que la forme scalaire φoωA est une relevee de ω

a MA. Si ω est une forme differentielle de degre p sur M, si (Fa)aeI est

une base de A et (Ff)aeI la base duale, on a:

(φ o ωA)(μxXt <hXt , avXi) = Σ φ(flx apFa)Ff o [ω(Xu , XP)Y .

EXEMPLE. M = RΛ A = D Γalgebre des nombres duaux. Soit

(xl9 - -, xn) le systeme de coordonnees canonique sur Rw, (yu ,yn) les

coordonnees sur la fibre de MΌ = TH = R2π. Soit (1, ε) une base de D

avec ε2 = 0 et (1*, ε*) la base duale. Si ω — Σi=iPidXi est une forme

differentielle de degre 1 sur Rn, alors on a;

ωΌ = 1 ® (Σ Pi dx) + ε ®Γf; (Σ yj^jdXi + Σ Pi

i=\ \j=ι j

Prqprietfes.

i) (<Wi + ^2)̂  = ω? + ωi pour tous â  et ω2 dans Ω(M)

ii) (α)j Λ ω2)^ = ωf Λ ωA pour tous α)i et ω2 dans β(M)

iii) d(ω^) = (dω)A pour tout ω e β ( M ) : d est Γoperateur de differ-

entiation exterieure.

iv) Pour tout champ de vecteurs X sur M, pour tout ωβΩ(M), et

pour tout ae A, on a: θaχA{ωA) = a(θxω)A oύ ^ est la derivee de Lie [par

rapport au champ de vecteurs X

v) Pour toute derivation δ de A et pour tout ωeΩ(M), on a:

^δM

ωΛ — —δ°ωΛ oύ <5M est le champ de vecteurs sur MA associe a | l a

derivation δ [5].

On designe par μA: A X A -> A la multiplication dans A.

PROPOSITION 2. Soiί (M, ω) une varίέte symplectique. Etant donne

φ 6 A*, on a rang(^? o ωA) = ra.ng(φ o ^ ) x dim M

Demonstration, En chaque point f e M^4, montrons qiie le noyau de

(φ o α/) (f) est ker(^ o μA). Γ^M^.
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Soit ξ un point proche de x0 e M d'espece A. On suppose dim M = 2n.

Soit (xj, , x2n) un systeme de coordonnees locales dans un voisinage U

de x0 tel que ωjU(dldxu d/9xί+w) = l pour tout ί = l , 2, , n et ω/Uid/dXi, d/dXj)

= 0 pour j Φ i + n. On considere (αα)Λ β 7 une base de A et (af)aeI la base

duale. Soit X = Σ^i,2,...^^«αα(9/3x^(f) un vecteur de T^AΓ1 tel que

, Y) = 0 pour'tout Ye TξM
A. On a done

Σ J,.(?> o ωΛ)(ξ) (aJ-J-Y(ξ)9 b(-l~Y(ξ)) = 0

pour tout 6 e A et pour tout j = 1, 2, , 2n. On deduit que

Σ liaφ(aaaβb)af\ξ(-^(* -A-))l == 0 pour tout j = 1, 2, .. , 2n .

Pour j = 1, 2, , n on a ΣαG/ λj+n φ(aab) = 0 pour tout 6 e A. DΌύ

Σ«e/ ^+n α« est un element de ker(^ o μA). Pour j = n + 1, n + 2, , 2n,

Σaeiλίacιa est un element de ker(^o^) pour i = 1, 2, , n. On conclut

done que Σ«e/^«β« appartient a ker(^o^) pour k = 1, 2, , 2n. On

deduit done que Xekeγ(φoμA).TξM
Λ.

Inversement, soit Z un element de ker^oμ^ T^ΛP. On ecrit

Z= Σ>
σ = fini

On a done

Pour tout jS dans I et pour j = 1, 2, , n alors

(φo
dx.

17

= Σ
α = finί

Comme fa e ker(^ © μA)9 on a

(φ oωA)(ξ)(z, af(-£->j\ςή = 0 pour j = 1, 2, , n .

De la meme faςon, on a

y 1 ) = 0 pour j = n + 1, n + 2, , 2n .
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On conclut que (φoωA)(ξ)(Z, Y) = 0 pour tout Ye TξM
A. Etant donne un

ideal I de A, on a άim(I-TξM
Λ) = dim(I) X dimM [6]. Comme ker(^o^)

est un ideal de A, alors rang(<poωA) = rang(^oμ^) x dimM. Π

LEMME. Soit m Γίdeal de A et ann(m) Γannulateur de m. J7 exίste

une forme linέaίre φ sur A telle que la forme bilίneaίre symέtrίque φ° μA:

A X A - > R soit non-degeneree si et seulement si dim[ann(m)] = 1.

Demonstration.

Condition necessaire. Designons par π : A ~> R Γaugmentation. Soit

φ e A* une forme lineaire sur A telle que φo μA soit non-degeneree et

a e ann(m). Supposons φ(a) = 0. Pour tout b e A, ab — a.π(b). D'oύ

φ(ab) — π(b)φ(a) = 0 pour tout be A. Comme φ° μA est non-degeneree alors

a — 0. Ainsi la restriction de φ a ann(m) est injective: d'oϋ dim[ann(m)]

= 1.

Condition suffisante. On suppose dim[ann(m)] = 1. Soit ε une base

de ann(m) et φeA* une forme lineaire sur A telle que ^[ann(m)]^0.

On note h la hauteur de A: (mh Φ (0) et mΛ+1 = (0)). La suite croissante

d'ideaux

mu c mΛ-i c mA-2 c c m2 c m

induit la suite decroissante

m = ann(mΛ) 3 a n n ^ ^ " 1 ) 3 ann(mΛ~2) D 3 ann(m2) Z) ann(m).

Soit ae A tel que <p(ab) = 0 pour tout b dans A.

ler cαs: b = ε base de ann(m).

On a : 0 = ^(αε) = φ(π(ά)'ε) = π(a)φ(ε). Comme φ(ε) Φ 0, alors π(a) = 0.

Done α € m.

2β cαs: 6 e m " ' 1 avec a em.

Ainsi α6 e mh = ann(m). On deduit que ab = ^ε. Comme φ(ab) = 0,

alors αδ = 0 pour tout b e mh~\ Done α e ann(mΛ~1).

3e cαs: 6emΛ~2 avec α e a n n ^ " 1 ) .

Pour tout cem, (α6)c = a(bc). Puisque bemh~2 et cem, alors 6c e

m*"1. Comme α e annίm*"1), on conclut que (ab)c = 0 pour tout c e m ;

done ab e ann(m). Ainsi, ab = λε et φ(ab) = 0 pour tout b e mh~2. On a
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done ab = 0 pour tout bemh~2. D'oύ a e ann(mft~2).

Supposons b e vah~ί~ι avec a e annOπ71""*)- Pour tout c e m, (αί>)e =

a (be) = 0. Ainsi ab e ann(irt). Comme φ(ab) = 0 alors ab = 0 pour tout

6 € m*-*"1. D'ou α e annOn*""*"1). Lorsque £ = Λ, — 2, on a α e ann(m).

Puisque φ(a) = 0 alors α = 0. La forme bilineaire symetrique φoμA; Ax A

~>R est done non-degeneree. Π

Remarque. Lorsque dim[ann(m)] = 1, les seules formes φβA* telles

φoμA : A X A -*~R soient non-degenerees sont celles qui ne s'annulent pas

sur ann(m).

EXEMPLE. Les algebres locales

R [ 2 1 / ( f ) ; Rfϊ1,, , Ts]l(Ti\ Tϊ, -.., Tk. )

avec k > 1, £j > 1, , ks > 1 sont telles que dim[ann(m)] = 1.

COROLLAIRE. Soώ (M, ω) uπe varίέtέ symplectique. Etant donne une

forme lineaire φβA*, la forme scalaire φoω

A est une forme symplectique

sur MA si et seulement si dim[ann(m)] = 1 et ^[ann(m)] =̂ 0.

Soit I un ideal de A. La distribution ξ —> /• TξM
A est un systeme

differentiel de dimension dim (7) X dimM [6].

PROPOSITION 3. Soit (M, ω) une variete symplectique. Etant donne

φ e A*, Vorthogonal de ITξM
Λ par rapport a φoω

A est Ij-oμA'TξM
Λ ou I^μA

est Vorthogonal de I par rapport a φ°μA.

Demonstration. Soit ζ un point proche de x0 d'espece A, (xl9 , x2n)

un systeme de coordonnees locales dans un voisinage U de xQ tel que

= 1 pour i - 1, 2, , n

et

dxt

== 0 pour j Φ i + n.

Soit X = 2]i=i)2,...,2nh,a^J3ldxdΛ(ζ) un vecteur de TξM
A qui appartient a

Γorthogonal de LTξM
A par rapport a φoω

A

% Ainsi (φoω

A)(ξ)(X, Y) = 0

pour tout 7 e J T^MΛ On a done

Σ ^pία.α^Jαyff (ωlu(^—9 —))] = 0 pour tout j = 1, 2, .., 2n.
i=i,2,.,.,2n: L \ \ Sx^ dXj //J
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On veriίie que Σ « e z λίaφ(aab) = 0 pour tout ί = 1, 2, , 2n et pour tout

6 e I. On conclut que (̂ ? o μΛ)(ΣaeI λίaaa, b) = 0 pour tout 6 e I, c'est-a-dire

que Σ«eJyliααα appartient a Γorthogonal de / par rapport a φoμA. Le

vecteur X appartient ainsi a Ij-oμA.TζM
A. La reciproque se verifie facile-

ment. •

COROLLAIRE 1. Soίt (M, ω) uπe variete symplectique. Si A est une

algebre locale telle que dim[ann(m)] = 1, alors pour toute forme lineaire

φβA* quί ne s'annule pas sur ann(m), Γorthogonal de I- TξM
A par rapport

a φoω

A est ann(I).TξM
A.

COROLLAIRE 2. Soίt (M, ω) une variete symplectique, A une algebre

locale telle que dim[ann(m)] = 1 et φ e A* une forme lineaire quί ne s'annule

pas sur ann(m). II rtexiste pas sur MA de champ d*elements de contact

lagrangien de la forme ξ-+LTξM
A pour φoω

A lorsque A est de dimension

ίmpaire.

Demonstration. En effet, si A est telle que dimann(m)] = 1, on a:

d i m / + dimann(7) = dim A pour tout ideal / de A. Si le champ d'ele-

ments de contact ζ ->I.TζM
A est langrangien, alors ann(J) = I. Ce qui

implique que dim A — 2 dim 7. Ce qui signifie que A est de dimension

paire.

§ 2. Relevements des tenseurs symetriques de type (§)

PROPOSITION 4. Soίt g: 3i(M) X X(M) -> C°°(M) un tenseur symetrique

de type (§) sur M. II existe un tenseur symetrique de type (§) et un seul

gA sur MA a valeurs dans A tel que: gA(aXA,bYA) = ab[g(X, Y)]A pour

tous a, b dans A et X, Y dans dί(M).

La demonstration se fait de la meme faςon que pour la proposition 1.

Si φ 6 A* est une forme lineaire sur A, on dira que φ o gA est un

releve de g a MA.

PROPOSITION 5. Soίt g un tenseur symetrique sur M de type (§) et de

rang constant. Pour toute forme lineaire φ sur A, on a: ra.ng(φogA) =

rang(p o μA) x rang(^).

Ceci decoule du lemme suivant:

LEMME. Soίt g un tenseur symetrique de type (§) sur M, de rang con-

stant et de signature (p, q). Soίt φ e A* une forme lineaire sur A et (s, t)
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la signature de φ°μA. Alors la signature de φ°gΛ est (sp + tq,sq + tp).

Demonstration. Soit ξ un point proche de xQ et gxo la forme bilineaire

symetrique sur TXQM induite par g et (υl9 v2, , vn) une base orthogonale

de TX0M pour gxo. Soit (aa)aeI une base de A orthogonale pour φ° μA et

duale. D'oύ:

Σ>
rei

= 0 pour i φ j OVL a Φ β

= Σ
re/

= (p o μA)(aa, aa)gXQ(vί9 v,) .

II s'ensuit que la signature de φ° μA est (sp + tq, sq + tp).

COROLLAIRE. Soit (M, g) une variete pseudo-riemannienne et φe A*

une forme lineaire sur A. Le tenseur symetrique de type (§), φogA, est une

pseudo-metrique sur MA si et seulement si dim[ann(m)] = 1 et ^fann(m)] Φ 0.

EXEMPLE. Soit (M, g) une variete pseudo-riemannienne de dimension

n. Soit A = D, Γalgebre des nombres duaux, et (1, ε) une base de D avec

e2 = 0, (1*, e*) la base duale. Si (xl9 , xn) est un systeme de coordonnees

locales de M et (yu , yn) les coordonnees sur la fibre de MΌ = TM et

si g(dldxi9 d/dXj) = gij9 alors

O

Remarques.

1) La relevee d'une metrique n'est jamais une metrique.

2) Si (M, g) est une variete pseudo-riemannienne, pour toute forme

lineaire ^ e D * qui ne s'annule pas sur Γideal maximal de D, la signature

de φ°gΏ ne depend pas de la singature de g.

PROPOSITION 6 [4]. Etant donne une connexion lineaire P sur M, il

exίste une connexion lineaire PA et une seule sur MA telle que: ViχAbYA

= ab{VxY)A pour tous a, b dans A et X, Y dans 36(M).

PROPOSITION 7. Soit V une connexion lineaire sur M. Pour tout
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tenseur symetrique g de type (§) sur M, on a: VAgA = (Pg)A. De plus,

VA{φogA) = φ°{Vg)A pour toute forme lineaίre φ sur A.

La demonstration ne presente aucune difficulte.

COROLLAIRE. Soit (M, g) une variete pseudo-riemannίenne et Vg la

connexion lineaίre sur M dέduite de g Si A est une algebre locale telle

que dim[ann(m)] = 1, alors pour toute forme lineaίre ψ e A* quί ne s'annule

pas sur ann(m), (PgY est la connexion lineaire sur MA deduite de φ°gA.

Remarque. Soit ann(τn)1 Γespace des formes lineaires sur A qui

s'annulent sur ann(m) et Έ>(A*lanrι(m) L) Γespace projectif de A*/ann(m)x.

Soit (M, ω) une variete symplectique (respectivement soit (M, g) une variete

pseudo-riemannienne). Si dim[ann(m)] = 1 et si φeA*, le fait que ψoωA

ou φ°gA soit non-degeneree ne depend pas de ψ mais de la classe de φ

dans PίA^/annίm)-1-). De meme si φ°gΛ est une pseudo-metrique sur MΛ

y

la connexion lineaire sur MA deduite d e ' ^ o ^ ne depend pas de φ mais

de la classe de φ dans
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