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We review the main conjecture for an elliptic curve on Q hav-
ing good supersingular reduction at p and give some conse-
quences of it. Then we define notions of λ-invariant and µ-
invariant in this situation, generalizing a work of Kurihara and
deduce the behaviour of the order of the Shafarevich-Tate group
up the cyclotomic Zp-extension. On examples, we give some
arguments which, by combining theorems and numeral calcu-
lations, allow to calculate the order of the p-primary part of the
Shafarevich-Tate group in cases that are not yet known (nontriv-
ial Shafarevich-Tate group, curves of rank greater than 1).

Nous faisons le point sur la conjecture principale pour une
courbe elliptique sur Q ayant bonne réduction supersingulière
en p et en donnons quelques conséquences. Puis nous définis-
sons la notion de λ invariant et de µ invariant dans cette sit-
uation, généralisant un travail de Kurihara et en déduisons la
forme de l’ordre du groupe de Shafarevich-Tate le long de
la Zp-extension cyclotomique. Par des exemples, nous don-
nons quelques arguments qui, en alliant théorèmes et calculs
numériques, permettent de calculer l’ordre de la composante
p-primaire du groupe de Shafarevich-Tate dans des cas non
connus jusqu’à présent (groupe de Shafarevich-Tate non trivial,
courbes de rang ≥ 1).

1. INTRODUCTION

Dans l’article “Parabolic points and zeta functions of

modular curves” en 1972 ([Manin 72]), Manin donne en-

tre autres des formules explicites pour les valeurs des

fonctions L associées à une forme modulaire de poids

2 en termes de symboles modulaires. Les reliant conjec-

turalement à la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer,

il exprime le comportement conjectural du rang de la

courbe elliptique associée E le long de la Zp-extension
cyclotomique Q∞. Lorsque E a bonne réduction ordi-

naire, Mazur montre dans [Mazur 72] une partie de ces

conjectures en utilisant la théorie d’Iwasawa et la tech-

nique des Γ-modules et énonce ce qu’on appelle désormais

“les conjectures principales.” Pour le cas où E a bonne
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réduction supersingulière en p, citons Manin : les nombres

premiers supersinguliers ont résisté jusqu’à maintenant

faute d’une technique de Γ-modules.

Ces techniques existent maintenant : interpolation des

valeurs spéciales p-adiquement depuis déjà longtemps

(Manin-Vishik, Amice-Vélu, Mazur-Tate-Teitelbaum) et

plus récemment théorie d’Iwasawa complète : énoncé des

conjectures principales, calcul des valeurs spéciales en

termes du groupe de Shafarevich-Tate. Par exemple, dans

[Perrin-Riou 90], sous une hypothèse de non-nullité d’une

fonction L p-adique, il est montré que E(Q∞) est de rang
fini.1 Le théorème de Kato dont la démonstration utilise

un système d’Euler-Kolyvagin permet de montrer cette

non-nullité et d’obtenir une partie de la conjecture prin-

cipale. En utilisant le théorème de Kato, Kurihara [Kuri-

hara 00] a récemment montré que si L(E, 1)/ΩE est une

unité, E(Q∞) est fini etX(E/Qn)(p) est fini pour toute
extension finie Qn/Q contenue dans Q∞ et a calculé l’or-
dre deX(E/Qn)(p).
Dans cet article, nous donnons une généralisation du

théorème de Kurihara. En alliant alors ces théorèmes à

des calculs numériques, nous sommes en mesure de don-

ner des exemples où l’on peut montrer la conjecture prin-

cipale complète, où il est possible de calculer l’ordre de

la composante p-primaire du groupe de Shafarevich-Tate

et de montrer qu’il est égal à l’ordre conjectural. Il est

possible aussi de calculer de manière non conjecturale

la manière dont il varie le long de la Zp-extension cy-
clotomique. Précisons bien qu’il s’agit vraiment de

l’ordre et non de l’ordre conjectural. Les calculs

numériques en question ne font intervenir que des cal-

culs de symboles modulaires et donnent des renseigne-

ments sur les invariants arithmétiques de la courbe el-

liptique sur Q∞. On revient ainsi aux sources des con-
jectures principales qui relient des données analytiques à

des données arithmétiques. Beaucoup de cas particuliers

ne démontrent pas une conjecture. Cependant, les argu-

ments mis en œuvre sont, me semble-il, intéressants car

ils montrent ce qu’il est possible de tirer de la conjecture

à partir de quelques calculs de symboles modulaires.

Les calculs ont été faits en utilisant le logiciel GP/PARI

[PARI/GP 03], une version préliminaire d’un programme

GP de Joseph L. Wetherell (que l’on peut trouver à

l’adresse [Stein 03]) modifiée avec l’aide de Dominique

Bernardi pour calculer les symboles modulaires et les

1Plus exactement, pour que l’énoncé de loc. cit. ne soit pas

conjectural, l’hypothèse mise était que E(Q) et le groupe de Tate-
Shafarevich sont finis, mais l’hypothèse qu’une certaine fonction

L p-adique est non nulle est suffisante, hypothèse maintenant

démontrée par Kato.

valeurs de fonctions L p-adiques, les courbes calculées

par J. Cremona et les programmes mwrank et ratpoints

pour calculer des points dans le groupe de Mordell-

Weil de E ([Cremona 97]), le programme GP de Tom

Womack pour calculer l’ordre conjectural du groupe de

Shafarevich-Tate. Je remercie les auteurs de ces pro-

grammes et données en libre accès. Quelques programmes

seront mis à l’adresse [Perrin-Riou]. Ils ont tourné à la

fois sur des ordinateurs Macintosh et sur les serveurs du

GDR Médicis de l’école Polytechnique ([GDR Medicis]).

Je remercie avec grand plaisir Dominique Bernardi et

Karim Belabas pour l’aide qu’ils m’ont apportée.

2. FONCTION L p-ADIQUE ANALYTIQUE
ET CONGRUENCES PROVENANT
DE LA DISTRIBUTION MODULAIRE

La construction de la fonction L p-adique associée à une

courbe elliptique modulaire repose sur l’existence et les

propriétés des symboles modulaires. Rappelons rapide-

ment quelques notations. Les références sont [Manin 72],

[Mazur et al. 86], [Cremona 97], [Stein 03].

2.1 Symboles modulaires

Soit E une courbe elliptique définie sur Q. Soit D(E) le
quotient de l’espace vectoriel des formes différentielles sur

E définies sur Q par le sous-espace vectoriel des formes

différentielles exactes. C’est un Q-espace vectoriel de di-
mension 2 contenant la droite Fil0D(E) engendrée par

l’image des formes différentielles invariantes. Soit ωE une

forme différentielle de Néron sur Z. Si

y2 + a1xy + a3y = x
3 + a2x

2 + a4x+ a6

est un modèle minimal de Weierstrass, on peut prendre

ωE =
dx

2y+a1x+a3
. Les classes de ωE et de η = xωE for-

ment une base de D(E). Ainsi, en tant que Q-espace
vectoriel, D(E) = H1

dR(E/Q). Le Q-espace vectoriel
D(E) est muni d’une forme bilinéaire alternée [·, ·]D(E)
vérifiant [ωE , η]dR = 1. Soit NE le conducteur de E. No-

tons f la forme modulaire associée à E, choisissons une

paramétrisation π : X0(NE)→ E de degré minimal, cπ la

constante associée : ωE = cπωf avec π
∗ωf = f(z)2iπdz.

Le Qp-espace vectoriel Dp(E) = Qp ⊗ D(E) admet
un endomorphisme ϕ dit de Frobenius. On renvoie à la

note [Bernardi and Perrin-Riou 93] pour une description

concrète. Le polynôme caractéristique de ϕ tel qu’il a été

choisi est alorsX2−p−1apX+p−1. On pose L(E/Qp, s) =
(1− app−s + p1−2s)−1.
Soit ME le Zp-réseau engendré par ωE et η dans

Dp(E).



Perrin-Riou: Arithmétique des courbes elliptiques à réduction supersingulière en p 157

Lemme 2.1. Si Mf = Zωf + Zpϕωf ,

ME = ZpωE ⊕ ZpϕωE = cπMf =Mf .

Démonstration: L’endomorphisme pϕ laisse stable ME .

D’autre part, ϕωE ∈ ME . Comme p est supposé su-

persingulier, il est facile de voir que [ϕωE ,ωE ]Dp(E) est

une unité (si

w
pγ α

pδ β

W
est la matrice de pϕ dans la

base (ωE , η) avec α, β, γ, δ ∈ Zp, on a pγ + β = ap,

γβ − αδ = 1 ; comme ap est divisible par p, il en est de

même de β ; donc [ϕωE ,ωE ]Dp(E) = δ est une unité). On

en déduit queME = ZpωE⊕ZpϕωE (noter le changement
de notation par rapport à [Bernardi and Perrin-Riou 93]).

Lorsque E a bonne réduction supersingulière en p, p ne

divise pas cπ. (En effet, il est démontré que si E est la

courbe de Weil forte, cela est le cas. Comme E a bonne

réduction supersingulière, il n’existe pas d’isogénie sur Q
de degré p. En effet, dans le cas contraire, l’image de GQ
dans GL2(Z/pZ) serait contenue dans un sous-groupe de
Borel, ce qui est impossible car elle contient le normal-

isateur d’un sous-groupe de Cartan. On démontre donc

en même temps que le sous-groupe de E(Q) est d’ordre
premier à p. ) Ainsi, ME = cπMf =Mf .

Soit c0 le nombre de composantes connexes de E(R).
Soitm un entier tel que π∗{r} ∈ H1(E,m−1Z) où {r} est
l’image dans X0(NE)(C) d’un chemin joignant ∞ au ra-

tionnel r (son existence est due à un théorème de Manin).

Soient γ+ et γ− des bases des Z-modules H1(E,Z)+
et H1(E,Z)− telles que

$
γ+

ωE ∈ R+ et
$
γ− ωE ∈ iR+.

Si r est un rationnel, on note x±(r) les composantes de
−π∗{−r} dans la base (γ+, γ−).

Lemme 2.2. Si r est un rationnel, les x±(r) sont des
éléments de m−1Z. Lorsque le dénominateur de r est pre-
mier à NE, x

±(r) est de plus entier en p.

Démonstration: Il s’agit du théorème de Manin. Lorsque

le dénominateur de r est premier à NE , la pointe 0 et la

pointe r sont équivalentes sous le sous-groupe de congru-

ence Γ0(NE), (p− 1− ap)π∗{0} s’exprime en termes des
π∗{ap}−π∗{∞} (avec a ∈ Z premier à p) qui sont entiers
et p− 1− ap est une unité en p.
On pose c1 = cπc0 et C = 2cπm. Pour p impair super-

singulier pour E, ce sont des entiers premiers à p.

2.2 Fonction l p-adique

Le symbole modulaire vérifie des propriétés de congru-

ences qui peuvent se traduire comme l’existence d’une

distribution p-adique d’ordre 1/2 (Vishik, Amice-Vélu).

Ainsi, pour a premier à p, les

µ(a+ pnZp) = c−11 (x+(a/pn)ϕn(ωE)

− x+(a/pn−1)ϕn+1(ωE)) ∈ Dp(E).

définissent une distribution sur Z∗p et vérifient µ(a +
pnZp) ∈ C−1p−(un/2J+1)ME .

Soit G∞ le groupe de Galois de Q(µp∞)/Q, χ le

caractère cyclotomique : G∞ → Z∗p et χrec : Z∗p → G∞
l’application réciproque. On pose

Lp(E)(ρ) =

8
Z∗p
ρ(χrec(a))dµ(a)

un des avatars de la fonction L p-adique pour ρ caractère

continu de G∞ à valeurs dans C∗p. Nous aurons besoin
d’autres versions. Soit H l’anneau des fonctions analy-

tiques sur le disque unité {|x| < 1} vérifiant une propriété
de croissance et dont le développement en x est à coeffi-

cients rationnels, H(Γ) l’image de H par x )→ (γ−1) avec
γ générateur de Γ = Gal(Q(µp∞)/Q(µp)) et H(G∞) =
Zp[Gal(Q(µp)/Q)]⊗H(Γ). On peut alors écrire

Lp(E)(ρ) = ρ(L̂p(E))

avec L̂p(E) ∈ H(G∞) ⊗ Dp(E), ou encore si γ est un
générateur de Gal(Q(µp∞/Q(µp)) ou ce qui revient au
même de 1 + 2pZp (à travers le caractère cyclotomique
χ) et ei l’idempotent de ∆ = Gal(Q(µp)/Q) associé au
caractère χi|Gal(Q(µp)/Q)

L̂p(E) =
3
i

L̂p,(i)(E)(γ − 1)ei

avec L̂p,(i)(E) ∈ H ⊗ Dp(E), fonction analytique de x.
Soit Teich le caractère de Teichmüller.

Lemme 2.3. Avec les notations précédentes,

L̂p,(i)(E) =

8
Z∗p
Teichi(u)(1 + x)

logp u

logp χ(γ) dµ(u). (2—1)

Pour tout entier k

L̂p,(k)(E)(�χ(γ)Xk − 1) =
8
Z∗p
akdµ(a) = Lp(E)(χ

k).

(2—2)

Démonstration: Il suffit de remarquer que γ
logp u

logp χ(γ) =

χrec(u).
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Soit δ un caractère de Dirichlet de conducteur une puis-

sance de p. La dérivée d’ordre k en 1 (resp. en δ ◦ χrec )
se calcule par la formule

L(k)p (E)(1) =

8
Z∗p
logkp a dµ(a)

L(k)p (E)(δ ◦ χrec) =
8
Z∗p
δ(a) logkp a dµ(a).

Lemme 2.4. Si δ est un caractère de G∞ d’ordre pn et de

conducteur pn+1,

L(k)p (E)(δ) = (logp χ(γ))
kL̂

(k)
p,(0)(E)(δ(γ)− 1)

ce que l’on note aussi δ(L
(k)
p (E)), ce qui ne devrait pas

porter à confusion.

Désormais, on identifiera les caractères sur G∞ et les

caractères sur Z∗p en utilisant l’identification χrec
La fonction Lp(E) vérifie l’équation fonctionnelle

Lp(E)(ρ
−1) = 6analLp(E)(ρ)

où 6anal est le signe de l’équation fonctionnelle complexe :

on a donc 6anal = (−1)r∞anal = (−1)rpanal où r∞anal est l’or-
dre d’annulation de L(E, s) en 1 et ranal = r

p
anal l’ordre

d’annulation de Lp(E) en 1.

Cet article reposant en partie sur des calculs

numériques, indiquons quelques outils de calculs de ces

fonctions. Nous prendrons alors χ(γ) = 1 + p (pour p

impair). Considérons d’abord les polynômes d’interpola-

tion des fonctions L̂p,(i)(E) modulo ωn(x) avec ωn(x) =

(1+x)p
n−1. Plus précisément, si ξn(x) = ωn(x)/ωn−1(x),

nous montrerons que si j est une classe modulo p− 1, il
existe une et une seule famille de polynômes P

(j)
n pour

n ≥ 0, de degré < pn vérifiant
L̂p,(j)(E) ≡ P (j)n ϕn+1ωE

− ξnP (j)n−1ϕ
n+2ωE mod ωn(x)Dp(E)

pour n ≥ 1. Explicitement, on a

P (j)n = c−11

pn+13
a=0

(a,p)=1

Teichj(a)x+(
a

pn+1
)(1 + x)rn(a)

où rn(a) est déterminé par rn(a) ≡ logp a

logp 1+p
mod pn et

0 ≤ rn(a) < pn. Ce polynôme est à coefficients dans

C−1Zp = Zp.

Notation. Si a et b sont deux vecteurs colinéaires d’un
Qp-espace vectoriel : a = λb, on écrit a ∼ b si λ est une
unité de Zp.

2.3 Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique

La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique dans

le cas supersingulier a la forme suivante ([Bernardi and

Perrin-Riou 93]) :

Conjecture 2.5. Soit r le rang de E(Q) et X(E/Q) le
groupe de Shafarevich-Tate de E/Q : alors,

(1− ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(L
(r)
p (E))

r!
=

L(E/Qp, 1)−1
Tam(E)

2E(Q)2tor
2X(E/Q)R(r)(E).

Ici Tam(E) est le produit des nombres de Tamagawa

locaux ; R(r)(E) est un élément de Dp(E) dont le calcul

demande la connaissance de E(Q) (régulateur p-adique
du groupe de Mordell-Weil E(Q)). On peut le décrire de
la manière suivante.

Une fois choisie la forme différentielle de Néron ωE , on

associe à tout élément ν de Dp(E) une forme quadratique

hν sur E(Q), appelée hauteur p-adique et on note �·, ·Xν
la forme bilinéaire associée (voir [Mazur and Tate 91],

[Bernardi and Perrin-Riou 93] pour une description en

termes de fonctions σ). Ainsi, hωE (P ) = −(logωE P )2
où logωE est le logarithme sur E(Q) associé à la forme
différentielle invariante ω.

Supposons r ≥ 1. Le noyau de la forme bilinéaire

�·, ·XωE est de rang r − 1, c’est le noyau de localisation
Zp⊗ZE(Q)→ Zp⊗E(Qp) que l’on note (Zp⊗ZE(Q))0.
Les hν varient linéairement en ν ∈ Dp(E). On en déduit
que la restriction de

�·,·Xν
[ν,ωE ]Dp(E)

à (Zp ⊗Z E(Q))0 est
indépendante de ν W∈ Fil0Dp(E) = QpωE : on la note

��·, ·XX. Cette forme bilinéaire est conjecturée être non
dégénérée sur (Zp ⊗Z E(Q))0.

Lemme 2.6. Il existe un unique élément R(r)(E) ∈ Dp(E)
tel que

[R(r)(E), ν]Dp(E) =
det ((�Pi, PjXν))

[E(Q)/E(Q)tors :
�r

i=1 ZPi]

pour ν W∈ Fil0Dp(E) et (Pi) un système libre de rang r
de E(Q).

On peut le décrire explicitement par

(1) si r = 0, R(0)(E) = ωE ;

(2) si r = 1,

R(1)(E) =
hν(P )ωE − hωE (P )ν

[ωE , ν]Dp(E)
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avec P un générateur de E(Q) modulo torsion et hν
la hauteur p-adique associée à ν ; remarquons que

hωE (P ) n’est jamais nul car P n’est pas de torsion ;

(3) si r ≥ 2,

R(r)(E) =
det ((�Pi, PjXν)) νI − det ((�Pi, PjXνI)) ν
[E(Q)/E(Q)tors :

�r
i=1 ZPi][ν I, ν]Dp(E)

=
disc (�·, ·XννI − �·, ·XνIν)

[νI, ν]Dp(E)

pour (ν, νI) une base de Dp(E) avec ν et νI n’ap-
partenant pas à Fil0Dp(E). À une unité p-adique

près, R(r)(E) est aussi le produit du discriminant

de ��·, ·XX sur (Zp ⊗Z E(Q))0 par (hν(Pu)ωE −
hωE (Pu)ν)/[ωE , ν] si Pu est une base de l’orthogonal

de (Zp ⊗Z E(Q))0 dans Zp ⊗Z E(Q) :

R(r)(E) ∼ disc��·, ·XXhν(Pu)ωE − hωE (Pu)ν
[ωE , ν]

et on a

[R(r)(E),ωE ]Dp(E) ∼ disc��·, ·XX log2ωE (Pu).

3. FONCTION L p-ADIQUE ARITHMÉTIQUE

3.1 Définition du module arithmétique

Soit Tp(E) le module de Tate des points de p
∞-torsion

de E et Vp(E) = Qp ⊗ Tp(E). On définit le régulateur
p-adique [Perrin-Riou 93]

LE : lim←
n

H1(Qp(µpn), Tp(E))→ H(G∞)⊗Dp(E).

Il est d’ordre≤ 0 au sens suivant : on dit que f ∈ Qp[[x]]⊗
Dp(E) analytique sur le disque unité {|x|p < 1} de Cp
est d’ordre ≤ 0 si pour un (ou tout) ρ < 1, les ||(1 ⊗
ϕ)−nf ||ρ1/pn sont bornés avec n.
Soit H1∞(Q, Tp(E)) la limite projective des groupes

de cohomologie galoisienne à ramification limitée

H1(GS,Q(µpn ), Tp(E)) et H2
∞,p(Q, Tp(E)) la lim-

ite projective des noyaux H2(GS,Q(µpn ), Tp(E)) →
⊕v∈SH2(Q(µpn)v, Tp(E)) (S est un ensemble de places
contenant les places divisant p et les places où E a

mauvaise réduction et GS,K le groupe de Galois sur K

de la plus grande extension de K non ramifiée en dehors

des places au dessus de S).

Définissons Iarith comme le sous-Zp[[G∞]]-module de
H(G∞)⊗Dp(E) engendré par l’image deD

detZp[[G∞]]H
2
∞,p(Q, Tp(E))

i−1 ⊗H1
∞(Q, Tp(E))

par LE , ce qui signifie pratiquement que si F2 est

une série caractéristique du module de Zp[[G∞]]-module
de torsion H2

∞,p(Q, Tp(E)) et si c est un élément de
H1
∞(Q, Tp(E)) tel que H1

∞(Q, Tp(E))/Zp[[G∞]]c soit de
Zp[[Γ]]-torsion (et de série caractéristique Fc), on a

Iarith(E/Q) = Zp[[G∞]]F−1c F2LE(c).
Cette définition est conforme à l’idée de l’utilisation d’un

régulateur pour mesurer un objet compliqué. On note

Iarith(E/Q) un générateur de Iarith(E/Q).

3.2 Formule arithmétique de Birch et Swinnerton-Dyer

Soit Sel(E, pn) le groupe de Selmer relatif à la multipli-

cation par pn. On définit

Selp(E/Q) = lim→
n

Sel(E, pn) = H1
f (Q, Vp(E)/Tp(E))

Šp(E) = lim←
n

Sel(E, pn) = H1
f (Q, Tp(E))

(les deuxièmes notations sont celles de Bloch-Kato). Rap-

pelons que l’on a une suite exacte

0→ Zp ⊗ E(Q)→ Šp(E)→ Tp(X(E/Q))→ 0 .

où Tp(X(E/Q)) est le module de Tate du groupe de
Shafarevich-Tate de E/Q. Les formes bilinéaires in-
troduites précédemment se prolongent naturellement à

Šp(E), de même que ��·, ·XX au noyau de localisation
Šp(E)0. SoitX(Tp(E)/Q)(p) le quotient de Selp(E/Q)
par sa partie divisible maximale, ce qui est aussi le quo-

tient deX(E/Q)(p) par sa partie divisible maximale et
est égal àX(E/Q)(p) lorsque ce dernier est fini.

Théorème 3.1. Iarith(E/Q) a un zéro en 1 de multiplicité
supérieure ou égale à rarith = rgZp Šp(E). Il est égal à
rarith si et seulement si la forme bilinéaire ��·, ·XX est non
dégénérée sur Šp(E)0. On a alors

(1− ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(I
(rarith)
arith (E/Q))
rarith!

∼ L(E/Qp, 1)−1 Tam(E)
2E(Q)2tor

2X(Tp(E)/Q)(p)R(r)(E)

∈ Dp(E)
où R(r)(E) est défini comme en 2.6 en remplaçant

Zp ⊗ E(Q) par Šp(E).

Ce théorème est démontré dans [Perrin-Riou 93] et

dans un cadre plus général dans [Perrin-Riou 00].2 Il se

2Avec la notation de [Perrin-Riou 00, chap. 3], le sous-espace N
engendré par ν ∈ Dp(E) est régulier si et seulement si ��·, ·XX est
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généralise à K = Q(µpn) (et même à une extension finie
de Q, composée d’une extension de Q non ramifiée en

p et d’une sous-extension finie de Q(µp∞)). Soit ∆K le

groupe de Galois de K/Q et ∆̂K le groupe des caractères

de ∆K . Si δ est un caractère de ∆, soit p
nδ la p-partie de

son conducteur. On note G∞,K le groupe de Galois de

K(µp∞)/K. On attache à un élément v de Dp(E) et à K

l’élément suivant

ṽK = ⊗δ∈∆̂K
ϕnδ(1− δ(p)ϕ)(1− p−1δ(p)ϕ−1)−1v

de κ ⊗ ⊗[K:Qp]Qp Dp(E) avec κ le corps de coefficients des

caractères de ∆K . Remarquons que ω̃Qp = (1 − ϕ)(1 −
p−1ϕ−1)−1ω, que si δ est un caractère de Dirichlet non
ramifié en p (i.e. δ(p) W= 0, n(δ) = 0), la contribution de δ
est (1−δ(p)ϕ)(1−p−1δ(p)−1ϕ−1)−1. Lorsque δ est ramifié
(donc δ(p) = 0), sa contribution est ϕn(δ). Si χK est

le caractère cyclotomique de G∞,K , on a χK(τ [K:Qp]) =
χ(τ )[K:Qp]. On pose alors

Iarith(E/K)(χ
s
K) = ⊗δIarith(E/Q)(δχs)

∈ Funct(Ĝ∞,K ,Cp)⊗[K:Qp] Dp(E) .

Notons rK le rang de Šp(E/K) et I
(rK)
arith(E/K)(1K) la

dérivée rK -ième en le caractère trivial 1K de G∞,K dans

la direction χK . Soit v un élément de Dp(E). Si N = Kv

est le K-espace vectoriel engendré par v, vu comme Qp-
espace vectoriel, on peut lui associer comme dans [Perrin-

Riou 00] (voir aussi [Colmez 00]) une forme bilinéaire

�·, ·XKv sur Šp(E/K) à valeurs dans Qp (et même dans
Zp). On note ��·, ·XXK sa restriction au noyau de localisa-

tion Šp(E/K)0 en p.

Théorème 3.2.
(1) On a

Iarith(E/K)(1K) = ⊗δ∈∆̂K
δ(Iarith) ∈ Qpω̃E,K .

(2) Si δ(Iarith) est non nul, le rang de E(K)
(δ) est nul

etX(K)(δ) est fini.

non dégénérée ; les suites sN et sf,N sont réduites à

0→ N → Dp(E)/Fil
0Dp(E)→ 0 (sN )

0→ Šp(E)
∗ → Šp(E)→ 0 (sf,N )

dès que N W= Fil0Dp(E) et à

0→ N → N
0→ Dp(E)/Fil

0Dp(E)→ Dp(E)/Fil
0Dp(E)→ 0

(sN )

0→ Šp(E)
∗
0 → Šp(E)0 → 0 (sfN )

lorsque N = Fil0Dp(E) (la forme bilinéaire �·, ·XN est dans ce cas

égale à ��·, ·XX).

(3) En particulier, si Iarith(E/K)(1) est non nul,

E(K) etX(E/K)(p) sont finis. On a alors

Iarith(E/K)(1K)

∼ L(E/Kp, 1)
−1Tam(E/K)2X(E/K)

2E(K)2
ω̃E,K .

(4) Plus généralement, si Šp(E/K) est de rang rK ≥
1, et v un élément de Dp(E) qui n’appartient pas à

Fil0Dp(E),

[
I
(rK)
arith(E/K)(1K)

rK !
, ṽK ]D(E)/[ωE , v]

[K:Q]
Dp(E)

∼ L(E/Kp, 1)
−1 Tam(E/K)2X(Tp(E)/K)(p)

· disc�·, ·XK⊗v

La démonstration est semblable à la démonstration du

théorème 3.5.2 de [Perrin-Riou 00] en prenant N = Kv.

Voir l’appendice.

Remarque 3.3. Si c ∈ H1
∞(Q, Tp(E)) a une image non

nulle PQ(c) dans Q⊗H1(Q, Tp(E)), alors il n’est pas di-
visible par γ−1 dans H1

∞(Q, Tp(E)) et LE(c) ne s’annule
pas en 1 ou a un zéro d’ordre 1 en 1. Dans le premier

cas, PQ(c) n’appartient pas à Šp(E/Q) = H1
f (Q, Tp(E))

et (1−ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(LE(c)) ∈ Fil0Dp(E). Dans le
second cas, PQ(c) appartient à Šp(E/Q) et (1−ϕ)−1(1−
p−1ϕ−1)1(LIE(c)) n’appartient pas à Fil0Dp(E). En effet
un tel point ne peut pas être dans le noyau de localisation

en p ([Perrin-Riou 90, lemme 4.5.1], la démonstration est

exactement la même). Le même raisonnement s’applique

en remplaçant 1 par un caractère δ de conducteur pn+1

et l’endomorphisme d’Euler par (pϕ)n+1. Ainsi, l’annula-

tion ou non de la composante modulo Fil0Dp(E) est un

élément important.

3.3 Équation fonctionnelle

Il est montré dans [Perrin-Riou 00] que le module

Iarith(E/Q) est invariant par l’involution ι : τ )→ τ−1

(ou ρ )→ ρ−1). On peut alors construire un élément c de
H1(�ιX,Zp[[Γ]]∗) donné par la classe du cocycle déterminé
par aι ∈ Zp[[Γ]]∗ avec e0Iι = aιe0I si I est un générateur
de Iarith(E/Q). On vérifie facilement que H1(�ιX,Λ∗) est
d’ordre 2 et a comme éléments les classes de 1 et de −1.
On en déduit qu’il existe un unique élément 6arith ∈ {±1}
et un générateur Iarith(E/Q) de Iarith(E/Q) tels que

Iarith(E/Q)(ρ−1) = 6arithIarith(E/Q)(ρ).

Cette construction est due à Greenberg. Notons rIarith la
multiplicité du zéro en 1 de Iarith(E/Q).
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Proposition 3.4. On a 6arith = (−1)rIarith .

On a rarith ≤ rIarith. Il est clair que rarith = 0 si

et seulement si rIarith = 0. Ainsi, si rIarith = 1, on a

rarith = 1. Réciproquement, si rarith = 1 et si rIarith >
1, Šp(E) est contenu dans le noyau de localisation en p

(regarder la composante modulo Fil0Dp(E)). Cela n’est

pas possible si E(Q) est infini. Ainsi, si E(Q) est de rang
1 etX(E/Q)(p) fini, rarith = rIarith = 1.

Remarque 3.5. Dans le cas ordinaire, Greenberg [Green-
berg 99] montre par un très joli argument dû à Guo que

rIarith ≡ rarith mod 2 .

4. CONJECTURE PRINCIPALE ET
THÉORÈME DE KATO

4.1 Conjecture principale

La conjecture principale pour E et p telle qu’elle est

énoncée dans [Perrin-Riou 93] dit :

Conjecture 4.1. Lp(E) est un générateur du Zp[[G∞]]-
module Iarith(E) :

Iarith(E) = Zp[[G∞]]Lp(E).

Le théorème fondamental de Kato qui s’appuie sur la

technique des systèmes d’Euler introduite par Kolyvagin

est une avancée fondamentale pour la démonstration de

cette conjecture. Il y a deux versions du résultat de Kato.

La première est énoncée dans [Rubin 96] :

Théorème 4.2. (Kato.) Il existe un entier r tel que

prLp(E) = gI
arith avec g ∈ Zp[[G∞]].

Soit ρp la représentation p-adique de GQ donnant l’ac-
tion sur les points de p-torsion : ρp : GQ → GL2(Z/pZ).

Théorème 4.3. (Kato.) Si E a multiplication complexe

ou si ρp(GQ) = GL2(Z/pZ), alors Lp(E) = gIarith avec
g ∈ Zp[[G∞]].

Le passage de la formulation de Kato à celle-là est

faite dans [Perrin-Riou 93]. Pour déterminer si ρp(GQ) =
GL2(Z/pZ), les critères donnés par Serre dans [Serre 72]
sont extrêmement commodes. Nous supposons toujours

que E a bonne réduction supersingulière en p, ce qui

diminue le nombre de cas à envisager. Dans les exemples

que nous étudierons, la surjectivité peut être montrée

dans le cas sans multiplication complexe à l’aide des

critères suivants :

Proposition 4.4. (Serre.) Supposons que E a réduction

supersingulière en p.

(1) Pour p = 3, ρ3(GQ) = GL2(Z/3Z) si et seulement
si ∆ n’est pas un cube.

(2) Pour p ≥ 5, si NE est sans facteurs carrés,

ρp(GQ) = GL2(Z/pZ).
(3) S’il existe un nombre premier f divisant stricte-

ment NE tel que ordf(jE) W≡ 0 mod p, alors ρp(GQ) =
GL2(Z/pZ).
(4) S’il existe un nombre premier f tel que al W≡

0 mod p, a2l W≡ 4f mod p, (
a2l−4f
p
) = 1, alors ρp(GQ) =

GL2(Z/pZ).

Sous l’hypothèse que E a bonne réduction su-

persingulière en p, si ρp(GQ) W= GL2(Z/pZ), il est
nécessairement égal au normalisateur d’un sous-groupe

de Cartan non déployé dans GL2(Z/pZ).

Remarque 4.5. La première courbe dans la liste de

Cremona sans multiplication complexe, ayant bonne

réduction supersingulière en 3 et telle que ρ3(GQ) W=
GL2(Z/3Z) est la courbe “1952C” de conducteur 1952,
d’équation y2 = x3 − 332x + 2752, d’invariant j =

−988047936/226981 = (−996/61)3 et de discriminant
−929714176 = (−16 × 61)3. L’image de GQ dans

PGL2(Z/3Z) ∼= S4 est le groupe de Galois du polynôme
3x4−1992x2−21927936 qui est le groupe diédral d’ordre
8. Il en est de même de la courbe “1952D” d’équation

y2 = x3 − 332x − 2752. Ces deux courbes devien-

nent isomorphes sur Q(
√−1). Pour la courbe “1044A”

d’équation y2 = x3 − 3105x − 139239, en prenant l ≤
100000, la proposition ne permet pas de montrer que ρ5
est surjective. En utilisant le logiciel de calcul Magma, on

vérifie que la clôture galoisienne du corps engendré par

la x-coordonnée d’un point de 5-torsion (de degré 12) est

d’ordre 24 et donc que ρ5 n’est pas surjective.

Nous allons maintenant donner quelques conséquences

du théorème de Kato, toujours dans le cas de bonne

réduction supersingulière.

4.2 Sans hypothèse sur le rang

Notons rIarith l’ordre du zéro dans I
arith et ranal l’ordre

du zéro dans Lp(E) en 1.

Proposition 4.6. (Kato.) On a les inégalités

rgZp Šp(E) ≤ rIarith ≤ ranal.
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D’après le théorème 3.1, on a rgZp Šp(E)) ≤ rIarith avec
égalité dans le cas de non dégénérescence de ��·, ·XX sur
Šp(E)0 = H

1
f (Q, Tp(E))0.

Proposition 4.7. Supposons que la conjecture de Birch
et Swinnerton-Dyer p-adique soit vraie pour E/Q (resp.

pour E/Q(µp)) à une unité p-adique près. Alors, la
conjecture principale est vraie pour E/Q (resp. pour

E/Q(µp)) et p.

4.3 Cas où ranal = 0

Lorsque L(E, 1) W= 0, c’est-à-dire 1(Lp(E)) W= 0, E(Q) et
X(E/Q)(p) sont finis. Kato montre en fait queX(E/Q)
est fini (ce résultat avait été obtenu auparavant par Koly-

vagin). De plus, (1− ϕ)−1(1 − p−1ϕ−1)1(Lp(E)) appar-
tient à Fil0Dp(E) et vaut

L{p}(E,0)
ΩE

ωE .

Proposition 4.8. (Kato.) Si ρp est surjective et si

1(Lp(E)) W= 0,

ordpX(E/Q)(p) ≤ ordp L(E, 1)
ΩE

− ordp Tam(E)
2E(Q)2tor

.

Lorsqu’il y a égalité, la conjecture principale est vraie

pour le caractère trivial de Gal(Q(µp)/Q), c’est-à-dire

e0I
arith(E) = Λe0Lp(E).

Exemple 4.9. Pour les courbes X0(17)(D) avec D égal

à une des valeurs suivantes, le second membre dans la

proposition 4.8 est égal à 2 pour p = 3 : −947, −923,
−907, −827, −823, −691, −635, −503, −488, −479,
−419, −347, −311, −283, −199, −167, −139, 253, 373,
457, 557, 701, 749, 917, 953.

4.4 Zéro d’ordre ≥ 1
On pose

LIp,ωE (E,1) = [(1− ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(LIp(E)),ωE ]Dp(E)

= [1(LIp(E)), ω̃E ]Dp(E)

L(r)p,ωE (E,1) = [1(L
(r)
p (E)), ω̃E ]Dp(E)

L∗p,ωE (E,1) = [1(L
(ranal)
p (E)), ω̃E ]Dp(E) .

Alors que 1(L
(ranal)
p (E)) est non nul par définition,

L∗p,ωE (E,1) peut l’être a priori.

Proposition 4.10. On suppose ranal ≥ 1. Alors, si

L∗p,ωE (E,1) W= 0, le rang de S̃p(E) est supérieur ou égal
à 1.

La condition L∗p,ωE (E,1) W= 0 signifie que (1−ϕ)−1(1−
p−1ϕ−1)1(L(ranal)p (E)) n’appartient pas à Fil0Dp(E).

Les hypothèses sont vérifiables numériquement.

Démonstration: Supposons que 1(Iarith) W= 0. Comme

(1−ϕ)−1(1−p−1ϕ−1)1(Iarith) est proportionnel à ωE , il
en est de même de (1−ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(L(ranal)p (E)).

Ce qui est contradictoire avec l’hypothèse, donc rIarith et
rarith sont supérieurs à 1. Ainsi, 1(Iarith) = 0 et le rang

de Šp(E) est supérieur ou égal à 1.

Cette proposition se généralise à un caractère non trivial.

Si K est une extension abélienne de Q, on pose

L∗p,ωE (E/K,1) = [1(L
(ranal,K)
p (E/K)), ω̃E,K ]Dp(E)

et si δ est un caractère de conducteur pnδ+1 non trivial,

L∗p,ωE (E, δ) = [(pϕ)
−(nδ+1)δ(L(ranal,δ)p (E/Q)),ωE ]Dp(E)

avec ranal,K l’ordre du zéro de Lp(E/K) en 1K et rδ
l’ordre du zéro de Lp(E/Q) en δ.

Proposition 4.11. Supposons que δ(Lp(E)) est nul pour
un caractère δ d’ordre pm, de conducteur pm+1. Alors, si

L∗p,ωE (E, δ) est non nul,

rgZp Šp(E/Qm)− rgZp Šp(E/Qm−1) ≥ (p− 1)pm−1 .

Exemple 4.12. Soit E la courbe y2 + y = x3 − 4x + 2
de conducteur 1909 (c’est la courbe 1909A). Le nombre

premier p = 3 est supersingulier. On a L(E, 1) = 0, le

signe de l’équation fonctionnelle est 1. Donc, ranal ≥ 2.
Le calcul montre que L

(2)
p,ωE (E,1) est non nul modulo

9ME . Donc, le rang de Šp(E) est 1 ou 2.

Conjecture 4.13. Si L(E, 1) = 0 (c’est-à-dire si ranal ≥
1), L∗p,ωE (E,1) W= 0. Si δ est un caractère d’ordre pm, de
conducteur pm+1 et si δ(Lp(E)) = 0, alors L

∗
p,ωE (E, δ) W=

0.

Tous les exemples numériques calculés confirment

cette conjecture. Nous avons vu que si E(Q) est infini,
L∗p,ωE (E,1) W= 0. Enfin, on a le lemme :

Lemme 4.14. Si la conjecture est fausse pour le caractère
trivial,X(E/Q)(p) est infini .

Démonstration: Cela impliquerait (Remarque 3.3) que

Šp(E/Q) serait contenu dans le noyau de localisation en
p et donc que Šp(E/Q) serait de rang ≥ 1. Comme l’in-
tersection de E(Q) et du noyau de localisation est de
torsion,X(E/Q)(p) serait infini.
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L’énoncé correspondant à des caractères non triviaux

peut s’écrire sous la forme :

Conjecture 4.15. Soit n > 0. Supposons que pour r >

0, L̂
(k)
p,(0)(E) ≡ 0 mod ξn pour k < r et L̂

(r)
p,(0)(E) W≡ 0

mod ξn. Alors [L̂
(r)
p,(0)

(E),ϕ−n−1ωE ]Dp(E) W≡ 0 mod ξn.

Cette conjecture est un énoncé vérifiable par un calcul

de symboles modulaires et traduit une propriété de ces

symboles.

On déduit encore du théorème de Kato et des résultats

du paragraphe 3.2 le fait suivant :

Proposition 4.16. Les pentes λarith de (1 − p−1

ϕ−1)(1 − ϕ)−11(I(r
I
arith)

arith ) et λanal de (1 − p−1ϕ−1)(1 −
ϕ)−11(L∗p(E)) dans une base (ν,ωE) de Dp(E) sont
égales. Si E(Q) est infini, il existe un point P de

Šp(E/Q) tel que

λanal = − hν(P )

log2ωE P
.

Démonstration: Ces pentes sont aussi égales à celle de

LE(c) pour c un élément non nul de H1
∞(Q, Tp(E)) et

engendrant un module d’indice premier à γ − 1. Lorsque
E(Q) est infini, 1(LE(c)) = 0 et sa dérivée a comme

pente − hν(P )
log2ωE

P
pour P = PQ(c) ∈ Šp(E/Q).

On peut voir cette proposition comme un moyen

numérique de vérifier que le rang est ≥ 2 connaissant un
point d’ordre infini. En effet, lorsque E(Q) est de rang 1,
la valeur de − hν(P )

log2ωE
P
est indépendant de P ∈ E(Q). Si

par chance on a trouvé un point P ∈ E(Q) tel que

λanal W= − hν(P )

log2ωE P
,

Šp(E/Q) est de rang ≥ 2. Cela peut se généraliser

à un rang plus grand. Supposons trouvés r points

indépendants de E(Q). Si le régulateur p-adique (vecto-
riel) de ces points (au sens de 2.3) n’est pas proportionnel

à (1 − p−1ϕ−1)(1 − ϕ)−11(L∗p(E)), le rang de Šp(E) est
strictement plus grand que r.

Une base naturelle dans laquelle s’exprime le

régulateur p-adique est (ωE , η) de Dp(E) alors que les

valeurs de la fonctions L p-adiques s’expriment naturelle-

ment dans la base ωE ,ϕωE . On a ainsi besoin de cal-

culer ϕωE dans la base (η,ωE) (programme frobenius,

[Perrin-Riou]), ce qui est assez coûteux en temps.

4.5 Zéro d’ordre 1

Proposition 4.17. Supposons que L(E, 1) = 0 (et donc

1(Lp(E)) = 0). Si LIp,ωE (E,1) W= 0, (en particulier,

1(LIp(E)) W= 0), H1
f (Q, Vp(E)) est de dimension 1.

Démonstration: Le fait que 1(LIp(E)) W= 0 implique que

1(I Iarith) W= 0. On en déduit que le rang de S̃p(E) est

inférieur ou égal à 1. On a vu précédemment que ce rang

est supérieur ou égal à 1. D’où la proposition.

Sous l’hypothèse que LI(E, 1) W= 0, Kolyvagin a montré
beaucoup plus : le rang de E(Q) est 1 et X(E/Q) est
fini.

Proposition 4.18.
(1) Supposons que 1(Lp(E)) = 0. Alors, le point

PKato de H
1(Q, Tp(E)) construit par Kato appartient à

Šp(E/Q) et Lp(E) a un zéro d’ordre 1 en 1 si et seule-
ment si PKato n’est pas de torsion.

(2) Supposons que 1(Lp(E)) = 0 et LIp,ωE (E,1) W=
0. Si le rang de E(Q) est non nul, le point PKato de
H1(Q, Tp(E)) construit par Kato appartient à Zp⊗ZE(Q)
et est non nul. Si la conjecture p-adique de Birch et

Swinnerton-Dyer pour E/Q est vraie, PKato n’appartient
pas à Q⊗Z E(Q).

Démonstration: Lorsque 1(Lp(E)) = 0, l’exponentielle

duale du point de Kato PKato est nulle, ce qui signi-

fie que PKato appartient à Šp(E) = H1
f (Q, Tp(E)) et

vérifie (1− ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(LIp(E)) ≡ logPKato mod
Fil0Dp(E) d’après [Perrin-Riou 93]. Si PKato n’est pas

de torsion, 1(LIp(E)) est non nul. Réciproquement, si
PKato est de torsion, comme PKato est la projection de

c ∈ H1
∞(Q, Tp(E)) et que Qp⊗H1

∞(Q, Tp(E))G∞ s’injecte
dans H1

f (Q, Vp(E)), c = (γ − 1)cI et Lp(E) = LE(c) est
nul en 1 .

Supposons maintenant que 1(LIp(E)) est non nul ; si le
rang de E(Q) est non nul, il est nécessairement égal à 1
etX(E/Q)(p) est fini. On en déduit que Šp(E) = Zp⊗Z
E(Q) et donc que PKato appartient à Zp ⊗Z E(Q). Soit
P un générateur de E(Q) (modulo torsion). Soit m un

entier p-adique tel que PKato ≡ mP . Sous la conjecture
p-adique de Birch et Swinnerton-Dyer, on a alors

logE PKato ≡
Tam(E)

2E(Q)2tor
2X(E/Q) logωE (P )

2

ω∗E mod Fil
0Dp(E)

où ω∗E est une base duale de ωE (on a par définition

logE PKato ≡ logωE PKatoω∗E mod Fil0Dp(E)). D’où,
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m =
Tam(E)

2E(Q)2tor
2X(E/Q) logωE (P ).

Mais
Tam(E)
2E(Q)2tor

2X(E/Q) est un rationnel. Il ne reste plus
qu’à vérifier que, d’après [Bertrand 77], si P ∈ E(Q),
logωE P n’appartient pas à Q.

Remarque 4.19. Comme dans le cas des points de Heeg-
ner, si 1(Lp(E)) = 0, Lp(E) a un zéro d’ordre 1 si

et seulement si PKato n’est pas de torsion. Mais, ici le

point de Kato n’est pas dans E(Q), mais seulement dans
Qp⊗E(Q). Par contre, si les conjectures de Bloch-Kato p-
adiques sont vraies pour E en un entier k > 1, les points

de Kato correspondant semblent être des multiples en-

tiers d’un point motivique.

Proposition 4.20. Supposons ranal = rarith = 1 et E(Q)
de rang 1. Alors,

(1− ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(LIp(E))

= uL(E/Qp, 1)−1
Tam(E)

2E(Q)2tor
2X(E/Q)(p)R(1)(E)

avec u ∈ Zp. La conjecture principale p-adique pour E/Q
est vraie si et seulement si u ∈ Z∗p.

Autrement dit, on a la majoration (rappelons que

2E(Q)tor est premier à p)

ordp(X(E/Q)(p)) ≤ ordpTam(E)

+ ordp

X
L(E/Qp, 1)

(1− ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(LIp(E))
R(1)(E)

~

(le quotient de deux vecteurs liés est par définition leur

coefficient de proportionnalité). On a L(E/Qp, 1)−1 =
p+1−ap

p . Pour le calcul, il suffit de regarder la composante

modulo ωE , ce qui permet de remplacer le calcul de hau-

teur p-adique par un simple calcul de logarithme p-adique

sur la courbe elliptique: avec

LIp,ωE (E,1) = [(1− ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(LIp(E)),ωE ]Dp(E),

comme [ωE ,ϕωE ] est une unité p-adique, on obtient que

ordp(X(E/Q)(p)) ≤ ordpTam(E)

+ ordp
LIp,ωE (E,1)

p(
logωE

((p+1−ap)P )
p )2

ou encore

ordp(X(E/Q)(p)) ≤ ordpTam(E) + Z2

(
logωE

((p+1−ap)P )
p )2

si

(1− ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(LIp(E)) =
Z1ωE − Z2pϕωE
p+ 1− ap

avec 1(LIp(E)) = XωE − Y pϕωE , Z1 = (p − 1 − 2ap +
a2p/p)X + (2p− ap/p)Y , Z2 = (p− 1)Y − (2− ap/p)X.

Exemple 4.21. On peut reprendre les calculs qui ont été
faits dans [Bernardi and Perrin-Riou 93]. Par exemple,

la 3-composante du groupe de Shafarevich-Tate de la

courbe X0(17)
(5) d’équation y2 = x3 − 15x2 − 200x −

110000 ou pour la courbe X0(17)
(−4) d’équation y2 =

x3+12x2−128x+56320 (dont le groupe de Mordell-Weil
est de rang 1) est triviale. La 19-composante de la courbe

X0(11)
(8) d’équation y2 = x3 − 32x2 − 10240x− 647168

est triviale. De plus, pour ces courbes et nombres pre-

miers correspondants, la conjecture principale p-adique

est vraie.

Exemple 4.22. Soit la courbe E = 43A d’équation y2 +

y = x3 + x2. Le nombre premier 7 est supersingulier. Le

groupe de Mordell-Weil E(Q) est de rang 1 engendré par
P = (0, 0). Le logarithme 7-adique de 8P = (11

49
, 20
343
) est

congru à 28 mod 72. Comme

L(E/Q7, 1)(1− ϕ)−1(1− 7−1ϕ−1)1(LI7(E))
= (5×7 + 6×72 + 4×73 + 4×74 +O(75))ωE
− 7(3×7 + 4×72 + 3×73 + 5×74 +O(75)ϕωE ,

on en déduit queX(E/Q)(7) est trivial et que la conjec-
ture 7-adique principale est vraie. Plus précisément, on

trouve par le calcul la même valeur pour le régulateur de

P . Comme Tam(E/Q) = 1 et que E(Q) n’a pas de tor-
sion, ces calculs sont ainsi compatibles avec la conjecture

de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique.

Remarque 4.23. Malheureusement dans le cas supersin-
gulier, on ne sait pas relier l’ordre du zéro de Lp(E) avec

celui de L(E, s). Supposons que E a bonne réduction or-

dinaire en p. Lorsqu’une certaine composante Lπp (E) de

la fonction L p-adique vectorielle (la fonction L p-adique

de Mazur-Swinnerton-Dyer) a un zéro simple en 1, il est

démontré que L(E, s) a aussi un zéro simple en 1. La

réciproque est vraie lorsqu’on sait montrer que la hauteur

p-adique associée ne s’annule pas sur E(Q). On obtient
alors la divisibilité

2X(E/Q)(p) | L
I(E/Q, 1)
ΩEh∞(P )

,

où P est un générateur de E(Q) modulo torsion et

h∞(P ) la hauteur de Néron-Tate (cela utilise pêle-mêle
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le théorème de Gross-Zagier et son analogue p-adique, le

théorème de Kato dans le cas ordinaire et les calculs des

valeurs spéciales de la fonction L arithmétique analogues

à ceux de 3.1).

5. λ-INVARIANTS ET µ-INVARIANTS

Nous reprenons ici les idées de Kurihara [Kurihara 00]

pour définir les λ-invariants et les µ-invariants d’une

classe d’éléments de H(G∞) ⊗ Dp(E). Nous avons

récemment appris qu’un travail analogue a été fait par

Pollack [Pollack 01] dans le cas où ap = 0.

Posons ωn(x) = (1 + x)p
n − 1 et ξn(x) =

ωn(x)/ωn−1(x) le polynôme cyclotomique de degré pn.

Lemme 5.1. Soit F ∈ H ⊗Dp(E) tel que ϕ−n−1F (ζn −
1) ∈ Cp ⊗ Fil0Dp(E) pour tout entier n ≥ 1. Alors,

il existe une et une seule famille de polynômes Pn pour

n ≥ 0, de degré < pn vérifiant
F ≡ Pnϕn+1ωE − ξnPn−1ϕn+2ωE mod ωn(x)Dp(E)

pour n ≥ 1. On a alors la relation pour n ≥ 2
Pn − apPn−1 + ξn−1Pn−2 ≡ 0 mod ωn−1(x) .

Si de plus

(1− p−1ϕ−1)(1− ϕ)−1F (0) ∈ Fil0Dp(E)
(resp. F (0) ∈ ϕFil0Dp(E)), on a

(ap − 2)P1 ≡ ((ap − 2)ap − (p− 1))P0 mod ω0(x)
(resp. P1 ≡ apP0 mod ω0(x)). Enfin, si F est d’ordre

≤ 0, il existe une constante M telle que Pn ∈M−1Zp[x]
pour tout n.

Démonstration: Pour n ≥ 0, écrivons F ≡ Pnϕn+1ωE −
Qnϕ

n+2ωE mod ωn(x) avec Pn et Qn des polynômes

de degré < pn à coefficients dans Qp. Pour n ≥ 1,

ϕ−n−1F (ζn − 1) ∈ CpωE . Donc, Qn(ζn − 1) = 0 c’est-

à-dire que Qn est divisible par ξn : Qn = ξnRn−1 pour
n ≥ 1. Ici, Rn−1 est défini modulo ωn−1(x) (mais la con-
dition sur les degrés le détermine uniquement). On a la

relation de récurrence pour n ≥ 2
Pnϕ

n+1ωE − ξnRn−1ϕn+2ωE ≡
Pn−1ϕnωE − ξn−1Rn−2ϕn+1ωE mod ωn−1(x).

En utilisant ϕ2ωE − p−1apϕωE + p−1ωE = 0,
Pnϕ

n+1ωE − ξnRn−1ϕn+2ωE =
Pnϕ

n+1(ωE)− ξnRn−1ϕn(p−1apϕωE − p−1ωE) =
(Pn − ξnRn−1p−1ap)ϕn+1(ωE) + p−1ξnRn−1ϕn(ωE) ≡
Rn−1ϕn(ωE) + (Pn −Rn−1ap)ϕn+1(ωE) mod ωn−1(x)

car ξn ≡ p mod ωn−1(x). On en déduit que

Pn − apRn−1 ≡ −ξn−1Rn−2 mod ωn−1(x)
Pn−1 ≡ Rn−1 mod ωn−1(x).

Donc, pour n ≥ 1, Rn = Pn et

Pn+1 − apRn + ξnRn−1 ≡ 0 mod ωn(x).

La relation de récurrence pour n = 1 donne

P0ωE −Q0ϕωE ≡ P1ϕωE −Q1ϕ2ωE mod ω0(x)
≡ (P1 −Q1p−1ap)ϕ(ωE)

+ p−1Q1ωE mod ω0(x)

d’où
P1 −Q1p−1ap +Q0 ≡ 0 mod ω0(x)

P0 ≡ p−1Q1 mod ω0(x)
≡ p−1ξ1R0 mod ω0(x)
≡ R0 mod ω0(x).

On en déduit finalement que

Pn+1 − apPn + ξnPn−1 ≡ 0 mod ωn(x) pour n ≥ 1
P1 ≡ P0ap −Q0 mod ω0(x).

Lorsque F (0) ∈ ϕFil0Dp(E), Q(0) est nul et on a

donc P1 ≡ P0ap mod ω0(x). Lorsque (1 − p−1ϕ−1)(1 −
ϕ)−1F (0) ∈ ϕFil0Dp(E), La relation sur F (0) implique
que (p− 1)P0 = (ap − 2)Q0 et donc

(ap − 2)P1 ≡ ((ap − 2)ap − (p− 1))P0 mod ω0(x).

Si P est un polynôme non nul de Qp[x], par le théorème
de Weierstrass, il peut s’écrire de manière unique sous la

forme P = upµ(xλ + pR) où u est une unité de Zp[[x]] et
où R ∈ Zp[x] est de degré < λ. On appelle λ = λ(P )

et µ = µ(P ) les λ et µ invariants de P . De manière

équivalente, on peut écrire P = vpµ(xλ + pQ+ xλ+1Q1)

avec v ∈ Z∗p et Q et Q1 ∈ Zp[x]. Par exemple, λ(ωn) =
pn−1(p−1), µ(ωn(x)) = 0, λ(ξn) = pn−2(p−1) et µ(ξn) =
0. Si F est comme dans le lemme 5.1 et Pn la suite de

polynômes de degré < pn tels que

F ≡ Pnϕn+1ωE − ξnPn−1ϕn+2ωE mod ωn(x)Dp(E)

on note µ+(F ) (resp. µ−(F )) le minimum des µ(Pn) pour
n pair (resp. impair).

Si n est un entier et Kn = Q(µpn), on écrit

ω̃Kn = ω̃K/Kn0
⊗ ω̃Kn0

(notations du paragraphe 3.2).
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Proposition 5.2. Soit F ∈ H ⊗ Dp(E), non nul, d’ordre
≤ 0 et vérifiant

F (ζn − 1) ∈ ϕn+1 Fil0Dp(E)

pour toute racine de l’unité ζn d’ordre p
n non triviale et

soit µ± = µ±(F ). Alors,
1) F a un nombre fini de zéros de la forme ζ − 1 avec

ζ racine de l’unité d’ordre une puissance de p : il existe

un entier n0 tel que F (ζn − 1) W= 0 pour n ≥ n0.
2) Si ap = 0 ou si µ+ = µ−, il existe des rationnels

λ+, λ− et ν tels que pour n ≥ n0

ordp

X�
ζ∈µpn−µpn0 F (ζ − 1)

ω̃K/Kn0

~

=
p2u

n
2 J+1 − p
p+ 1

µ+ +
p2u

n+1
2 J − 1
p+ 1

µ− +
p

p2 − 1(p
n − 1)

+ λ+un
2
J+ λ−un+ 1

2
J − ν.

Une formule analogue existe dans le cas où ap W= 0 et
µ+ W= µ−. Nous ne l’avons pas écrite car aucun cas de ce
type n’a été rencontré numériquement.

Remarque 5.3. Si

An =
p2u

n
2 J+1 − p
p+ 1

µ+ +
p2u

n+1
2 J − 1
p+ 1

µ− +
p

p2 − 1(p
n − 1)

+ λ+un
2
J+ λ−un+ 1

2
J

et si F (ζ − 1) ne s’annule jamais, on a

ordp

X�
ζ∈µpn F (ζ − 1)
ω̃K/Kn0

~

= An −An0 + ordp
X�

ζ∈µpn0 F (ζ − 1)
ω̃Kn0

~
.

On peut aussi écrire An sous la forme

An =



p
pµ++µ−
p+1

+ p
p2−1
Q
(pn − 1) + λ++λ−

2
n

si n est pairp
µ++pµ−
p+1 + p

p2−1
Q
(pn − 1) + (λ+ + λ−)un2 J+ λ−

si n est impair.

Nous verrons dans la démonstration que

λ+ ≡ − 1

p+ 1
mod Z

λ− ≡ − p

p+ 1
mod Z.

Ainsi, λ+ + λ− est un entier, λ+ − λ− ≡ p−1
p+1 mod Z et

An est bien un entier.

Un cas particulier important est celui où µ+ = µ− = 0,
on a alors

An =
p

p2 − 1(p
n − 1) + λ+un

2
J+ λ−un+ 1

2
J .

Nous donnerons la définition de λ+ et λ− au cours de la
démonstration

Démonstration: Soit Pn la suite de polynômes de degré

< pn tels que

F ≡ Pnϕn+1ωE − ξnPn−1ϕn+2ωE mod ωn(x)Dp(E)

On a les relations

Pn − apPn−1 + ξn−1Pn−2 ≡ 0 mod ωn−1(x)Dp(E)
(5—1)

pour n ≥ 2. Lorsque ap = 0 (resp. ap W= 0), dès que

Pn W= 0 pour un entier n, les polynômes Pm sont non nuls
pour m ≥ n (resp. pour m assez grand) de même parité.

Soit n tel que Pn W= 0. Écrivons Pn = unpµn(xλn + Qn)
avec Qn ∈ (p, xλn)Zp[x] et un une unité de Zp. Comme
le degré de Pn est < p

n, λn < p
n. Dans la suite, 6 désigne

indifféremment un signe ± ou une classe modulo 2, c’est-
à-dire une parité. Quitte à multiplier tous les Pn par un

entier indépendant de n, on peut supposer que µn ≥ 0
(c’est la condition que F est d’ordre ≤ 0 qui assure que
cela est possible).

Lemme 5.4. La suite des µn pour n de parité 6 est sta-
tionnaire. Si ap = 0 ou si µ+ = µ−, il existe un entier
n6 ≡ 6 mod 2 tel que pour n ≥ n6, n ≡ 6 mod 2,

λn = λn6 +
pn − pn6
p+ 1

= λ6 +
pn

p+ 1
;

de plus, pour tout entier n, λn ≥Mn ≥ pn−2(p− 1) avec

Mn =

l
pn−1
p+1 si n est pair
pn−p
p+1 si n est impair.

Si ap W= 0 et µ+ W= µ−, pour n assez grand, on a

λn+1 = λn = λ6 +
pn

p+ 1

pour n de parité 6 avec µ6 < µ−6 et λn < pn−1(p − 1),
λn+1 < p

n(p− 1).

On note µ6 la limite des µn. La limite des µn est aussi

sa borne inférieure. Lorsque ap = 0 ou µ+ = µ−, la
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suite des µn (pour n de parité fixe 6) est décroissante,

puis stationnaire et on peut prendre pour n6 le plus petit

entier tel que µn est minimal pour n de parité 6. Pour

n > n6 de parité 6, λn < p
n−1 et λn− pn

p+1 est indépendant

de n. On note λ6 la limite des λn− pn

p+1 pour n de parité

6. On a

µ± = µn , λ± = λn − pn

p+ 1

pour n ≥ n6 de parité 6. Une variante entière de λ± est
de poser

λ̃± = lim
k→∞

(−1)k=±
λk −Mk = λn −Mn

pour n tel que µn est minimal. On a donc λ+ = λ̃+− 1
p+1

et λ− = λ̃− − p
p+1 .

Démonstration: Supposons d’abord ap = 0. Fixons 6, les

entiers n considérés sont supposés ≡ 6 mod 2. La relation

(5—1) s’écrit

unp
µn+2(xλn+2 + pQn+2 + x

λn+2+1Q1n+2)

+ un−2(xp
n(p−1) + pZn+1)pµn(xλn + pQn + xλn+1Q1n))

= uIn(x
pn+1 + pδn+1)p

νn+1

· (xgn+1 + pRn+1 + xgn+1+1R1n+1)

avec uIn une unité et Rn+1 et R1n+1 des polynômes à coef-
ficients dans Zp, ξn+1 = xp

n(p−1)+pZn+1. Si µn > µn+2,
on a λn+2 ≥ pn+1 ≥ pn+2−1

p+1 . Supposons µn ≤ µn+2.

Comme λn < p
n,

λn + p
n(p− 1) < pn+1 .

L’identité (5—1) implique alors que λn+2 = λn + p
n(p −

1) < pn+1 et que µn+2 = µn. Donc la suite des µn est

décroissante, puis stationnaire. Soit n6 le plus petit des

entiers n tels que µn soit minimal pour n de parité 6. On

a alors µn6+2 = µn6 et pour tout entier n ≥ n6 de parité
6, µn = µn6 . Ainsi, pour tout entier n ≥ n6, n ≡ 6 mod 2,

on a

λn+2 = λn + p
n(p− 1) .

On en déduit que pour n ≥ n6

λn = λn6 +
pn − pn6
p+ 1

= λ6 +
pn

p+ 1
.

L’inégalité λn ≥ Mn se déduit directement de la rela-

tion Pn+2 ≡ −ξn+1Pn mod ωn et d’un calcul de degré
que nous reverrons dans la démonstration de la proposi-

tion 5.2.

Supposons maintenant que ap est non nul (on a donc

p = 3 et a3 = ±3). Soit µ6 le minimum des µn pour n de

parité 6. Quitte à diviser les polynômes Pn par une puis-

sance de p, on peut supposer que pour une des parités,

disons 6, µ−6 ≥ µ6 = 0. Soit n un entier de parité 6 tel

que µn = 0. Alors la relation (5—1) appliquée à n+2 im-

plique que µn+2 = µ6 = 0 puisque µ(apPn+1) ≥ 1. Donc
µm = 0 pour tout entier m ≥ n de parité 6 et on a encore
λm+2 = λm+λ(ξm+1) = λm+p

m(p−1) et λn = λ6+
pn

p+1 .

Pour la parité −6, soit n de parité −6 tel que µn = µ−6
et tel que µn+1 = 0. Trois cas peuvent se produire.

Cas 1: µ−6 > ordp(ap) = 1. La relation (5—1) ap-

pliquée à n + 2 implique que µn+2 = ordp ap < µ−6, ce
qui contredit la définition de µ−6.
Cas 2: µ−6 < ordp(ap) = 1. Alors, µ(Pn+2) = µ(Pn) =

µ−6 et on a µm = µ−6 pour tout entier m ≥ n de même
parité. Dans ce cas, comme dans le cas ap = 0, λm+2 =

λm + p
m(p− 1).

Cas 3: µ−6 = ordp(ap) = 1. Si µn+2 > µ−6, on a

λn = λn+1 − pn(p− 1) = λ6 +
pn+1

p+ 1
− pn(p− 1)

= λ6 − p
n(p2 − p− 1)

p+ 1

Ce qui n’est pas possible pour n assez grand. Donc, pour

n assez grand de parité−6, µn = µ−6 = ordp(ap). Comme
λ(ξn+1) = p

n(p− 1) > pn+1

p+1 et que λn+1 = λ6 +
pn+1

p+1 , on

déduit de l’égalité 5—1 pour n + 2 que λn+2 = λn+1 =

λ6 +
pn+1

p+1 . En particulier, pour n assez grand, λn+2 <

pn+1(p− 1).

Lemme 5.5. Soit P un polynôme vérifiant λ(P ) <

pn−1(p−1)). Alors, P (ζn−1) est non nul pour ζn racine
de l’unité d’ordre pn et on a alors

ordp P (ζn − 1) = µ(P ) + λ(P )

pn−1(p− 1) .

Démonstration: On a P = unp
µ(P )(xλ(P )+pQ) avec Q ∈

Zp[x], u une unité de Zp[[x]]. Si ζn est une racine de
l’unité d’ordre pn,

ordp((ζn − 1)λ(P )) = λ(P )

pn−1(p− 1) <
1

p− 1 < 1.

Donc P (ζn − 1) ne s’annule pas et

ordp(P (ζn − 1) = µ(P ) + λ(P )

pn−1(p− 1) .

Démontrons maintenant la proposition 5.2. La

première assertion se déduit du lemme 5.5 (elle est aussi
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démontrée dans [Perrin-Riou 94]). Prenons maintenant

ap = 0 ou µ+ = µ− (le calcul est inspiré du calcul de
Kurihara).

Soit n0 = sup(n+, n−). Il s’agit de calculer (avec pnζ

l’ordre de ζ)3
ζ∈µpn−µpn0 ordp Pnζ (ζ − 1)

=

n3
j=n0+1

3
ζ∈µpj−µpj−1

ordp Pj(ζ − 1)

=

n3
j=n0+1

pj−1(p− 1)
w
µ6(j) +

p

p2 − 1 +
λ6(j)

pj−1(p− 1)
W

= An −An0
avec

An =

n3
j=1

w
pj−1(p− 1)

w
µ6(j) +

p

p2 − 1
W
+ λ6(j)

W

=

n3
j=1

pj−1(p− 1)µ6(j) +
n3
j=1

pj

p+ 1
+

n3
j=1

λ6(j) .

On a

n3
j pair

pj−1(p− 1)µ̃+ = p2u
n
2 J+1 − p
p+ 1

µ+

n3
j impair

pj−1(p− 1)µ− = p2u
n+1
2 J − 1
p+ 1

µ−

n3
j=1

pj

p+ 1
=

p

p2 − 1(p
n − 1)

n3
j=1

λ6(j) = λ+

n3
j pair

1 + λ−
n3

j impair

1

= λ+un
2
J+ λ−un+ 1

2
J .

Donc

An =
p2u

n
2 J+1 − p
p+ 1

µ+ +
p2u

n+1
2 J − 1
p+ 1

µ− +
p

p2 − 1(p
n − 1)

+ λ+un
2
J+ λ−un+ 1

2
J .

Donc

An −An0 =
p2u

n
2 J+1 − p2un02 J+1

p+ 1
µ+

+
p2u

n+1
2 J − p2un0+12 J

p+ 1
µ− +

p

p2 − 1(p
n − pn0)

+ λ+(un
2
J − un0

2
J) + λ−

w
un+ 1
2
J − un0 + 1

2
J
W
.

Ce qui termine la démonstration de la proposition 5.2

dans le cas ap = 0 ou µ+ = µ−. Dans le cas contraire,
lorsque µ6 < µ−6, le calcul serait le même à condition de
prendre 0 pour λ−6 et 2λ6 pour λ6.

Exemple 5.6. Supposons que F vérifie la condition

supplémentaire

(1− p−1ϕ−1)(1− ϕ)−1F (0) ∈ Fil0Dp(E),
que les polynômes Pn sont à coefficients dans Zp et que P0
est une unité p-adique. En particulier µ0 = 0. La relation

supplémentaire reliant P0 et P1 implique que µ1 = 0.

Donc, µ+ = µ− = 0, λ1 = 0, λ0 = 0, on peut prendre

n+ = 0 et n− = 1, donc λ̃+ = λ̃− = 0 et λ+ = −1/(p+1),
λ− = −p/(p+1). D’où, A1 = 0 et en multipliant par F (0)
(sous les hypothèses faite, F (0)/(1−p−1ϕ−1)−1(1−ϕ)ωE
est une unité), on obtient la formule

ordp

X�
ζ∈µpn F (ζ − 1)

ω̃K

~
=
p(pn − 1)
p2 − 1 − 1

p+ 1
un
2
J

− p

p+ 1
un+ 1
2
J

= u p

p2 − 1p
n − n

2
J.

Remarque 5.7.
(1) Nous avons vu au cours de la démonstration que

si µn0 = µ+, pour n > n0, la fonction F ne peut plus

s’annuler en ζ − 1 pour ζ racine de l’unité d’ordre pn. Si
de plus λn0 < p

n0−1(p − 1), F ne s’annule pas non plus

en une racine de l’unité d’ordre pn0 .

(2) Supposons ap = 0. Soit

Mn =

l
pn−p
p+1 si n est impair
pn−1
p+1 si n est pair.

Pour tout entier n de parité 6 tel que µn = µ6, on a

λn ≥Mn.

3) λ+ (resp. λ−) se calcule à partir de λ2n (resp. λ2n+1)
dès que µ2n = µ+ (resp. µ2n+1 = µ−).

Définition 5.8. Si F est comme dans le lemme 5.1, on

définit le λ-invariant de F comme le couple (λ+,λ−) et
son µ-invariant comme le couple (µ+, µ−).

Si F1 et F2 sont deux éléments de H ⊗ Dp(E) d’or-
dre ≤ 0 comme dans le lemme 5.1 tel que F2 = hF1

avec λ+(F1) = λ+(F2) et µ+(F1) = µ+(F2) et h ∈
Zp[[x]]. Alors (F1) = (F2). On remarque en effet que

si h ∈ Zp[[x]], λ(hF ) = λ(F ) + (λ(h),λ(h)) et µ(hF ) =

µ(F ) + (µ(h), µ(h)).
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6. CROISSANCE DU GROUPE
DE SHAFAREVICH-TATE

On peut maintenant mettre ensemble les paragraphes 3.2

et 5. pour obtenir le résultat suivant qui redémontre et

généralise le résultat de Kurihara.

Théorème 6.1. Soit E une courbe elliptique définie sur

Q et p un nombre premier tel que E soit supersingulière

en p.

(1) Le rang de E(K∞) est fini et le corang de

X(E/Kn) est borné.

(2) Supposons E(Kn) etX(E/Kn) finis pour tout n.

Alors il existe des entiers µI+, µ
I
−, λ

I
+, λ

I
− et un rationnel

ν tels que

ordp 2X(E/Kn) =
p2u

n
2 J+1

p+ 1
µI+ +

p2u
n+1
2 J

p+ 1
µI− +

p

p2 − 1p
n

+ λI+u
n

2
J+ λI−u

n+ 1

2
J+ ν.

(3) (Kurihara.) Si
L(E,1)
ΩE

est une unité en p, c’est-à-

dire si 1(Lp(E, 1)) n’est pas divisible par p dans le réseau

ME de Dp(E), E(Kn) et X(E/Kn)(p) sont finis pour

tout n et on a

ordp 2X(E/Kn)(p) = u p

p2 − 1p
n − n

2
J.

(4) Soit un entier n0 tel que le rang de E(Kn) et le

corang deX(E/Kn)(p) soient stationnaires pour n ≥ n0
(qui existe d’après 1) et soit s le rang de Šp(E/Q∞) =
Šp(E/Qn0). Alors, il existe des entiers µI+, µI−, λI+, λI−
et un rationnel ν tels que pour n ≥ n0

ordp2 (X(E/Kn)/div)

=
p2u

n
2 J+1

p+ 1
µI+ +

p2u
n+1
2 J

p+ 1
µI− +

p

p2 − 1p
n

+ (λI+ − s)u
n

2
J+ (λI− − s)u

n+ 1

2
J+ ν.

Ce théorème se déduit de la proposition 5.2 appliquée

à la fonction Îarith,(0) ∈ H ⊗ Dp(E) (même définition
que pour Lp(E/Q), section 2.2). Les propriétés de Iarith
impliquent en effet que Îarith,(0) vérifie les conditions du

lemme 5.1. On a alors pour δ caractère d’ordre fini deG∞:

Iarith(�χXsδ) = Îarith,(0)(usζ − 1)

avec u = �χ(γ)X et ζ = δ(γ). De plus, Iarith(�χQnXs) =�
δ∈∆̂Qn

Iarith(�χXsδ) où χQn est le caractère cyclo-

tomique attachée à Qn, c’est-à-dire la restriction de χ
à GQn . Le rang de Šp(E/Qn) est stationnaire pour n

assez grand. Comme Šp(E/Qn) est facteur direct dans
H1(Qn, Tp(E)) et que le conoyau de l’application de

restriction H1(Qn, Tp(E)) → H1(Qm, Tp(E))Gal(Qm/Qn)

est H2(Qm/Qn, Tp(E)Gal(Q/Qm)) et est donc nul, la lim-
ite inductive des Šp(E/Qn) est un Zp-module de type
fini. D’autre part, on a �x, yXQm = [Qm : Qn]�x, yXQn
pour x et y dans Šp(E/Qn) et m ≥ n. Donc, pour n0 tel
que Šp(E/Q∞) = Šp(E/Qn0)�
δ∈∆̂n−∆̂n0

Iarith(�χXsδ)

=
Tam(E/Qn)2X(Tp(E)/Qn)
Tam(E/Q0)2X(Tp(E)/Qn0)

p(n−n0)sω̃E,Qn/Qn0 .

En utilisant la proposition 5.2, le fait que les Tam(E/Qn)
deviennent stationnaires et queX(Tp(E)/Qn) est le quo-
tient deX(E/Qn) par sa partie divisible, on en déduit
le théorème.

7. EXEMPLES NUMÉRIQUES

7.1 Quelques généralités

Nous allons voir quelques critères numériques qui permet-

tent de conclure à la conjecture de Birch et Swinnerton-

Dyer en p (toujours supersingulier) dans des exemples

qui ne semblaient pas connus auparavant et à la conjec-

ture principale. Nous avons fait des calculs systématiques

sur les courbes elliptiques de conducteur NE < 150 et

leurs twists par des discriminants inférieurs à 500 en

valeur absolue et pour des nombres premiers 3, 5, 7

lorsqu’ils sont supersinguliers systématiquement et occa-

sionnellement pour d’autres nombres premiers (p = 11,

p = 19). Précisons que lorsqu’on parle de l’ordre du

groupe de Shafarevich-Tate, il s’agit ici réellement du

nombre d’éléments et non de l’ordre conjectural (appelé

quelquefois ordre analytique).

Soit F = Lp(E) ou un générateur de Iarith. C’est un
élément de H(G∞)⊗Dp(E). On écrit F =

�
ωi∈∆̂ F̂i(γ−

1) =
�

i F̂i(γ − 1) avec Fi = eωi(F ) ∈ H. Si ωiδ est de
conducteur pn+1 avec δ d’ordre pn, on a alors ωiδ(F ) =

δ(Fi) = F̂i(ζn − 1) avec ζn = δ(γ) une racine de l’unité

d’ordre pn.

Prenons i = 0. Alors, F̂0 est un élément de H ⊗
Dp(E) vérifiant les propriétés du lemme 5.1. On note

Pn les polynômes associés à Lp(E) et au caractère triv-

ial de Gal(Q(µp)/Q) comme dans le lemme 5.1 et Qn
les polynômes associés à un générateur de Iarith. Les
polynômes Pn et Qn sont à coefficients dans Zp. On note
λn = λ(Pn) et µn = µ(Pn) les invariants des polynômes
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p µ0 µ1 µ2 µ3 µ4
3 0 0

3 1 0 0

3 1 0 1 0

3 1 1 0 0

3 1 1 1 0 0

3 2 0 0

3 2 0 1 0

3 2 1 0 0

3 2 1 1 0 0

3 2 2 0 0

3 2 2 1 0 0

3 3 0 0

3 3 1 0 0

3 3 2 0 0

3 4 0 0

3 ∞ 0 0

3 ∞ 0 1 0

3 ∞ 0 ∞ 0

3 ∞ 1 0 0

3 ∞ 1 1 0 0

3 ∞ 2 0 0

3 ∞ 2 1 0 0

3 ∞ 3 0 0

p µ0 µ1 µ2 µ3 µ4
3 ∞ 3 1 0 0

3 ∞ 4 0 0

3 ∞ ∞ 0 0

3 ∞ ∞ 1 0 0

5 0 0

5 1 0 0

5 1 1 0 0

5 2 0 0

5 2 1 0 0

5 ∞ 0

5 ∞ 0 0

5 ∞ 1 0 0

5 ∞ ∞ 0 0

7 0 0

7 2 0 0

7 ∞ 0

7 ∞ 1 0 0

7 ∞ 1 0 0

7 ∞ ∞ 0 0

11 0 0 0

11 ∞ 0 0

17 2 0 0

TABLE 1.

Pn et λ
I
n = λ(Qn) et µ

I
n = µ(Qn) les invariants de Qn.

Ces polynômes vérifient les relations pour n ≥ 2
Pn − apPn−1 + ξn−1Pn−2 ≡ 0 mod ωn−1(x)
Qn − apQn−1 + ξn−1Qn−2 ≡ 0 mod ωn−1(x)

(7—1)

et

(ap − 2)P1 ≡ ((ap − 2)ap − (p− 1))P0 mod ω0(x)
(ap − 2)Q1 ≡ ((ap − 2)ap − (p− 1))Q0 mod ω0(x) .

(7—2)

Par le théorème de Kato, on sait qu’il existe un élément

g ∈ Zp[[x]] tel que

Pn ≡ gQn mod ωn(x) . (7—3)

Montrer la conjecture principale revient alors à montrer

que g(0) est une unité, c’est-à-dire que µ(g) = λ(g) = 0.

Pour tous les exemples calculés dans la suite, l’im-

age de ρp est maximale. Nous ne le répéterons pas. Les

données numériques obtenues sont mises dans un tableau

avec le nom de la courbe, les coefficients [a1, a2, a3, a4, a6],

le discriminant par lequel on twiste, les µi,λi intéressants,

puis éventuellement les invariants λ̃+ et λ̃−.
Commençons par quelques résultats numériques con-

cernant les µ-invariants. Nous avons mis dans le tableau

1 les valeurs numériques pour la suite des µn trouvées

par le calcul (µn = ∞ signifie que Pn = 0, une case

blanche signifie que µn est automatiquement nul). Dans

le tableau 2, seules des courbes vérifiant a3 = ±3

interviennent pour p = 3. Remarquons entre autres que

µ2 peut être supérieur à µ1 (par exemple µ1 = 0, µ2 = 1).

Dans tous les exemples calculés, µ3 et µ4 sont nuls. Il

semble raisonnable de faire la conjecture:

Conjecture 7.1. Les invariants µ+ et µ− de Lp(E/Q)
sont nuls.

Remarquons que nous n’avons pas dans le cas super-

singulier le problème d’“invariance par isogénie”: E n’a

pas de sous-groupes rationnels sur Q d’ordre p.
Donnons maintenant une conséquence de l’équation

fonctionnelle. Si 6arith est le signe de l’équation fonction-

nelle de Iarith(E), les λIn sont tous pairs pour 6arith = 1
et tous impairs pour 6arith = −1. Malheureusement, on
ne sait pas montrer que 6arith = 6anal.

p µ0 µ1 µ2 µ3 µ4
3 0 0 0 0 0

3 2 0 0 0 0

3 2 0 1 0 0

3 2 1 0 0 0

3 2 2 0 0 0

3 4 0 0 0 0

3 ∞ 0 1 0 0

3 ∞ 1 0 0 0

3 ∞ 2 0 0 0

3 ∞ 3 0 0 0

TABLE 2. a3 W= 0.
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Rappelons enfin que lorsque ap = 0 ou µ+ = µ−,
les λIk = λ(Qk) ainsi que les λk = λ(Pk) vérifient les

inégalités λk ≥Mk, λ
I
k ≥Mk avec

Mk =

l
pk−p
p+1 si k est impair
pk−1
p+1 si k est pair.

et que l’on pose λ̃+ = λk −Mk, λ̃
I
+ = λIk −Mk (resp.

λ̃− = λk−Mk, λ̃
I− = λIk−Mk) pour k pair (resp. impair)

tel que µk = 0.

Nous supposerons dans la suite que si ap W= 0, µ+ = µ−
pour ne pas alourdir les énoncés (le cas contraire n’ayant

jamais été rencontré numériquement).

7.2 Courbes de rang 0

Exemple 7.2. (Kurihara.) Commençons par le cas étudié
par Kurihara: P0 est une unité (l’hypothèse ap = 0 faite

dans [Kurihara 00] n’est pas nécessaire). Grâce à la rela-

tion (7—2), il en est de même de P1. Les µn sont tous nuls.

On a λ0 = λ1 = 0 et λ̃+ = λ̃− = 0. Par le lemme 5.4, on
a alors λ2 = p − 1, λ3 = p(p − 1), λ4 = (p − 1)(p2 + 1),
λ5 = p(p − 1)(p2 + 1) et λ+ = −1

p+1 , λ− =
−p
p+1 . Il est

rassurant de vérifier que c’est ce que donne le calcul

numérique: par exemple, pour E = X0(17) et p = 3,

on a λ2 = 2, λ3 = 6, λ4 = 20, λ5 = 60. La conjecture

principale e0Iarith(E) = e0Lp(E/Q)Zp[[Γ]] est vraie car
la congruence P0 ≡ gQ0 mod x signifie que g(0) est une
unité ; E(Q∞) est fini et lesX(Qn)(p) sont tous finis et
de cardinal

ordp 2X(E/Qn) =
p

p2 − 1p
n − 1

p+ 1
un
2
J − p

p+ 1
un+ 1
2
J

= u p

p2 − 1p
n − n

2
J.

Par exemple pour p = 3, on obtient

u3
n+1

8
− n
2
J.

Exemple 7.3. (rang 0 et de groupe de Shafarevich-Tate
non trivial.) Prenons E = X0(17)(373), p = 3. La valeur
de L(E/Q)/ΩE est −36. Les calculs donnent µ0 = 2,

µ1 = 0, µ2 = 0, λ1 = 2, λ2 = 6. Donc

λ̃+ = 4 , λ̃− = 2

On vérifie en même temps que P1 et P2 sont premiers res-

pectivement à ξ1 = x
2 +3x+3 et à ξ2. Le rang de E(Q)

est 0. En utilisant la remarque 5.7, on obtient que E(Q∞)
est de torsion et queX(E/Qn)(3) est fini pour tout en-
tier n. Passons maintenant à la conjecture principale. On

a Tam(E) = 16 et 2E(Q) = 2. Ainsi, (1 − ϕ)−1(1 −
p−1ϕ−1)1(Iarith(E/Q))/ωE = 2X(E/Q)(p)u divise 9

(avec u unité de Z3). Comme on sait queX(E/Q) est un
carré, le cardinal deX(E/Q)(3) est 9 ou 1. Nous allons
montrer que le deuxième cas n’est pas possible. On con-

clut alors en remarquant que P0 et Q0 ont même valu-

ation 3-adique et donc que g(0) est une unité 3-adique

puisque P0 = g(0)Q0, ce qui démontrera la conjecture

principale e0Iarith(E/Q) = e0Lp(E/Q)Zp[[Γ]].
Supposons X(E/Q)(3) trivial. Dans ce cas, Q0 est

une unité. Comme en 7.3, les λIn et µ
I
n valent µ

I
0 = µ

I
1 = 0,

λI0 = 0, λI1 = 0 et donc λI2 = 2, λI3 = 6, λI4 = 20,

λI5 = 60 et λ̃I+ = λ̃I− = 0. Or les congruences Pn ≡
gQn mod (1 + x)

3n − 1 et le fait que les µn sont nuls et
les Pn non nuls (de degré < 3

n) pour n ≥ 1 impliquent
que λn = λ(g) + λIn < 3n pour tout entier n ≥ 1. On en
déduit en particulier que

λ2 − λ1 = λI2 − λI1 = 2
λ3 − λ2 = λI3 − λI2 = 4,

ce qui est contradictoire avec les résultats numériques.

Donc, X(E/Q)(3) n’est pas trivial et d’ordre 9. On
a donc ici montré par des calculs simples de symboles

modulaires que

2X(X0(17)
(373)/Q)(3) = 9.

De plus, λ− = 2 − 3/4 = 5/4 et λ+ = 6 − 9/4 = 15/4.

Donc,

ord3 2X(X0(17)
(373)Qn)(3) = 2 + (An −A0)

avec

An =
3(3n − 1)

8
+
15

4
un
2
J+ 5

4
un+ 1
2
J

D’où,

ord3 2X(X0(17)
(373)/Qn)(3) = 2 +

3(3n − 1)
8

+
15

4
un
2
J

+
5

4
un+ 1
2
J.

Remarquons que L(E, 1)/ΩE est égal à 36, pour p ne

divisant pas 6, les cas traités par Kurihara pour p su-

persingulier et par Mazur dans le cas où p est ordinaire

montrent que la conjecture de Birch-Swinnerton-Dyer (à

condition de vérifier que ρp est surjective) est vraie à des

puissances de 2, de 17 et de 373 près.

On peut généraliser cet exemple de la manière sui-

vante.
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Proposition 7.4. Supposons ρp surjective, µ0 ≤ 2 (en

particulier, L(E, 1) W= 0) et λ̃+ W= λ̃−. Alors, la conjec-
ture principale est vraie et X(E/Q)(p) a l’ordre prédit
par la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer. Si de

plus, λk −Mk < p
k−1(p − 1) pour les entiers k tels que

µk−2 W= 0, alorsX(E/Qn)(p) est fini pour tout entier n
et E(Q∞) = 0.

Ainsi, si Tam(E)/(2E(Q))2 est premier à p et si µ0 =
2,X(E/Q)(p) est d’ordre p2. Si µ0 = 1,X(E/Q)(p) est
trivial (par un théorème de Cassels, 2X(E/Q)(p) est un
carré).

Démonstration: On sait déjà que E(Q) est fini ainsi que
X(E/Q)(p). D’autre part 2E(Q)tors est d’ordre premier
à p. Si la conjecture principale n’est pas vraie, comme

2X(E/Q)(p) est un carré, Q0 est nécessairement une
unité et λ̃I+ = λ̃I− = 0. On en déduit que λ̃+ = λ̃−, ce qui
a été supposé faux. Donc g est une unité.

Exemple 7.5. Soit E = X0(17)
(−167). Les données

numériques sont

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 µ3, λ3 µ4, λ4
17A [1,-1,1,-1,-14] -167 3 2 1,2 1,6 0,10 0,28

On a µ0 = 2, µ1 = 1, µ2 = 1, µn = 0 pour n ≥ 3,

λ1 = 2, λ2 = 6, λ3 = 10, λ4 = 28. Donc λ̃+ = 28 − 20 =
8 et λ̃− = 10 − 6 = 4. Donc la conjecture principale

est vraie. Le nombre de Tamagawa Tam(E) est égal à

4. Donc, X(E/Q)(3) est d’ordre 9. D’autre part, P1 =
−12x2 − 36x− 36 = −12ξ1. On en déduit que le rang de
Š3(E/Q(µ9)∆) est supérieur ou égal à p − 1 = 2 grâce

au théorème 3.2 et au fait que la conjecture principale

vient d’être vérifiée. Ce rang peut être 2 ou 4. Par une

vérification numérique, LIp(E) W≡ 0 mod ξ1. Le polynôme

P2 = 24x
8 + 216x7 + 852x6 + 1944x5 + 2808x4 + 2628x3

+ 1548x2 + 540x+ 108

= 12(x2 + 3x+ 3)(2x6 + 12x5 + 29x4 + 39x3

+ 30x2 + 12x+ 3)

est premier avec ξ2. Pour n = 3 et 4, la comparaison des

degrés implique que Pn est premier avec ξn et donc pour

n ≥ 5 puisque µ3 = µ4 = 0. Ainsi, le rang de la limite

inductive des Š3(E/Q(µ3n)∆) est 2, E(Q∞) est de rang
2 ou X(E/Q(µ9)∆)(3) est infini. On a λ1 − M1 = 2,

λ2 −M2 = 4, λ3 −M3 = 4, λ4 −M4 = 8, λn −Mn = 4

si n est un entier impair ≥ 3 et λn −Mn = 8 si n est un

entier pair ≥ 4. On a alors

An −A2 = 3(3n − 1)
8

+
31

4
un
2
J+ 13

4
un+ 1
2
J − 14

=

l
3n+1−115

8
+ 11n

2
3n+1−133

8
+ 11n

2

Ainsi,

ordp 2X(E/Qn)(3) =
3(3n − 1)

8
+
23

4
un
2
J

+
5

4
un+ 1
2
J+ ν

Exemple 7.6.
Soit E = X0(17)

(−187):

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 µ3,λ3 λ̃− λ̃+
17A [1,-1,1,-1,-14] -187 3 2 1,2 0,4 0,10 4 2

Le nombre de Tamagawa de E est 8. On a µ0 = 2,

µ1 = 1, µ2 = 0, µn = 0 pour n ≥ 2, λ1 = 2, λ2 = 4,

λ3 = 10. Donc, λ̃− = 4 et λ̃+ = 2. Comme λ̃+ W= λ̃+, la

conjecture principale est vraie etX(E/Q)(3) est d’ordre
9. Le polynôme P1 est égal à −24ξ1. Quand à P2, il vaut

P2 = −32x8 − 284x7 − 1140x6 − 2680x5 − 4012x4
− 3948x3 − 2568x2 − 1080x− 216
= −4(x2 + 3x+ 3)(8x6 + 47x5 + 120x4 + 169x3

+ 136x2 + 72x+ 18)

et est premier à ξ2. On en déduit que les polynômes Pn

sont tous premiers à ξn pour n ≥ 2, que E(Q∞) est de
rang ≥ 2 ouX(E/Q(µ9)∆)(3) est infini, que le rang de
la limite inductive des Š3(E/Q(µ3n)∆) est 2 ou 4. Pour
conclure pour le rang, on vérifie que L̂Ip(E)) W≡ 0 mod ξ1.
Enfin,

An −A1 = 3(3n − 1)
8

+
7

4
un
2
J+ 13

4
un+ 1
2
J − 4

et

ordp 2X(E/Qn)(3) =
3(3n − 1)

8
− 1
4
un
2
J

− 3
4
un+ 1
2
J+ ν.

Exemple 7.7. Soit E = 40A(−379) avec 40A d’équation
y2 = x3 − 7x− 6:

E0 équation D p µ0 µ1, λ1 µ2,λ2 µ3,λ3 µ4,λ4
40A [0,0,0,-7,-6] -379 3 2 2,0 1,4 0,10 0,28
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Le nombre Tam(E) est égal à 32. On prend toujours

p = 3. On a µ0 = 2, µ1 = 1, µ2 = 1, µn = 0 pour

n ≥ 3 et λ1 = 0, λ2 = 4, λ3 = 10, λ4 = 28 et donc

λ̃+ = 8, λ̃− = 4. La conjecture principale est vraie et

X(E/Q)(3) est d’ordre 9. Pour des questions de degré,
les polynômes Pn sont tous premiers à ξn. Donc E(Q∞)
est nul etX(E/Qn)(p) est fini pour tout entier n. On a

ord3X(E/Qn)(3) = An −A2 + ord3 P0
+ ord3

�
ζ∈µ3−{1}

P1(ζ − 1)

+ ord3
�

ζ∈µ9−µ3
P2(ζ − 1).

Ici, P1 = −144(x+ 1) et

P2 = −48x8 − 432x7 − 1728x6 − 4080x5 − 6288x4
− 6480x3 − 4320x2 − 1728x− 432

= −48ξ1(x6 + 6x5 + 15x4 + 22x3 + 20x2 + 9x+ 3).

Donc, ord3
�
ζ∈µ3−{1} P1(ζ − 1) = 4 et par le calcul

ord3
�

ζ∈µ9−µ3
P2(ζ − 1) = 10.

D’autre part,

An =
3(3n − 1)

8
+ (λ+ + λ−)un

2
J

+ (λ− si n est impair)

=
3(3n − 1)

8
+ λ+un

2
J+ λ−un+ 1

2
J

avec λ+ = 28 − 34/4 = 31/4 et λ− = 10 − 33/4 = 13/4 ;
d’où

An =
3(3n − 1)

8
+ 11un

2
J(+13

4
si n est impair)

A2 = 14 .

D’où pour n ≥ 3

ord3 2X(E/Qn)(3) =
3(3n − 1)

8
+
31

4
un
2
J

+
13

4
un+ 1
2
J+ 2.

Exemple 7.8. E = 62A(−296):

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 µ3,λ3 µ4,λ4 λ̃− λ̃+
62A [1,-1,1,-1,1] -296 3 2 1,2 1,4 0,12 0,28 6 8

Le rang de E(Q∞) est nul, lesX(E/Qn)(3) sont finis.
On a Tam(E) = 8, λ+ = 31/4, λ− = 21/4, λ̃+ = 8,

λ̃− = 6. Enfin,

An −A2 = 3(3n − 1)
8

+
31

4
un
2
J+ 21

4
un+ 1
2
J − 16

=

l
3n+1−131

8
+ 13n

2
3n+1−141

8
+ 13n

2
.

On a
P1 = 12(x

2 − 3x− 3)
P2 = 3ξ1(14x

6 + 75x5 + 152x4 + 166x3 + 113x2

+36x+ 12).

On trouve alors que la contribution de P0 (resp. P1, P2)

à la valuation 3-adique de 2X(E/Qn)(3) pour n ≥ 3 est
2 (resp. 4, 10).

On obtient donc que

ord3 2X(E/Qn)(3) =
3(3n − 1)

8
+
31

4
un
2
J+ 21

4
un+ 1
2
J.

Exemple 7.9. E = 73A(−151) :

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 µ3,λ3 µ4,λ4 λ̃− λ̃+
73A [1, -1, 0, 4, -3] -151 3 2 2,0 1,8 0,10 0,28 4 8

On a λ̃+ = 8, λ̃− = 4, λ+ = 31/4, λ− = 13/4. La

conjecture principale est vraie. Le rang de Š3(E/Q∞)
est supérieur à 6 car P2 n’est pas premier à ξ2: on a P1 =

−36 et P2 = −12ξ1ξ2. Donc, Š3(Q(µ9)∆) est infini et de
rang ≥ 6. Si le rang de Š3(Q(µ9)∆) était plus grand, et
donc plus grand que 12, λ+ et λ− seraient respectivement
supérieurs à 12 et 6, ce qui est faux. Donc Š3(Q∞) est de
rang 6.

Exemple 7.10. E = 142C(397):

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 µ3,λ3 µ4,λ4
142C [1, -1, 0, -1, -3] 397 3 1 1,0 1,2 0,10 0,30

Ici le nombre de Tamagawa est 12 et n’est donc pas

premier à 3. Les invariants de E pour p = 3 sont µ0 = 1,

µ1 = 1, µ2 = 1, µn = 0 pour n ≥ 3, λ1 = 0, λ2 =

2, λ3 = 10, λ4 = 30. Donc, λ̃+ = 10, λ̃− = 4 et la

conjecture principale est vraie. La composante 3-primaire

deX(E/Q) est triviale. Le groupe E(Q∞) est nul. Les
nombres de Tamagawa restent de valuation 3-adique 1.

On obtient pour le membre de gauchel
1 + 10 + 3n+1−131

8
+ 13n

2

1 + 10 + 3n+1−157
8

+ 13n
2

=

l
3n+1−43

8
+ 13n

2
3n+1−69

8
+ 13n

2
.

L’ordre du groupe de Shafarevich-Tate est de valuation

3-adique l
3n+1−51

8
+ 13n

2
3n+1−77

8
+ 13n

2
.
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Donnons quelques exemples avec p = 5, 7. La crois-

sance du groupe de Shafarevich-Tate s’en déduit comme

précédemment.

Exemple 7.11. E = 106C(−312):

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 λ̃− λ̃+
106C [1,0,0,-283,-2351] -312 5 2 0,4 0,6 4 2

La conjecture principale 5-adique est vraie, E(Q∞) =
0,X(E/Q)(5) est d’ordre 25, lesX(E/Qn)(5) sont finis,
(λ+,λ−) = (11/6, 19/6).

Exemple 7.12. E = 84A(−443):

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 λ̃− λ̃+
84A [0,1,0,7,0] -443 5 2 0,2 0,8 2 4

La conjecture principale 5-adique est vraie, E(Q∞) =
0,X(E/Q)(5) est d’ordre 25, lesX(E/Qn)(5) sont finis
et (λ+,λ−) = (23/6, 7/6).

Exemple 7.13. E = 106B(−408):

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 λ̃− λ̃+
106B [1,1,0,-7,5] -408 7 2 0,2 0,10 2 4

La conjecture principale 7-adique est vraie, E(Q∞) =
0,X(E/Q)(7) est d’ordre 49, lesX(E/Qn)(7) sont finis
et (λ+,λ−) = (31/8, 9/8).
La proposition suivante permet d’obtenir quelques cas

où µ0 ≥ 3.

Proposition 7.14. Supposons ap = 0 et L(E, 1) W= 0. Si λ̃+
ou λ̃− est égal à 2 et si λ̃+ W= λ̃− ou si ordpTam(E) ≥ 1,
alors la conjecture principale est vraie et la composante

p-primaire du groupe de Shafarevich-Tate a l’ordre prédit.

Démonstration: Pour k de parité convenable 6 et assez

grand, on a

0 ≤ λ(g) ≤ λk −Mk = λ̃6 = 2.

D’autre part, µ(g) = 0. Les équations fonctionnelles pour

Lp(E) et Iarith ont toutes deux le signe + puisque elles

sont non nulles en 1, donc λ(g) est nécessairement pair.

Si λ(g) = 0, g est une unité et la conjecture principale est

vraie. Sinon, λ(g) = 2. Dans ce cas λ̃I6 = 0 et λIk = Mk.

Le fait qu’il soit égal à la valeur limite implique que λIj
est minimal pour tout entier j, ce qui n’est possible que

si µI0 = 0. Si Tam(E) est divisible par p, cela n’est pas

possible. Sinon, on a nécessairement λ̃− = λ̃+.

Exemple 7.15. E = 142C(53):

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 λ̃− λ̃+
142C [1,-1,0,-1,-3] 53 3 3 0,2 0,6 2 4

La conjecture principale est vraie. Le nombre de Tam-

agawa est 12, ce qui est prévisible puisque µ0 est impair.

Donc, l’ordre deX(E/Q)(3) est 9. Là encore E(Q∞) = 0
car les polynômes P1 et P2 sont premiers respectivement

à ξ1 et à ξ2. La variation du cardinal de X(E/Qn)(3)
peut être obtenue facilement comme précédemment.

Exemple 7.16. E = 142C(461):

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 µ3,λ3 λ̃− λ̃+
142C [1,-1,0,-1,-3] 461 3 3 2,2 0,4 0,12 6 2

La conjecture principale est vraie. Le nombre de Tam-

agawa est 12. Donc, l’ordre de X(E/Q)(3) est 9. Ici,
P1 = 18ξ1 et P2 est premier avec ξ2. Donc, le rang

de Šp(Q(µ9)∆) est ≥ 2. S’il était égal à 4, on au-

rait alors L̂Ip(E/Q) ≡ 0 mod ξ1, ce qu’il faut vérifier

numériquement. En tout cas Šp(Q∞) = Šp(Q(µ9)∆).
Les courbes suivantes vérifient la conjecture principale

et l’ordre deX(E/Q)(3) est égal à 9:

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 µ3,λ3 λ̃− λ̃+
142C [1,-1,0,-1,-3] 461 3 3 2,2 0,4 0,12 6 2

142C [1,-1,0,-1,-3] -139 3 3 1,2 0,4 0,10 4 2

142C [1,-1,0,-1,-3] -467 3 3 2,2 0,4 0,10 4 2

142C [1,-1,0,-1,-3] 53 3 3 0,2 0,6 2 4

52A [0,0,0,1,-10] -499 3 3 2,2 0,4 0,10 4 2

52A [0,0,0,1,-10] 469 3 3 1,2 0,4 0,10 4 2

142C [1,-1,0,-1,-3] -211 3 3 0,2 0,4 2 2

52A [0,0,0,1,-10] -331 3 3 0,2 0,4 2 2

124B [0,0,0,-17,-27] 109 3 3 0,2 0,4 2 2

Mais pour beaucoup de courbes, les arguments

précédents ne permettent pas de conclure: par exemple

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 µ3,λ3 λ̃− λ̃+
142C [1,-1,0,-1,-3] 485 3 3 1,2 0,6 0,12 6 4

142C [1,-1,0,-1,-3] 493 3 3 1,2 0,6 0,16 10 4

124B [0,0,0,-17,-27] 485 3 3 2,2 0,8 0,10 4 6

124B [0,0,0,-17,-27] 205 3 3 1,2 0,6 0,10 4 4

7.3 Courbes de rang ≥ 1

Rappelons que

LIp,ωE (E,1) = [(1− ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(LIp(E)),ωE ]Dp(E)

= [1(LIp(E)), ω̃E ]Dp(E).

Proposition 7.17. Supposons ρp surjective, L(E/Q, 1) = 0
et LIp,ωE (E,1) W= 0, µ+ = µ− = 0. Si λ+ = 1 ou λ− = 1,
la conjecture principale est vraie et le rang de Šp(E) est

égal à 1. Si E(Q) est infini, il est de rang 1, l’ordre de
X(E/Q)(p) est celui prévu par la conjecture p-adique
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de Birch et Swinnerton-Dyer: ainsi si P engendre un Z-
module de E(Q) d’indice premier à p, X(E/Q)(p) est
fini et on a

ordpX(E/Q)(p) = ordp
LIp,ωE (E,1)

p

− ordpTam(E)(
logωE P

p
)2

Remarquons que la conjecture principale est ainsi

prouvée sans calculer de points rationnels, mais unique-

ment avec des calculs de symboles modulaires (plus ou

moins longs, j’en conviens !). Malheureusement, pour

l’instant dans tous les calculs numériques,

ordpX(E/Q)(p) est toujours trouvé nul.

Remarque 7.18. On peut aussi obtenir des renseigne-
ments supplémentaires sur E(Q∞). Par exemple, si µ1 =
0, µ2 = 0 et λ+ < p(p − 1) (pour assurer que P2
est premier à ξ1), E(Q∞) = E(Q) et X(E/Qn)(p)
est fini pour tout entier n. On obtient alors une for-

mule pour la croissance du groupe de Shafarevich-Tate.

De manière générale, si l’on veut connâıtre le rang de

E(Q∞) etX(E/Qn)(p), il faut de plus regarder si tous
les polynômes Pj avec les entiers j tels que µj W= 0, ainsi
que pour les deux premiers entiers j et jI respectivement
pair et impair pour lesquelles µj = 0, sont premiers à ξj .

Démonstration: La non-nullité de LIp,ωE (E,1) implique
que le rang de Šp(E/Q) est égal à 1 et donc que Iarith est
lui aussi nul sur le caractère trivial (4.10). Donc, λ̃I− ≥ 1
et λ̃I+ ≥ 1. Comme λ± = λI±+λ(g), λ(g) est nul. Comme
µ(g) = 0, g est une unité.

Exemple 7.19. Prenons E = 43A d’équation y2 + y =
x3 + x2 et p = 7. On a

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2, λ2 λ̃− λ̃+

43A [0,1,1,0,0] 1 7 ∞ 0,1 0,9 1 3

Ainsi, L(E, 1) = 0 et ses invariants sont µ1 = µ2 = 0,

λ1 = 1, λ2 = 9. On vérifie que L
I
p,ωE (E,1) est non nul:

on a

L(E/Q7, 1)(1− ϕ)−1(1− 7−1ϕ−1)1(LI7(E))
= (5×7 + 6×72 +O(73))ωE
− 7(3×7 + 4×72 +O(73))ϕωE

Il avait déjà été vu que la conjecture principale 7-adique

est vraie, queX(E/Q)(7) est trivial. Quand à E(Q∞), il
est de rang 1 etX(E/Qn)(7) est fini pour tout entier n.

Exemple 7.20. Soit E = 91A d’équation y2 + y = x3 + x
et p = 3. On a

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2 µ4,λ4 λ̃− λ̃+

91A [0,0,1,1,0] 1 3 ∞ 0, 1 ∞ 0, 27 1 7

On a L(E, 1) = 0, ses invariants sont µ1 = 0, µ2 =∞,
µ4 = 0 et λ1 = 1, λ4 = 27. On vérifie que L

I
p,ωE (E,1) est

non nul: on a

L(E/Q3, 1)(1− ϕ)−1(1− 3−1ϕ−1)1(LI3(E))
∼ (2×3 + 2×32 + 2×34 +O(36))ωE
− 3(3 + 2×32 + 33 + 2×34 +O(36))ϕωE

On en déduit que Š3(Q) est de rang 1, ce qui est bien
sûr déjà connu (E(Q) est engendré par le point (0, 0)),
queX(E/Q)(3) est trivial et que la conjecture principale
est vraie. Comme P2 est identiquement nul, E(Q(µ27)∆)
ou au moins Š3(E/Q(µ27)∆) est de rang ≥ 1 + 6 = 7.

S’il était plus grand, on aurait 7 = λ̃+ ≥ 1 + 2×7 ce
qui n’est pas possible. Un autre argument est le suivant.

Si le rang était ≥ 15, alors la série caractéristique de

H2
∞,{3}(Q, T3(E))

∆ serait divisible par ξ2 et λ− serait

plus grand que 1 + 6, ce qui n’est pas le cas. Donc,

Š3(Q∞) = Š3(Q(µ27)∆). Comme le régulateur de E est

(2×3 + 2×32 + 2×34 +O(36))ωE − 3(3 + 2×32 + 33
+2×34 +O(36))ϕωE ,

que Tam(E/Q) = 1 et que E(Q) n’a pas de torsion, tout
va bien!

Exemple 7.21. Pour 37A d’équation y2 + y = x3 − x,
les nombres premiers 17 et 19 sont supersinguliers. On

trouve pour L(E/Qp, 1)(1 − ϕ)−1(1 − p−1ϕ−1)1(LIp(E))
en 1

(4×17 + 11×172 +O(173))ωE
− 17(8×17 + 12×172 +O(173))ϕωE pour p = 17

(13×19 + 10×192 +O(193))ωE
− 19(18×19 + 7×192 +O(193))ϕωE pour p = 19

Sans calculer de points, ces calculs impliquent que
Šp(E/Q) est de rang 1 pour ces deux nombres premiers.
Bien sûr on sait que E(Q) est infini et admet le point
(0, 0) comme générateur. On a

p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 λ̃− λ̃+

17 ∞ 0,1 0, 19 3 1

19 ∞ 0,1 0, 19 1 1

La conjecture principale est vraie pour p = 17 et pour

p = 19. Sur la Z17-extension et sur la Z19, le rang reste
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égal à 1. La croissance du groupe de Shafarevich est

contrôlée par les valeurs suivantes de λ+ et λ− :

(53/18, 1/18) pour p = 17

(19/20, 1/20) pour p = 19

On trouve en fait pour le régulateur p-adique

(4×17 + 11×172 +O(173))ωE − 17(8×17 + 12×172
+ O(173))ϕωE

(13×19 + 10×192 +O(193))ωE − 19(18×19 + 7×192
+ O(193))ϕωE

Les exemples suivants se traitent de la même manière

avec

L(E/Qp, 1)(1− ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(LIp(E)) =
L1ωE − pL2ϕωE

E équation p P L1,L2 Tam tors

53A 1,-1,1,0,0 5 [0,0] 3 · 5+2 · 52+O(55),
4 · 5+52+2 · 54+O(55)

1 1

91B 0,1,1,-7,5 11 [-1,3] 7 ·11+8 ·112+O(113),
7 · 11 +O(113)

1 3

106B 1, 1, 0,-7,5 7 [2,1] 4 · 72 +O(73),
6 · 7 + 2 · 72 +O(73)

2 1

145A 1,-1,1,-3,2 3 [0,1] 3+2.33+35+O(36),
2(3+33+34+35+O(36))

1 2

Pour ces courbes, la composante p-primaire du groupe

de Shafarevich-Tate est triviale. La conjecture principale

p-adique est vraie. J’ai d’autre part vérifié que le loga-

rithme p-adique des points donnés est de valuation 1 et

même que les calculs sont compatibles avec la conjecture

de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique.

Exemple 7.22. Soit E = 17A(−239). On a L(E, 1) = 0 et

E0 équation D p µ0 µ1, λ1 µ2,λ2 µ3,λ3 λ̃− λ̃+
17A [1,-1,1,-1,-14] -239 3 ∞ 1,1 0,3 0,15 9 1

La conjecture principale est vraie.

Exemple 7.23. Pour les courbes suivantes, la conjec-
ture principale est vraie, le rang de Šp(E/Q) est 1 et
X(E/Q)(p) est divisible, donc trivial si l’on peut ex-
hiber un point d’ordre infini:

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 µ3,λ3 λ̃− λ̃+

73A [1,-1,0,4,-3] -211 3 ∞ 1,1 0,3 0,13 1 1

102C [1,0,1,-256,1550] -187 5 ∞ 1,1 0,5 0,25 5 1

102C [1,0,1,-256,1550] -187 5 ∞ 1,1 0,5 0,25 5 1

34A [1,0,0,-3,1] -11 5 ∞ 1,1 0,5 0,25 5 1

24A [0,-1,0,-4,4] -211 7 ∞ 1,1 0,7 0,49 1 7

98A [1, 1, 0, -25, -111] 269 5 ∞ 1,3 0,5 0,25 5 1

38A [1, 0, 1, 9, 90] 428 5 ∞ 2,1 0,5 0,25 5 1

14A [1,0,1,4,-6] 12 5 ∞ ∞ 0,5 0,25 5 1

14A [1,0,1,4,-6] 185 11 ∞ 0,5 0,11 5 1

11A [0,-1,1,-10,-20] 61 19 ∞ 0,3 0,19 3 1

11A [0,-1,1,-10,-20] 65 19 ∞ 0,5 0,19 5 1

Proposition 7.24. Supposons ρp surjective, ap = 0,

L(E, 1) = 0 et L
(∗)
p,ωE (E,1) W= 0. Supposons qu’il existe

un entier k tel que µk = 1, µk+2 = 0, λ̃−6 − λ̃6 ≥ Mk+1

et λk = 1 + Mk avec 6 = (−1)k+1. Alors, la conjec-
ture principale est vraie et le rang de Šp(E) est égal à 1.

Mêmes conclusions que dans la proposition 7.17.

On n’a pas forcément λ̃− = 1 car µ1 est non nul.

Démonstration: On a comme précédemment λ(g) =

λ̃−6 − λ̃I−6 = λ̃6 − λ̃I6. Supposons µ
I
k = 0, on a

nécessairement λIk < pk, donc λI−6 < pk −Mk. D’autre

part, λ̃I6 ≥ 1, donc

λ̃−6 − pk +Mk ≤ λ(g) ≤ λ̃6 − 1
et

λ̃−6 − λ̃6 < pk − 1−Mk =Mk+1

ce qui est contradictoire avec l’hypothèse faite. Donc

µIk = 1. On en déduit que (Pk/p) ≡ g(Qk/p) mod ωk dans
Zp[x]/ωk(x) et donc que λ(g) = λk−λIk ≤ λk−1−Mk =

0. Comme µ(g) est nul, g est une unité et la conjecture

principale est vraie.

Exemple 7.25. La proposition s’applique pour les courbes
suivantes:

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 µ3,λ3 µ4,λ4 λ̃− λ̃+

62A [1,-1,1,-1,1] -40 3 ∞ 1,1 0,5 0,11 5 3

46A [1,-1,0,-10,-12] 29 3 ∞ 1,1 0,5 0,13 7 3

52A [0,0,0,1,-10] 293 3 ∞ 1,1 0,5 0,15 9 3

94A [1,-1,1,0,-1] 137 3 ∞ 1,1 0,5 0,17 11 3

62A [1,-1,1,-1,1] -59 3 ∞ 1,1 1,3 0,9 0,29 3 9

38A [1,0,1,9,90] -132 5 ∞ 1,1 0,7 0,27 7 3

43A [0,1,1,0,0] -4 7 ∞ 1,1 0,7 0,49 7 1

17A [1,-1,1,-1,-14] 493 3 ∞ 1,1 0,3 0,9 3 1

17A [1,-1,1,-1,-14] -19 3 ∞ ∞ 0,3 0,9 3 1
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Pour la dernière courbe, on a de plus un nouvel

élément d’ordre infini dans Šp(E/Q(µ9)∆). Ainsi, il est
prévisible que λ̃− ≥ 1 + 2 = 3. Comme λ̃− = 3, les

rangs de Šp(E/Q(µ9)∆) et de Šp(E/Q∞) sont exacte-
ment égaux à 3. Cela n’empêche pas λ̃+ d’être égal à 1.

Exemple 7.26. Soit E = 115A(−127) la courbe d’équation
y2 + y = x3 + 112903x + 22020117. Le point P =

(11049/484, 52817151/10648) appartient à E(Q) et est
d’ordre infini ; sa puissance quatrième Q a comme loga-

rithme 2×32 + 34 mod 35. Ce point n’est pas divisible
par 3 dans E(Q) car P n’est pas dans le groupe formel

E1(Q3) en 3 (l’indice de E1(Q3) dans E(Q3) est premier
à 3). D’autre part, LIp,ωE (E,1) = 27u mod 34 (avec u

une unité 3-adique). Le groupe de Shafarevich-Tate est

donc d’ordre premier à 3. Les invariants sont µ1 = 2,

µ2 = 1, µ3 = µ4 = 0, λ1 = 1, λ2 = 3, λ3 = 11, λ4 = 27.

On a λ̃− = 5, λ̃+ = 7. La conjecture principale est donc
montrée. On a enfin E(Q∞) = E(Q) etX(E/Qn)(3) est
fini pour tout n.

7.4 Courbes de rang ≥ 2
Pour tout entier n, posons 6n = 0 ou 1 selon que

δ(Lp(E/Q) = 0 ou non pour δ caractère d’ordre pn (ou la
composante) et soit l’ordre de multiplicité σn de Lp(E/Q)
en δ et σIn = rgZp Šp(Qn) − rgZp Šp(Qn−1). Alors, on a
σIn ≤ σn et

rgZE(Q∞) ≤
3
n

pn−1(p− 1)σIn ≤
3
n

pn−1(p− 1)σn

et

σ0 +
3
n>0

6n(σn − 1)pn−1(p− 1) +
3
n>0

n≡0 mod 2

6np
n−1(p− 1) ≤ λ̃+

σ0 +
3
n>0

6n(σn − 1)pn−1(p− 1) +
3

n≡1 mod 2
6np

n−1(p− 1) ≤ λ̃−

ce qui peut aussi s’écrire

σ0 +
3
n>0

n≡0 mod 2

σnp
n−1(p− 1) +

3
n≡1 mod 2

6n(σn − 1)pn−1(p− 1) ≤ λ̃+

σ0 +
3

n≡1 mod 2
σnp

n−1(p− 1) +
3
n>0

n≡0 mod 2

6n(σn − 1)pn−1(p− 1) ≤ λ̃−

donc,

2σ0 +
3

n,σn≥1
(2σn − 1)pn−1(p− 1) ≤ λ̃− + λ̃+

et de même en remplaçant σn par σ
I
n On peut en déduire

une borne du rang de E(Q∞) en fonction de λ̃+ et λ̃−.

Proposition 7.27. Supposons E(Q) de rang ≥ r. Si λ̃+ ou
λ̃− est égal à r, alors la conjecture principale est vraie,
E(Q) est de rang r etX(E/Q)(p) est fini.

Exemple 7.28. Reprenons la courbe E = 1909A

d’équation y2+y = x3−4x+2 et p = 3. La courbe E est
de rang ≥ 2 sur Q et admet comme points indépendants
les points (−2, 1), (0, 1). Les calculs donnent µ1 = µ2 = 0,
λ1 = 2, λ2 = 4 et donc λ̃− = 2, λ̃− = 2. La conjecture

principale est donc vraie. On a

L(E/Q3, 1)(1− ϕ)−1(1− 3−1ϕ−1)1(LII3 (E))
∼ 2((32 +O(33))ωE
− 3(32 +O(33))ϕωE).

Comme elle est non nulle, la conjecture de Birch-

Swinnerton 3-adique est vraie à une unité près. Le

nombre de Tamagawa Tam(E) est 1. Par le calcul, le

régulateur p-adique des deux points est

(2×32 + 2×33 + 2×34 + 2×35 +O(37))ωE
− 3(2×32 + 33 +O(35))ϕωE .

On en déduit que X(E/Q)(3) est nul. Il n’est mal-
heureusement pas possible pour l’instant de revenir à la

conjecture complexe.

Exemple 7.29. Soit la courbe E = 70A(−299).

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2, λ2 µ3,λ3 µ4,λ4 λ̃− λ̃+
70A [1, -1, 1, 2, -3] -299 3 ∞ 1,2 1,4 0,10 0,28 4 8

La courbe E a deux points indépendants qui sont

(−132, 5356) et (42625, 8779396). Leur régulateur est
(34+O(36))ωE−3(34+O(35))ϕωE . Il est facile de vérifier
qu’ils engendrent un sous-groupe de E(Q) d’indice pre-
mier à 3. De plus, le signe de l’équation fonctionnelle de

Lp(E) est +1, donc 1(L
I
p(E)) = 0. Par contre,

L(E/Q3, 1)(1− ϕ)−1(1− 3−1ϕ−1)1(LII3(E))
= (34 +O(35))ωE − 3(34 + O(35)ϕ(ωE).

On en déduit que X(E/Q)(3) est trivial, que le rang
de E(Q) est 2, que la conjecture principale est vraie,
que X(E/Qn)(3) est fini pour tout entier n et que

E(Q∞) = E(Q). En utilisant le fait que Tam(E/Q) = 32,
que le sous-groupe de torsion de E(Q) est d’ordre 2, que
les points trouvés engendrent E(Q) modulo torsion et
que 1(L∗p(E)) = 1(LIIp(E))/2, ces calculs sont compati-
bles avec la conjecture p-adique de Birch et Swinnerton-

Dyer.
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Exemple 7.30. E = 17A(−56) :

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 λ̃− λ̃+
17A [1, -1, 1, -1, -14] -56 3 ∞ 0,2 0,4 2 2

Le régulateur p-adique des points (−42, 1568) et
(4, 1560) est

(2×32 + 33 + 2×34 + 35 +O(36))ωE
− 3(34 +O(35))ϕωE .

La dérivée première de Lp(E) est nulle en 1 et on a

L(E/Q3, 1)(1− ϕ)−1(1− 3−1ϕ−1)1(LII3 (E))
= (32 + 33 + 2×34 +O(35))ωE
− 3(2×34 +O(35))ϕωE .

On en déduit queX(E/Q)(3) est trivial, que le rang
de E(Q) est 2, que la conjecture principale est vraie,
que X(E/Qn)(3) est fini pour tout entier n et que

E(Q∞) = E(Q). En utilisant le fait que le sous-groupe
de torsion de E(Q) est d’ordre 2, que Tam(E/Q) = 16 et
que 1(L∗p(E)) = 1(LIIp(E))/2, on vérifie la compatibilité
avec la conjecture p-adique de Birch et Swinnerton-Dyer.

Exemple 7.31. E = 145A(401)

E0 équation D p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 µ3,λ3 λ̃− λ̃+
145A [1, -1, 1, -3, 2] 401 3 ∞ 1, 1 0, 5 0, 9 3 3

Le programme mwrank donne comme générateurs

P1 = (3910, 239246),

P2 = (
7475822

5041
,
18407343402

357911
),

P3 = (
694073

169
,
566652579

2197
).

Le régulateur p-adique de ces points est

(2×33 + 2×34 + 2×35 + 2×36 +O(38))ωE
−3(2×33 + 2×34 + 35 +O(37)ϕωE .

La conjecture principale est vraie et le rang de E(Q) est
bien 3 car λ̃+ = 3. Quand à la dérivée troisième, on

trouve que

L(E/Q3, 1)(1− ϕ)−1(1− 3−1ϕ−1)1(L(3)p (E))

= (34 +O(35))ωE − 3(34 +O(35))ϕωE

Le sous-groupe de torsion de E(Q) est d’ordre 2,

Tam(E/Q) = 4 et 1(L(∗)(E/Q)) = 1(L(3)(E/Q))/6. On
déduit de nouveau queX(E/Q)(3) est trivial.

Remarquons que dans la base (ωE ,−3ϕωE), la pente
du régulateur des deux points (P1, P2) est 2 + 3 + 3

2 +

2× 33 + O(34), la pente du régulateur de (P2, P3) est
2× 33 + 34 + 2×36 + O(38) et la pente du régulateur
des deux points (P1, P3) est 3

3 + 2×35 + 2×37 +O(38),
alors que la pente de (1 − ϕ)−1(1 − 3−1ϕ−1)1(L(3)p (E))

est 1 +O(3).

A. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 3.2

Nous ne redonnons pas la preuve de l’assertion sur l’ordre

du zéro, mais seulement les étapes du calcul du coefficient

dominant. La modification des facteurs d’Euler qui sont

ici cachés dans ṽK provient de ce que les formules don-

nant les valeurs spéciales de LE en un caractère δ de

conducteur pn avec n ≥ 0 font intervenir ϕn.
On reprend les notations du §3.1 et posons K =

Q(µpn). On pose G∞,K = Gal(K∞/K) et ∆K =

Gal(K/Q). On note Kp = Qp ⊗Q K =
�
v|pKv,

OKp
= Zp ⊗Z OK . Pour δ caractère de ∆K =

Gal(K/Q) et Oδ l’anneau engendré par les valeurs de

δ, on note eδ =
�

σ∈∆K
δ−1(σ)σ. Soit H1(K,Tp(E))0

l’image de H1∞(K,Tp(E))G∞,K
dans H1(K,Tp(E)). No-

tons Σf l’ensemble des caractères de ∆ tels que

eδH
1(K,Vp(E))0 soit contenu dans eδH

1
f (K,Vp(E)) =

eδ(Qp ⊗ Šp(E)) et Σ/f l’ensemble des caractères de

∆ tels que eδH
1(K,Vp(E))0 ne soit pas contenu dans

eδH
1
f (Kp, Vp(E)).

Si M1 et M2 sont deux Zp-modules de même rang
et Qp ⊗M1

f→ Qp ⊗M2 est un isomorphisme, on note

[M2 : M1] = [M1
f→ M2] l’indice généralisé égal à

2(M2)tors
2(M1)tors

[M2/(M2)tors :M1/(M1)tors].

Avec les notations du §3.1, on peut supposer que Fc
n’a pas de zéro en un caractère δ. On a alors le résultat

suivant sur F2 ([Perrin-Riou 93], même démonstration) :

Proposition A.1. Si sδ est l’ordre du zéro de F2 en δ, on a�
δ

δ(F−1c F
(sδ)
2 )

∼ [H2
∞,p(K,Tp(E))G∞,K : H

2
∞,p(K,Tp(E))

G∞,K ]

× [H1
∞(K,Tp(E))G∞,K : Zp[∆K ]PK(c)]

∼ L(E/Kp, 1)
−1|dK |pTam(E/K)2X(Tp(E)/K)

2E(K)2tors

×
�
v|p

2E(Kv)tors

× disc��·, ·XXKN (PK(c))−1
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×
�
δ∈Σf

[eδOKpω
∗
E : eδ logE Šp(E/K)u]

2

où PK(c) est la projection de c dans H
1(K,Tp(E)), où

N (PK(c)) avec
N (PK(c)) =

�
δ∈Σ/f

[eδOKp
ωE : eδZp[∆K ] exp∗Kp

PK(c)]

×
�
δ∈Σf

[eδOKp
ω∗E : eδZp[∆K ] logKp

PK(c)]

et où Šp(E/K)u est l’intersection de Šp(E/K) et de l’im-

age de H1
∞(Q, Tp(E)).

La première égalité est classique. La seconde se

démontre à partir de la suite exacte de Poitou-Tate

comme dans [Perrin-Riou 93] ou [Perrin-Riou 00] et en

utilisant le lemme suivant qui modifie le lemme 3.6.6 de

[Perrin-Riou 00] et fait intervenir la différente DK et le

discriminant dK de K.

Lemme A.2.

Tamp(E/K) =

[H1
f (Kp, Tp(E)) : OKp

ω∗E ]L(E/Kp, 1) =

2E(Kp)tors[D−1Kp
ωE : H

1
/f (Kp, Tp(E))]L(E/Kp, 1) =

2E(Kp)tors|dK |−1p [OKpωE : H
1
/f (Kp, Tp(E))]L(E/Kp, 1)

où ω∗E est un élément de Dp(E) tel que [ωE ,ω
∗
E ] = 1 dans

la dualité naturelle, par exemple η ou v/[ωE , v].

La première affirmation est la définition à la Bloch-

Kato du nombre de Tamagawa ([Bloch and Kato 90]).

La deuxième se déduit des dualités:

[OKp
ωE : H

1
/f (Kp;Tp(E))] =

2E(Kp)
−1
tors[D−1Kp

ω∗E : H
1
f (Kp, Tp(E))]

= 2E(Kp)
−1
tors|dK |p[OKpω

∗
E : H

1
f (Kp, Tp(E))]

= 2E(Kp)
−1
tors|dK |p Tamp(E/K)Lp(E/Kp, 1)

−1

On a Tamp(E/K) = [E(Kp) : E
0(Kp)] où E

0(Kp) est

l’ensemble des points de E(Kp) ne se réduisant pas sur

le point singulier (s’il existe). Ici cela vaut donc 1.

La théorie du régulateur p-adique d’Iwasawa permet

d’interpréter N (PK(c)) en termes de LE(c). Soit G un

élément de H⊗Dp(E) tel que (1−ϕ)G = LE(c) · (1+x).
La proposition suivante est très importante:

Proposition A.3. Soit δ un caractère non trivial de ∆K .
Alors,

(pϕ)−neδG(ζn − 1) = eδ exp∗Kp
(PK(c))

et lorsque eδG(ζn − 1) = 0,
D((pϕ)−neδ(G))(ζn − 1) =D

log2ωE eδPK(c)
i
v − hv(eδPK(c))ωE

logωE eδPK(c)

Ici, D = (1+x)d/dx et (1−pϕ)D(G) = LIE(c) ·(1+x).
Des formules analogues sont vraies pour un caractère

non ramifié. Cette proposition est une conséquence es-

sentielle de [Perrin-Riou 93]. On commence par regarder

le cas où le conducteur de δ est le conducteur de K.

Il s’agit essentiellement des propositions 2.1.4, 2.2.2, et

2.3.5 (ou plutôt sa version pour un caractère ramifié) de

[Perrin-Riou 93]. Il suffit de vérifier que les valeurs con-

tre ν par l’accouplement [·, ·]Dp(E) (étendu par linéarité)

des membres de droite et de gauche sont égales pour

ν = ωE et v W∈ Fil0Dp(E) ; pour ν = ωE , c’est la propo-

sition 2.2.2 loc.cit ; pour ν = v, si β = βQpv est la pro-
jection de Dp(E) sur Fil

0Dp(E) parallèlement à Qpv,
on a [βx, v]Dp(E) = [x, v]Dp(E) ; comme β est à valeurs

dans Fil0, on peut remplacer le second membre par

logPK(c) ≡ logωE PK(c)v/[v,ωE ]Dp(E) mod Fil
0Dp(E)

pour obtenir la formule désirée. Lorsque δ se factorise

par un quotient ∆L de ∆K avec L de p-conducteur pnδ ,

on utilise les formules suivantes pour se ramener au cas

précédent:

eδ((pϕ)
−nG(ζn − 1)) = eδ,L(TrK/Knδ

((pϕ)−nG(ζn − 1))
= eδ,L((pϕ)

−nδG(ζnδ − 1))
avec eδ,L =

�
σ∈∆L

δ(σ)−1σ.
Revenons à la démonstration principale. Posons sK =

ζn + ζn−1 + . . . + ζ1. On a alors OK = AKsK avec AK
l’ordre associé à OK . Remarquons à ce propos que sK
est obtenu par la même recette que G(ζn− 1): l’équation
(1−ϕ)S = (1+x)−1 implique que S(ζn−1)−

�n
i=1 ζi ∈

Zp, c’est-à-dire que S(ζn− 1)− sK ∈ Zp. 3On a AKsK =
AKS(ζn − 1). De même,

ϕ−nG(ζn − 1)−
n3
i=1

ϕ−iLE(ζi − 1) ∈ Dp(E)

On a pour δ ∈ Σ/f ,

p−n
[δ(ϕ−nLE(c)), v]Dp(E)

[ωE , v]Dp(E)

∼ [eδ((pϕ)
−nG(ζn − 1)), v]Dp(E)

[ωE , v]Dp(E)eδ(sK)

∼ [eδZp[∆K ]sKωE : eδZp[∆K ](pϕ)−nG(ζn − 1)]
∼ [eδZp[∆K ]sKωE : eδZp[∆K ] exp∗ PK(c)]

3Dans le cas où K = K0(µpn) avec K0 extension non ramifiée
en p, il faut remplacer (1+x)−1 par c((1+x)−1) avec c une base
de OK0 sur Zp.
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et pour δ ∈ Σf ,

p−n
[δ(ϕ−nLIE(c)), v]Dp(E)

[ωE , v]Dp(E)

∼ [eδ(D((pϕ)
−nG)(ζn − 1)), v]Dp(E)

[ωE , v]Dp(E)eδ(sK)

∼ hv(eδPK(c))

eδ(sK) logωE eδPK(c)

∼ [eδZp[∆K ]sKω∗: eδZp[∆K ] logE PK(c)]
hv(eδPK(c))

log2ωE eδPK(c)

∼ [eδZp[∆K ]sKω
∗ : eδZp[∆K ] logE Pu,δ]

[eδZp[∆K ]ω∗ : eδ logE eδŠp(E/K)u)]2
hv(Pu,δ)

pour Pu,δ un générateur de eδŠp(E/K)u). En prenant le

produit sur tous les caractères δ (y compris les caractères

non ramifiés pour lesquels nous n’avons pas écrit la for-

mule) et en utilisant le fait dû essentiellement à Leopoldt

que (voir par exemple [Gillard 79], la manière de l’utiliser

m’a été rappelée par [Benois et Do 00])

|dK |−1p [AK : Zp[∆K ]] = pn(pn−1(p−1)−1) ,
(le discriminant est à une unité près

�
ξ fξ, l’indice est�

ξ [K : Q(ξ)] où fξ est le conducteur de ξ et Q(ξ) le corps
de ses valeurs et on remarque alors que fξ [K : Q(ξ)] ∼ pn
pour ξ caractère non trivial), on obtient en notant sK le

rang de Šp(E/K) ∩H1(K,Tp(E))0,

[1(L(sK)(c/K), ṽK ]Dp(E)

[ωE , v][K:Qp]
∼ |dK |−1p N (PK(c))

×
�
δ∈Σf

hv(Pu,δ)

[eδZp[∆K ]ω∗ : eδ logE eδŠp(E/K)u]2
.

En multipliant cette formule par celle de la proposition

A.1, on en déduit le théorème.

B. SURJECTIVITÉ DE ρp, CONSTANTE DE MANIN

Nous donnons dans ce paragraphe des conditions pour

que l’image de GQ par la représentation ρp = ρp,E don-

nant l’action de GQ sur les points de p-torsion de E

soit égale à GL2(Z/pZ) en supposant que E a bonne

réduction supersingulière et n’a pas multiplication com-

plexe. Ces critères sont suffisants pour tous les exemples

numériques que nous avons calculé. Ils sont tirés de [Serre

72].

Proposition B.1. Soit G un sous-groupe de GL2(Z/pZ).
(1) Si p divise l’ordre de G, alors soit G contient

SL2(Z/pZ), soit G est contenu dans un sous-groupe de

Borel de GL2(Z/pZ).

(2) Soit G un sous-groupe de GL2(Z/pZ) contenant
un sous-groupe de Cartan C (et p W= 5 si C est déployé).

Alors soit G = GL2(Z/pZ), soit G est contenu dans un

sous-groupe de Borel, soit G est contenu dans le normal-

isateur d’un sous-groupe de Cartan.

Lemme B.2. Supposons que E a bonne réduction su-

persingulière en p. Alors, ρp(GQ) contient le normalisa-
teur d’un sous-groupe de Cartan non déployé. En parti-

culier, si p W= 2, soit ρp(GQ) = GL2(Z/pZ), soit ρp(GQ)
est le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan non

déployé.[Serre 72, prop. 12]

Pour assurer que ρp(GQ) = GL2(Z/pZ), il suffit de
rajouter une condition pour que ρp(GQ) contienne un
élément d’ordre p. Cela n’est bien sûr possible que si E

n’a pas multiplication complexe. Commençons par le cas

p = 3.

Lemme B.3. Supposons que E a réduction supersingulière
en 3. Alors, ρ3(GQ) = GL2(Z/3Z) si et seulement si son
discriminant ∆E n’est pas un cube.

Autrement dit, il existe un nombre premier divisant

NE tel que ordf(∆E) W≡ 0 mod 3. En effet, l’ordre de G =
ρ3(GQ) est divisible par 3 si et seulement si ∆E n’est pas
un cube. Lorsque j W= 0, cela est équivalent à ce que j ne
soit pas un cube.

Lemme B.4. Supposons que E a bonne réduction su-

persingulière en p. S’il existe un nombre premier f di-

visant strictement NE tel que ordf(jE) W≡ 0 mod p, alors
ρp(GQ) = GL2(Z/pZ).

Pour p W= 3, cela impose que E n’a pas potentiellement
bonne réduction.

Proposition B.5. Supposons E semi-stable et ayant bonne
réduction supersingulière en p. Alors, si p ≥ 7, ρp(GQ) =
GL2(Z/pZ). Il en est de même pour tous les twists de E
par un discriminant premier à pNE.

Proposition B.6. Supposons p ≥ 5 et E ayant bonne

réduction supersingulière en p. S’il existe un nombre pre-

mier f tel que al W≡ 0 mod p, a2l W≡ 4f mod p, (a
2
l−4f
p
) = 1,

alors ρp(GQ) = GL2(Z/pZ).

Cela se déduit de la proposition 19 de [Serre 72] en

utilisant le fait que ρp(GQ) contient le normalisateur d’un
sous-groupe de Cartan non déployé.



Perrin-Riou: Arithmétique des courbes elliptiques à réduction supersingulière en p 181

C. DU CÔTÉ DES CALCULS

C.1. Précisions numériques

Pour contrôler la précision numérique dans les calculs,

on utilise les affirmations suivantes de [Mazur et al. 86].

Soit F une fonction localement analytique. Si F (x) =�
i ci(x − a)ip est le développement en a, soit I(F, a, n)

l’idéal engendré par les cjp
(j−1)n pour j ≥ 1. Posons

I(F, n) =
�
a mod pn I(F, a, n). Alors avec M

I
E = ZpωE −

pϕωEZp,8
Z∗p
Fdµ−

3
a mod pn

F (a)µ(a+ pnZp) ∈ pun/2JI(F,n)M IE .

Numériquement, pour décider de la précision à utiliser,

nous avons besoin de ces congruences. Donnons quelques

exemples:

C.1.1. Prenons les fonctions puissances xk. On a

alors I(xk, n) ⊂ Zp. En effet xk =
�

j

D
k
j

i
aj(x − a)j .

On a donc en appliquant la formule pour n = 18
Z∗p
xkdµ−

3
a mod p

akµ(a+ pZp) ∈M IE .

Comme µ(a+ pZp) ∈ p−1M IE et que ak est un entier (et
même une unité), on en déduit que Lp(E)(χ

k) ∈ p−1M IE .
Ensuite en prenant n quelconque,8

Z∗p
xkdµ−

3
a mod pn

akµ(a+ pnZp) ∈ pun/2JM IE .

Si k est congru à 0 mod ps−1(p − 1), on peut être plus
précis sur l’idéal I(xk, n). Par définition, c’est l’idéal en-

gendré par les
D
k
j

i
p(j−1)n. Or on a

D
k
j

i
= k

j

D
k−1
j−1
i ∈ k

j Zp
pour j ≥ 1. Or pour j ≥ 2 et n ≥ 1,

ordp((j − 1)−1p(j−1)n) ≥ j − 1− ordp(j − 1) ≥ 0.

Donc pour k ≡ 0 mod ps−1(p− 1), I(xk, n) ⊂ ps−1Zp,8
Z∗p
xkdµ−

3
a mod pn

akµ(a+ pnZp) ∈ ps−1+un/2JM IE .

Ainsi, lorsque
$
Z∗p
dµ = 0, la valeur de

$
Z∗p
xkdµ est de

plus en plus divisible par 0.

C.1.2. Comparons xk et xk
I
pour k ≡ kI mod

ps−1(p−1). Comme l’idéal I(xk(xps(p−1)−1), n) est con-

tenu dans ps−1Zp,8
Z∗p
xkdµ−

8
Z∗p
xk
I
dµ

≡
3

a mod pn

(ak − akI)µ(a+ pnZp) mod ps−1+un/2JM IE

∈ ps−(un/2J+1)M IE + ps−1+un/2JM IE
= ps−1+un/2JM IE

car ak − akI ≡ 0 mod ps. En prenant n = 1, on obtient8
Z∗p
xkdµ ≡

8
Z∗p
xk
I
dµ mod ps−1M IE .

Autrement dit, si k ≡ kI mod ps(p− 1), on a
Lp(E)(χ

k) ≡ Lp(E)(χkI) mod psM IE .
C.1.3. Passons au logarithme. Du développement

logp x = logp a +
�

j(−1)j−1 (x−a)
j

j , on déduit que

I(logp x, n) ⊂
�

j≥1 j
−1pn(j−1)Zp = Zp . D’où la con-

gruence que l’on avait utilisé8
Z∗p
logp x dµ−

3
a mod pn

logp a µ(a+ p
nZp) ∈ pun/2JM IE .

Comme de plus logp a est à valeurs dans pZp, en ap-
pliquant cette formule pour n = 1, on en déduit que$
Z∗p
logp x dµ ∈ Zp.
On a de même I(logkp x, n) ⊂ Z. Comme3

a mod pn

logkp a µ(a+ p
nZp) ∈ pk−(un/2J+1)M IE .

en prenant n = 1, on obtient que
$
Z∗p
logkp x dµ ∈ M IE .

Explicitement,8
Z∗p
logkp x dµ ≡ XmωE − Ym(pϕωE) mod pmM IE

avec

Xm = (−p)−m
p2m3
a=1

(a,p)=1

logkp a x
+(

a

p2m
)

Ym = (−p)−m−1
p2m3
a=1

(a,p)=1

logkp a x
+(

a

p2m−1
)

(C—1)

C.1.4. Formule de Taylor. Prenons comme fonction

analytique la fonction analytique (dépendant de k et

de r)

F (x) =
1

kr+1
(xk −

r3
j=0

kj logjp x

j!
).
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Dit rapidement, F (x) est une combinaison linéaire infinie

de logsp x avec s > r à coefficients entiers. On en déduit

que I(F, n) ⊂ Zp. De plus les valeurs de F sont dans Zp.
On en déduit que

k−(r+1)

8
Z∗p
xkdµ−

r3
j=0

kj

$
Z∗p
logjp x dµ

j!

 ∈ p−1M IE .
Ainsi, 8

Z∗p
xkdµ−

r−13
j=0

kj

$
Z∗p
logjp x dµ

j!

≡ kr
$
Z∗p
logjp x dµ

r!
mod p−1kr+1M IE

ou encore

Lp(E)(χ
k)−

r−13
j=0

kj
1(L

(j)
p (E))

j!

≡ kr 1(L
(r)
p (E))

r!
mod p−1kr+1M IE

ou encore lorsque 1(L
(j)
p (E)) = 0 pour tout j < r,

k−rLp(E)(χk) ≡ 1(L
(r)
p (E))

r!
mod p−1kM IE .

Ainsi, la limite de k−rLp(E)(χk) lorsque k tend vers 0

p-adiquement est
1(L(r)p (E))

r! . On en déduit la proposition

anecdotique suivante:

Proposition C.1. Dans une base de Dp(E), la limite de la
pente de Lp(E)(χ

k) lorsque k tend vers 0 p-adiquement

est égale à la pente de la première dérivée non nulle de

Lp(E) en 1.

C.1.5. Version tordue par un caractère quadratique.
Pour rentabiliser certains calculs et avoir accès à plus

de courbes, il est commode de faire les expérimentations

relativement aux courbes elliptiques E(d) tordues par un

caractère quadratique de discriminant d d’une courbe

fixée E. On renvoie à [Mazur et al. 86] et à [Bernardi

and Perrin-Riou 93] pour les formules. Par exemple, les

polynômes d’interpolation à calculer sont essentiellement

(à une unité p-adique près) les polynômes

P d,(j)n =

|d|pn+13
a=0

(a,dp)=1

w
d

a

W
Teichj(a)xs(d)(

a

pn+1|d| )(1 + x)
rn(a)

où s(d) est le signe de d.

D. TABLEAUX

Dans les tableaux suivants, nous donnons une liste des

“types” de λi, µi que nous avons rencontré dans les cal-

culs. Plus précisément, on donne

(1) le nombre premier p (supersingulier pour les courbes

étudiées)

(2) dans la colonne i, la liste (λi, µi) pour i =

1, . . . , 4 lorsque ces nombres ne se déduisent pas des

précédents, c’est-à-dire jusqu’au premier i pair et le

premier i impair tel que µi = 0.

(3) dans la colonne CP,

(a) CP signifie que la conjecture principale est

montrée (simplement avec ces nombres)

(b) *CP signifie qu’il faut de plus vérifier que

LIp,ωE (E,1) W= 0
(c) *CP-rang signifie qu’il faut de plus vérifier

L
(∗)
p,ωE (E,1) W= 0 et que le rang de E(Q) est
supérieur à 2.

(d) **CP si on vérifie de plus que L
(∗)
p,ωE (E,1) W= 0

et que [LIp(E), ω̃E ]Dp(E) W≡ 0 mod ξ1.
(e) CP-tam signifie qu’il faut vérifier en plus que

Tam n’est pas premier à p, ce qui avec les

données en question ne peut être que vrai.

(4) dans les colonnes λ̃− et λ̃+, les valeurs de ces invari-
ants, qui se calculent simplement à l’aide des données

précédentes.

Ainsi, CP, *CP et **CP ne font intervenir que des con-

ditions de type modulaire.
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p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 µ3,λ3 µ4,λ4 CP λ̃− λ̃+
3 0 0,0 CP 0 0

3 1 0,2 0,4 CP-tam 2 2

3 1 0,2 0,6 CP 2 4

3 1 0,2 0,8 CP 2 6

3 1 0,2 1,2 0,28 CP 2 8

3 1 0,2 1,2 0,32 CP 2 12

3 1 1,0 0,4 0,10 CP 4 2

3 1 1,0 0,4 0,12 CP 6 2

3 1 1,0 0,4 0,16 CP 10 2

3 1 1,0 0,4 0,18 CP 12 2

3 1 1,0 0,6 0,10 4 4

3 1 1,0 0,6 0,12 CP 6 4

3 1 1,0 0,6 0,16 CP 10 4

1 1 1,0 1,2 0,10 0,30 CP 4 10

3 2 0,2 0,4 2 2

3 2 0,2 0,6 CP 2 4

3 2 0,2 0,8 CP 2 6

3 2 0,2 1,4 0,28 CP 2 8

3 2 0,2 1,4 0,30 CP 2 10

3 2 0,2 1,4 0,32 CP 2 12

3 2 0,2 1,6 0,28 CP 2 8

3 2 0,2 1,6 0,30 CP 2 10

3 2 0,2 1,6 0,32 CP 2 12

3 2 1,2 0,4 0,10 CP 4 2

3 2 1,2 0,4 0,12 CP 6 2

3 2 1,2 0,4 0,14 CP 8 2

3 2 1,2 0,6 0,10 4 4

3 2 1,2 0,6 0,12 CP 6 4

3 2 1,2 0,6 0,16 CP 10 4

3 2 1,2 0,8 0,12 6 6

3 2 1,2 1,4 0,10 0,28 CP 4 8

3 2 1,2 1,4 0,12 0,28 CP 6 8

3 2 1,2 1,6 0,10 0,28 CP 4 8

3 2 2,0 0,4 0,10 CP 4 2

3 2 2,0 0,4 0,12 CP 6 2

3 2 2,0 0,4 0,14 CP 8 2

3 2 2,0 0,4 0,18 CP 12 2

3 2 2,0 0,6 0,10 4 4

3 2 2,0 0,6 0,14 CP 8 4

3 2 2,0 1,4 0,10 0,28 CP 4 8

3 2 2,0 1,8 0,10 0,28 CP 4 8

3 3 0,2 0,4 CP-tam 2 2

3 3 0,2 0,6 CP 2 4

3 3 1,2 0,4 0,10 CP 2 4

3 3 1,2 0,6 0,10 4 4

3 3 1,2 0,6 0,12 6 4

3 3 1,2 0,6 0,16 10 4

3 3 2,2 0,4 0,10 CP 4 2

3 3 2,2 0,4 0,12 CP 6 2

3 3 2,2 0,8 0,10 4 6

3 4 0,2 0,4 2 2

p µ0 µ1,λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 µ4,λ4 CP λ̃− λ̃+
3 ∞ 0,1 0,3 *CP 1 1

3 ∞ 0,1 0,5 *CP 1 3

3 ∞ 0,1 0,7 *CP 1 5

3 ∞ 0,1 1,3 0,27 *CP 1 7

3 ∞ 0,1 1,3 0,29 *CP 1 9

3 ∞ 0,1 1,5 0,27 *CP 1 7

3 ∞ 0,1 1,5 0,29 *CP 1 9

3 ∞ 0,1 1,7 0,27 *CP 1 7

3 ∞ 0,1 2,5 0,29 *CP 1 9

3 ∞ 0,1 ∞ 0,31 *CP 1 11

3 ∞ 0,1 ∞ 0,27 *CP 1 7

3 ∞ 0,2 0,4 *CP-rang 2 2

3 ∞ 0,2 0,6 *CP-rang 2 4

3 ∞ 0,2 0,8 *CP-rang 2 6

3 ∞ 0,2 1,4 0,28 *CP-rang 2 8

3 ∞ 0,2 1,4 0,30 *CP-rang 2 10

3 ∞ 0,2 1,6 0,28 *CP-rang 2 8

3 ∞ 0,2 1,6 0,30 *CP-rang 2 10

3 ∞ 0,2 1,8 0,30 *CP-rang 2 10

3 ∞ 0,2 2,4 0,28 *CP-rang 2 8

3 ∞ 1,1 0,3 0,9 *CP 3 1

3 ∞ 1,1 0,3 0,11 *CP 5 1

3 ∞ 1,1 0,3 0,13 *CP 7 1

3 ∞ 1,1 0,3 0,15 *CP 9 1

3 ∞ 1,1 0,3 0,17 *CP 11 1

3 ∞ 1,1 0,3 0,19 *CP 13 1

3 ∞ 1,1 0,5 0,9 3 3

3 ∞ 1,1 0,5 0,11 *CP 5 3

3 ∞ 1,1 0,5 0,13 *CP 7 3

3 ∞ 1,1 0,5 0,15 *CP 9 3

3 ∞ 1,1 0,5 0,17 *CP 11 3

3 ∞ 1,1 0,7 0,9 3 5

3 ∞ 1,1 0,7 0,11 5 5

3 ∞ 1,1 0,7 0,13 *CP 7 5

3 ∞ 1,1 0,7 0,15 *CP 9 5

3 ∞ 1,1 1,3 0,9 0,27 *CP 3 7

3 ∞ 1,1 1,3 0,9 0,29 *CP 3 9

3 ∞ 1,1 1,3 0,9 0,33 *CP 3 13

3 ∞ 1,1 1,3 0,11 0,27 5 7

3 ∞ 1,1 1,3 0,11 0,29 5 9

3 ∞ 1,1 1,3 0,11 0,33 *CP 5 13

3 ∞ 1,1 1,3 0,13 0,27 7 7

3 ∞ 1,1 1,3 0,13 0,29 7 9

3 ∞ 1,1 1,5 0,9 0,27 3 7

3 ∞ 1,1 1,5 0,9 0,29 3 9

3 ∞ 1,1 1,5 0,9 0,31 3 11

3 ∞ 1,1 1,7 0,9 0,31 3 11

3 ∞ 1,2 0,4 0,10 *CP-rang 4 2

3 ∞ 1,2 0,4 0,12 *CP-rang 6 2

3 ∞ 1,2 0,4 0,14 *CP-rang 8 2

3 ∞ 1,2 0,4 0,16 *CP-rang 10 2

TABLE 3. a3 W= 0.
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p µ0 µ1, λ1 µ2,λ2 µ3,λ3 µ4,λ4 CP λ̃− λ̃+
3 ∞ 1,2 0,6 0,10 4 4

3 ∞ 1,2 0,6 0,14 *CP-rang 8 4

3 ∞ 1,2 0,8 0,10 4 6

3 ∞ 1,2 0,8 0,14 *CP-rang 8 6

3 ∞ 1,2 1,4 0,10 0,28 *CP-rang 4 8

3 ∞ 2,1 0,3 0,9 *CP 3 1

3 ∞ 2,1 0,3 0,11 *CP 5 1

3 ∞ 2,1 0,3 0,13 *CP 7 1

3 ∞ 2,1 0,3 0,15 *CP 9 1

3 ∞ 2,1 0,5 0,9 3 3

3 ∞ 2,1 0,5 0,11 5 3

3 ∞ 2,1 0,5 0,13 7 3

3 ∞ 2,1 0,7 0,9 3 5

3 ∞ 2,1 0,7 0,11 5 5

3 ∞ 2,1 0,7 0,19 13 5

3 ∞ 2,1 1,3 0,9 0,27 3 7

3 ∞ 2,1 1,3 0,9 0,29 *CP 3 9

3 ∞ 2,1 1,3 0,11 0,27 5 7

3 ∞ 2,1 1,3 0,13 0,27 7 7

3 ∞ 2,2 0,4 0,10 *CP-rang 4 2

3 ∞ 2,2 0,4 0,12 *CP-rang 6 2

3 ∞ 2,2 0,6 0,12 6 4

3 ∞ 2,2 0,6 0,14 8 4

3 ∞ 2,2 0,8 0,12 6 6

3 ∞ 3,1 0,3 0,9 *CP 3 1

3 ∞ 3,1 0,3 0,11 *CP 5 1

3 ∞ 3,1 0,3 0,15 *CP 7 1

3 ∞ 3,1 0,5 0,9 3 3

3 ∞ 3,1 0,5 0,11 5 3

3 ∞ 3,1 0,5 0,13 7 3

3 ∞ 3,1 0,5 0,15 9 3

3 ∞ 3,1 1,3 0,13 0,27 7 7

3 ∞ 4,1 0,3 0,9 *CP 3 1

3 ∞ ∞ 0,3 0,11 *CP 5 1

3 ∞ ∞ 0,3 0,13 *CP 7 1

3 ∞ ∞ 0,3 0,17 *CP 11 1

3 ∞ ∞ 0,4 0,10 *CP-rang 4 2

3 ∞ ∞ 0,4 0,12 *CP-rang 6 2

3 ∞ ∞ 0,5 0,9 **CP 3 3

3 ∞ ∞ 0,5 0,11 5 3

3 ∞ ∞ 0,5 0,13 7 3

3 ∞ ∞ 0,5 0,15 9 3

3 ∞ ∞ 0,6 0,10 4 4

3 ∞ ∞ 0,6 0,12 6 4

3 ∞ ∞ 0,7 0,9 **CP 3 5

3 ∞ ∞ 0,7 0,11 5 5

3 ∞ ∞ 0,7 0,13 7 5

3 ∞ ∞ 1,3 0,9 0,27 **CP 3 7

3 ∞ ∞ 1,3 0,9 0,29 **CP 3 9

3 ∞ ∞ 1,3 0,9 0,31 **CP 3 11

3 ∞ ∞ 1,3 0,11 0,27 5 7

3 ∞ ∞ 1,4 0,10 0,28 4 8

3 ∞ ∞ 1,4 0,12 0,28 4 8

3 ∞ ∞ 1,5 0,9 0,27 **CP 3 7

p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 µ3,λ3 µ4,λ4 CP λ̃− λ̃+
5 0 0,0 CP 0 0

5 1 0,2 0,6 CP-tam 2 2

5 1 0,2 0,8 CP 2 4

5 1 0,2 0,12 CP 2 8

5 1 0,4 0,6 CP 4 2

5 1 1,0 0,6 0,26 CP 6 2

5 2 0,2 0,6 2 2

5 2 0,2 0,8 CP 2 4

5 2 0,2 0,10 CP 2 6

5 2 0,4 0,6 CP 4 2

5 2 1,2 0,6 0,26 CP 6 2

5 2 1,2 0,6 0,28 CP 8 2

5 ∞ 0,1 0,5 *CP 1 1

5 ∞ 0,1 0,7 *CP 1 3

5 ∞ 0,1 0,9 *CP 1 5

5 ∞ 0,1 0,11 *CP 1 7

5 ∞ 0,1 0,13 *CP 1 9

5 ∞ 0,1 0,15 *CP 1 11

5 ∞ 0,2 0,6 2 2

5 ∞ 0,2 0,8 *CP-rang 2 4

5 ∞ 0,2 0,10 *CP-rang 2 6

5 ∞ 0,2 0,12 *CP-rang 2 8

5 ∞ 0,3 0,5 *CP 3 1

5 ∞ 0,3 0,7 3 3

5 ∞ 0,3 0,9 3 5

5 ∞ 0,3 0,11 3 7

5 ∞ 0,3 0,13 3 9

5 ∞ 0,4 0,6 *CP-rang 4 2

5 ∞ 0,4 0,8 4 4

5 ∞ 0,4 0,10 4 6

5 ∞ 0,4 0,12 4 8

5 ∞ 1,1 0,5 0,25 *CP 5 1

5 ∞ 1,1 0,5 0,27 *CP 7 1

5 ∞ 1,1 0,5 0,29 *CP 9 1

5 ∞ 1,1 0,5 0,31 *CP 11 1

5 ∞ 1,1 0,7 0,25 5 3

5 ∞ 1,1 0,7 0,27 *CP 7 3

5 ∞ 1,1 0,9 0,27 7 5

5 ∞ 1,1 0,9 0,25 5 5

5 ∞ 1,1 0,11 0,25 5 7

5 ∞ 1,2 0,6 0,26 *CP-rang 6 2

5 ∞ 1,2 0,6 0,28 *CP-rang 8 2

5 ∞ 1,2 0,8 0,26 6 3

5 ∞ 1,3 0,5 0,25 *CP 5 1

5 ∞ 1,3 0,7 0,27 7 3

5 ∞ 1,3 0,5 0,27 *CP 7 1

5 ∞ 1,3 0,15 0,25 5 11

5 ∞ 2,1 0,5 0,25 *CP 5 1

5 ∞ ∞ 0,5 0,25 *CP 5 1

5 ∞ ∞ 0,7 0,25 **CP 5 3

5 ∞ ∞ 0,8 0,26 6 4

7 0 0,0 CP 0 0

7 2 0,2 0,8 2 2

7 2 0,2 0,10 CP 2 4

TABLE 3 (continued).
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p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 µ3,λ3 µ4,λ4 CP λ̃− λ̃+
7 2 0,4 0,8 CP 4 2

7 ∞ 0,1 0,7 *CP 1 1

7 ∞ 0,1 0,9 *CP 1 3

7 ∞ 0,1 0,11 *CP 1 5

7 ∞ 0,1 0,13 *CP 1 7

7 ∞ 0,1 0,15 *CP 1 9

7 ∞ 0,2 0,8 *CP-rang 2 2

7 ∞ 0,2 0,10 *CP-rang 2 4

7 ∞ 0,3 0,7 CP 3 1

7 ∞ 0,3 0,9 3 3

7 ∞ 0,3 0,11 3 5

7 ∞ 0,3 0,13 3 7

7 ∞ 0,4 0,8 *CP-rang 4 2

7 ∞ 0,4 0,10 4 4

7 ∞ 0,4 0,12 4 6

7 ∞ 0,5 0,7 *CP 5 1

7 ∞ 0,5 0,9 5 3

7 ∞ 0,5 0,11 5 5

7 ∞ 0,5 0,13 5 7

7 ∞ 0,6 0,8 *CP-rang 6 2

7 ∞ 0,6 0,10 6 4

7 ∞ 1,1 0,7 0,49 *CP 7 1

7 ∞ 1,1 0,9 0,49 **CP 7 3

7 ∞ 1,4 0,10 0,50 8 4

7 ∞ ∞ 0,9 0,49 **CP 7 3

11 0 0,0 CP

11 ∞ 0,1 0,11 *CP 1 1

11 ∞ 0,1 0,13 *CP 1 3

11 ∞ 0,1 0,15 *CP 1 5

11 ∞ 0,2 0,12 *CP-rang 2 2

11 ∞ 0,3 0,11 *CP 3 1

11 ∞ 0,4 0,14 4 4

11 ∞ 0,5 0,11 *CP 5 1

17 0 0,0 CP 0 0

17 2 0,2 0,18 2 2

19 0 0,0 CP 0 0

19 ∞ 0,3 0,19 *CP 3 1

19 ∞ 0,5 0,19 *CP 5 1

3 0 0,0 0,2 0,6 0,20 CP 0 0

3 2 0,2 0,4 0,8 0,22 2 2

3 2 0,2 0,6 0,8 0,24 CP 2 4

3 2 0,2 0,8 0,8 0,26 CP 2 6

3 2 0,2 1,2 0,8 0,28 CP 2 8

3 2 1,2 0,4 0,12 0,22 CP 6 2

p µ0 µ1,λ1 µ2,λ2 µ3,λ3 µ4,λ4 CP λ̃− λ̃+
3 2 1,2 0,4 0,10 0,22 CP 4 2

3 2 1,2 0,4 0,14 0,22 CP 8 2

3 2 1,2 0,4 0,16 0,22 CP 10 2

3 2 1,2 0,6 0,10 0,24 4 4

3 2 2,0 0,4 0,10 0,22 CP 4 2

3 2 2,0 0,4 0,12 0,22 CP 6 2

3 2 2,0 0,8 0,10 0,26 CP 4 6

3 4 0,2 0,4 0,8 0,22 2 2

3 ∞ 0,1 0,3 0,7 0,21 *CP 1 1

3 ∞ 0,1 0,5 0,7 0,23 *CP 1 3

3 ∞ 0,1 0,7 0,7 0,25 *CP 1 5

3 ∞ 0,1 1,1 0,7 0,27 *CP 1 7

3 ∞ 0,1 1,1 0,7 0,29 *CP 1 9

3 ∞ 0,2 0,4 0,8 0,22 2 2

3 ∞ 0,2 0,6 0,8 0,24 2 4

3 ∞ 0,2 0,8 0,8 0,26 2 6

3 ∞ 0,2 1,2 0,8 0,28 2 8

3 ∞ 1,1 0,3 0,9 0,21 *CP 3 1

3 ∞ 1,1 0,3 0,11 0,21 5 1

3 ∞ 1,1 0,3 0,15 0,21 *CP 9 1

3 ∞ 1,1 0,3 0,19 0,21 *CP 13 1

3 ∞ 1,1 0,3 0,13 0,21 *CP 7 1

3 ∞ 1,1 0,5 0,9 0,23 3 3

3 ∞ 1,1 0,5 0,11 0,23 5 3

3 ∞ 1,1 0,5 0,13 0,23 7 3

3 ∞ 1,1 0,5 0,17 0,23 11 3

3 ∞ 1,1 0,7 0,9 0,25 3 5

3 ∞ 1,1 0,7 0,11 0,25 5 5

3 ∞ 1,2 0,4 0,10 0,22 4 2

3 ∞ 1,2 0,4 0,14 0,22 8 2

3 ∞ 1,2 0,6 0,10 0,24 4 4

3 ∞ 2,1 0,3 0,9 0,21 *CP 3 1

3 ∞ 2,1 0,5 0,9 0,23 3 3

3 ∞ 2,1 0,7 0,11 0,25 5 5

3 ∞ 2,2 0,4 0,10 0,22 4 2

3 ∞ 3,1 0,3 0,9 0,21 *CP 3 1

3 ∞ 3,1 0,3 0,11 0,21 *CP 5 1

3 ∞ ∞ 0,3 0,9 0,21 *CP 3 1

3 ∞ ∞ 0,3 0,11 0,21 *CP 5 1

3 ∞ ∞ 0,3 0,13 0,21 *CP 7 1

3 ∞ ∞ 0,4 0,10 0,22 *CP 4 2

3 ∞ ∞ 0,5 0,9 0,23 **CP 3 3

3 ∞ ∞ 0,5 0,11 0,23 5 3

3 ∞ ∞ 0,5 0,13 0,23 7 3

TABLE 3 (continued).
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