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We review the main conjecture for an elliptic curve on Q hav-
ing good supersingular reduction at p and give some conse-
quences of it. Then we define notions of A-invariant and u-
invariant in this situation, generalizing a work of Kurihara and
deduce the behaviour of the order of the Shafarevich-Tate group
up the cyclotomic Zy-extension. On examples, we give some
arguments which, by combining theorems and numeral calcu-
lations, allow to calculate the order of the p-primary part of the
Shafarevich-Tate group in cases that are not yet known (nontriv-
ial Shafarevich-Tate group, curves of rank greater than 1).

Nous faisons le point sur la conjecture principale pour une
courbe elliptique sur Q ayant bonne réduction supersinguliere
en p et en donnons quelques conséquences. Puis nous définis-
sons la notion de X invariant et de p invariant dans cette sit-
uation, généralisant un travail de Kurihara et en déduisons la
forme de 'ordre du groupe de Shafarevich-Tate le long de
la Z,-extension cyclotomique. Par des exemples, nous don-
nons quelques arguments qui, en alliant théoremes et calculs
numériques, permettent de calculer I'ordre de la composante
p-primaire du groupe de Shafarevich-Tate dans des cas non
connus jusqu’a présent (groupe de Shafarevich-Tate non trivial,
courbes de rang > 1).

1. INTRODUCTION

Dans larticle “Parabolic points and zeta functions of
modular curves” en 1972 ([Manin 72]), Manin donne en-
tre autres des formules explicites pour les valeurs des
fonctions L associées a une forme modulaire de poids
2 en termes de symboles modulaires. Les reliant conjec-
turalement a la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer,
il exprime le comportement conjectural du rang de la
courbe elliptique associée E le long de la Zj-extension
cyclotomique Q.. Lorsque E a bonne réduction ordi-
naire, Mazur montre dans [Mazur 72| une partie de ces
conjectures en utilisant la théorie d’Iwasawa et la tech-
nique des I'-modules et énonce ce qu’on appelle désormais
“les conjectures principales.” Pour le cas ou E a bonne
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réduction supersinguliére en p, citons Manin : les nombres
premiers supersinguliers ont résisté jusqu’a maintenant
faute d’une technique de I'-modules.

Ces techniques existent maintenant : interpolation des
valeurs spéciales p-adiquement depuis déja longtemps
(Manin-Vishik, Amice-Vélu, Mazur-Tate-Teitelbaum) et
plus récemment théorie d’Iwasawa complete : énoncé des
conjectures principales, calcul des valeurs spéciales en
termes du groupe de Shafarevich-Tate. Par exemple, dans
[Perrin-Riou 90], sous une hypothese de non-nullité d’une
fonction L p-adique, il est montré que E(Qy) est de rang
fini.! Le théoréme de Kato dont la démonstration utilise
un systeme d’Euler-Kolyvagin permet de montrer cette
non-nullité et d’obtenir une partie de la conjecture prin-
cipale. En utilisant le théoréme de Kato, Kurihara [Kuri-
hara 00] a récemment montré que si L(F,1)/Qg est une
unité, F(Qo) est fini et ITI(E/Q,,)(p) est fini pour toute
extension finie Q,,/Q contenue dans Q. et a calculé l'or-
dre de III(E/Q,)(p).

Dans cet article, nous donnons une généralisation du
théoreme de Kurihara. En alliant alors ces théoremes a
des calculs numériques, nous sommes en mesure de don-
ner des exemples o1 I’on peut montrer la conjecture prin-
cipale complete, ou il est possible de calculer ’ordre de
la composante p-primaire du groupe de Shafarevich-Tate
et de montrer qu’il est égal a 'ordre conjectural. Il est
possible aussi de calculer de maniere non conjecturale
la maniere dont il varie le long de la Z,-extension cy-
clotomique. Précisons bien qu’il s’agit vraiment de
P’ordre et non de l’ordre conjectural. Les calculs
numériques en question ne font intervenir que des cal-
culs de symboles modulaires et donnent des renseigne-
ments sur les invariants arithmétiques de la courbe el-
liptique sur Q. On revient ainsi aux sources des con-
jectures principales qui relient des données analytiques a
des données arithmétiques. Beaucoup de cas particuliers
ne démontrent pas une conjecture. Cependant, les argu-
ments mis en ceuvre sont, me semble-il, intéressants car
ils montrent ce qu’il est possible de tirer de la conjecture
a partir de quelques calculs de symboles modulaires.

Les calculs ont été faits en utilisant le logiciel GP/PARI
[PARI/GP 03], une version préliminaire d’un programme
GP de Joseph L. Wetherell (que lon peut trouver &
Padresse [Stein 03]) modifiée avec l’aide de Dominique
Bernardi pour calculer les symboles modulaires et les

1Plus exactement, pour que 1’énoncé de loc. cit. ne soit pas
conjectural, ’hypothése mise était que E(Q) et le groupe de Tate-
Shafarevich sont finis, mais ’hypothese qu’'une certaine fonction
L p-adique est non nulle est suffisante, hypothése maintenant
démontrée par Kato.

valeurs de fonctions L p-adiques, les courbes calculées
par J. Cremona et les programmes mwrank et ratpoints
pour calculer des points dans le groupe de Mordell-
Weil de E ([Cremona 97]), le programme GP de Tom
Womack pour calculer I'ordre conjectural du groupe de
Shafarevich-Tate. Je remercie les auteurs de ces pro-
grammes et données en libre acces. Quelques programmes
seront mis & 'adresse [Perrin-Riou]. Ils ont tourné a la
fois sur des ordinateurs Macintosh et sur les serveurs du
GDR Meédicis de I’école Polytechnique ([GDR Medicis]).

Je remercie avec grand plaisir Dominique Bernardi et
Karim Belabas pour 'aide qu’ils m’ont apportée.

2. FONCTION L p-ADIQUE ANALYTIQUE
ET CONGRUENCES PROVENANT
DE LA DISTRIBUTION MODULAIRE

La construction de la fonction L p-adique associée a une
courbe elliptique modulaire repose sur ’existence et les
propriétés des symboles modulaires. Rappelons rapide-
ment quelques notations. Les références sont [Manin 72],
[Mazur et al. 86], [Cremona 97], [Stein 03].

2.1 Symboles modulaires

Soit E une courbe elliptique définie sur Q. Soit D(FE) le
quotient de I’espace vectoriel des formes différentielles sur
FE définies sur QQ par le sous-espace vectoriel des formes
différentielles exactes. C’est un Q-espace vectoriel de di-
mension 2 contenant la droite Fil® D(E) engendrée par
I'image des formes différentielles invariantes. Soit wg une
forme différentielle de Néron sur Z. Si

y2 +aixy +asy = z° + a2x2 + a4 + ag

est un modele minimal de Weierstrass, on peut prendre
M—i+%. Les classes de wg et de B = zwg for-
ment une base de D(F). Ainsi, en tant que Q-espace
vectoriel, D(E) = H},(E/Q). Le Q-espace vectoriel
D(E) est muni d'une forme bilinéaire alternée [-, -] p(g)
vérifiant [wg,n|qr = 1. Soit Ng le conducteur de E. No-
tons f la forme modulaire associée a E, choisissons une
paramétrisation 7 : Xo(Ng) — E de degré minimal, ¢, la
constante associée : wg = crwys avec T'wy = f(2)2imdz.

Le Qp-espace vectoriel D,(E) = Q, ® D(E) admet
un endomorphisme ¢ dit de Frobenius. On renvoie a la

WE =

note [Bernardi and Perrin-Riou 93] pour une description
concrete. Le polynome caractéristique de ¢ tel qu’il a été
choisi est alors X?—p~ta,X+p~!. Onpose L(E/Q,, s) =
(1 _ app—s _|_p1—25)—1.

Soit Mg le Z,-réseau engendré par wg et n dans
D,(E).
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Lemme 2.1. Si My = Zwy + Zppwy,
Mg = Zywg ® Zppwg = cx My = M;y.

Démonstration: L’endomorphisme py laisse stable Mg.
D’autre part, pwgp € Mpg. Comme p est supposé su-
persingulier, il est facile de voir que [pwg,wr|p, (&) est

py

une unité (si < a> est la matrice de py dans la

ps f
base (wg,n) avec a, B, v, 0 € Zy, on a py + 0 = ap,
78 — ad = 1; comme a, est divisible par p, il en est de
méme de 3 ; donc [pwr,wr]p,(z) = § est une unité). On
en déduit que Mg = Zpwr®Zypwr (noter le changement
de notation par rapport & [Bernardi and Perrin-Riou 93]).
Lorsque E a bonne réduction supersinguliere en p, p ne
divise pas c¢,. (En effet, il est démontré que si E est la
courbe de Weil forte, cela est le cas. Comme E a bonne
réduction supersinguliere, il n’existe pas d’isogénie sur Q
de degré p. En effet, dans le cas contraire, I'image de Gg
dans GL2(Z/pZ) serait contenue dans un sous-groupe de
Borel, ce qui est impossible car elle contient le normal-
isateur d’un sous-groupe de Cartan. On démontre donc
en méme temps que le sous-groupe de E(Q) est d’ordre
premier & p. ) Ainsi, Mg = ¢c.M; = Mjy. O

Soit ¢y le nombre de composantes connexes de E(R).
Soit m un entier tel que m.{r} € Hy(E,m™'Z) ot {r} est
I'image dans Xo(Ng)(C) d’un chemin joignant co au ra-
tionnel r (son existence est due & un théoreme de Manin).

Soient v+ et v~ des bases des Z-modules Hy(FE,Z)"
et Hi(E,Z)" telles que [, wp € R" et [ wp € iRY.
Si 7 est un rationnel, on note x*(r) les composantes de
—m.{—r} dans la base (y",77).

Lemme 2.2. Si r est un rationnel, les x*(r) sont des
éléments de m™'Z. Lorsque le dénominateur de r est pre-
mier @ Ng, x*(r) est de plus entier en p.

Démonstration: 11 s’agit du théoreme de Manin. Lorsque
le dénominateur de r est premier a Ng, la pointe 0 et la
pointe r sont équivalentes sous le sous-groupe de congru-
ence I'g(Ng), (p — 1 — ap)m{0} s’exprime en termes des
m{%} — m.{oo} (avec a € Z premier & p) qui sont entiers
et p—1— a, est une unité en p. O

On pose ¢; = ¢rcp et C = 2¢,m. Pour p impair super-

singulier pour F, ce sont des entiers premiers a p.

2.2 Fonction ! p-adique

Le symbole modulaire vérifie des propriétés de congru-
ences qui peuvent se traduire comme ’existence d’une

distribution p-adique d’ordre 1/2 (Vishik, Amice-Vélu).
Ainsi, pour a premier & p, les

p(a+p"Zy) = ¢ H(z (a/p") " (wE)
—z(a/p" )" (wE)) € Dp(E).

définissent une distribution sur Zj; et vérifient p(a +

p"Zy) € Clp~(In/21+1) Mg,

Soit G le groupe de Galois de Q(up-)/Q, x le
G — Z; et Xrec : Z;‘, — G
P’application réciproque. On pose

caractere cyclotomique :

Ly(E)(p) = / p(reea))dp(a)

zy

un des avatars de la fonction L p-adique pour p caractere
continu de G4, a valeurs dans (C;. Nous aurons besoin
d’autres versions. Soit ‘H l’anneau des fonctions analy-
tiques sur le disque unité {|x| < 1} vérifiant une propriété
de croissance et dont le développement en x est a coeffi-
cients rationnels, H(I') 'image de H par x +— (y—1) avec
v générateur de I' = Gal(Q(pp=)/Q(up)) et H(Go) =
Z,[Gal(Q(up)/Q)] @ H(T'). On peut alors écrire

Ly(E)(p) = p(Ly(E))

avec Ly(E) € H(Gs) ® D,(E), ou encore si v est un
générateur de Gal(Q(pp/Q(1p)) ou ce qui revient au
méme de 1+ 2pZ, (& travers le caractére cyclotomique
X) et e; 'idempotent de A = Gal(Q(u,)/Q) associé au

N )
caractere X|Gal(Q(up)/Q)

Ly(E) = Zﬁp,(i) (E)(y — 1e;

avec ﬁp’(i) (E) € H ® D,(E), fonction analytique de z.
Soit Teich le caractére de Teichmiiller.

Lemme 2.3. Avec les notations précédentes,
logp u

Ly (B) = [ Teiei(u)(1-+ ) duu).

*
p

(2-1)

Pour tout entier k

Lo (BY ) = 1) = [ atdute) = L))
) (2-2)

log, u
Démonstration: 11 suffit de remarquer que ~y™&x™ =

Xree(U)- O



158  Experimental Mathematics, Vol. 12 (2003), No. 2

Soit § un caractére de Dirichlet de conducteur une puis-
sance de p. La dérivée d’ordre k en 1 (resp. en § o Xrec )
se calcule par la formule

LEE)) = | Toga dula)

p

d(a) log’; a du(a).
Zy

LY (B)(6 0 xree) =

p

Lemme 2.4. Si § est un caractére de Go, d’ordre p™ et de
conducteur p™tt,

LI (E)(8) = (log, x(v)) L) (B) (6(7) — 1)

ce que l'on note aussi 6(L§,k)(E)), ce qui ne devrait pas
porter a confusion.

Désormais, on identifiera les caractéres sur G, et les
caracteres sur Z; en utilisant 'identification y ec
La fonction L,(E) vérifie I’équation fonctionnelle

Ly(E)(p™") = €anaLp(E)(p)

ol €4nq est le signe de ’équation fonctionnelle complexe :
on a donc €gngl = (—1)’"32411 = (—1)T§nal ou r2 . est lor-
dre d’annulation de L(E,s) en 1 et rapq = ¥, ,, Vordre
d’annulation de L,(E) en 1.

Cet article reposant en partie
numériques, indiquons quelques outils de calculs de ces
fonctions. Nous prendrons alors x(v) = 1 + p (pour p
impair). Considérons d’abord les polynémes d’interpola-
tion des fonctions ﬁpw(i)(E) modulo w,(z) avec w,(z) =
(14-z)P" —1. Plus précisément, si &, (z) = w,(z) /wp_1(z),
nous montrerons que si j est une classe modulo p — 1, il
existe une et une seule famille de polynomes Py(,j ) pour
n > 0, de degré < p™ vérifiant

sur des calculs

ﬁp’(j)(E) = PT(Lj)go"HwE
— §nP(j_)1<p"+2wE mod wy, (z)D,(E)

n

pour n > 1. Explicitement, on a

pn+1
. _ . . a
P = ¢t Z Telchj(a)x+(W)(1 + z)m™ (@)
a=0
(a;p)=1
. ) o 1
o r,(a) est déterminé par r,(a) = %%p mod p" et

0 < rp(a) < p™. Ce polynéme est & coefficients dans
C-Z, = Z,.

Notation. Si a et b sont deux vecteurs colinéaires d’un
Qp-espace vectoriel : a = b, on écrit a ~ b si A est une
unité de Zy,.

2.3 Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique

La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique dans
le cas supersingulier a la forme suivante ([Bernardi and
Perrin-Riou 93)) :

Conjecture 2.5. Soit r le rang de E(Q) et III(E/Q) le
groupe de Shafarevich-Tate de E/Q : alors,

(r)
1-97' —p‘lw_l)—l(Lpr!(E)) =
L(E/Q,, 1)—1%ﬁﬂlw/@m(” (E).

Ici Tam(E) est le produit des nombres de Tamagawa
locaux; R(")(E) est un élément de D,(E) dont le calcul
demande la connaissance de E(Q) (régulateur p-adique
du groupe de Mordell-Weil E(Q)). On peut le décrire de
la maniére suivante.

Une fois choisie la forme différentielle de Néron wg, on
associe a tout élément v de D, (E) une forme quadratique
h, sur E(Q), appelée hauteur p-adique et on note {-,-),
la forme bilinéaire associée (voir [Mazur and Tate 91],
[Bernardi and Perrin-Riou 93] pour une description en
termes de fonctions o). Ainsi, hg,(P) = —(log,, P)?
ott log,,  est le logarithme sur E(Q) associé a la forme
différentielle invariante w.

Supposons r > 1. Le noyau de la forme bilinéaire
(-, Ywp est de rang r — 1, c’est le noyau de localisation
Z, 27 E(Q) — Z, ® E(Q,) que 'on note (Z, @z E(Q))o.
Les h, varient linéairement en v € D,(E). On en déduit
que la restriction de f ZuP a (Z, @z E(Q))o est

indépendante de v ¢ Fil’ D,(E) = Quup :
({-,-)). Cette forme bilinéaire est conjecturée étre non
dégénérée sur (Z, @z E(Q))o-

on la note

Lemme 2.6. 1] existe un unique élément R (E) € D,(E)
tel que

det (((P;, Pj)v))
[EQ/EQ)wors: 1 ZP]

[R(T) (), V]D,,(E) =

pour v ¢ Fil® D, (E) et (P;) un systéme libre de rang r
de E(Q).

On peut le décrire explicitement par
(1) sir =0, RO(E)=wg;
(2) sir=1,
hy (P)wg — hyy (P)v

[wEa V] D, (E)

RY(E) =
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avec P un générateur de F(Q) modulo torsion et h,
la hauteur p-adique associée a v; remarquons que
hey (P) n’est jamais nul car P n’est pas de torsion;

(3) sir>2,

_ det (B, Py)v)) v/ — det (B3, Pj)w)) v
[E(Q)/E(Q)tors : y_i—1 ZPi|[V',V]p, (&)
_ disc ((-, ), — (-, )v)
V', V]p,(E)

R™ (E)

pour (v,v') une base de D,(E) avec v et v/ n’ap-
partenant pas & Fil® D,(E). A une unité p-adique
pres, R(V(E) est aussi le produit du discriminant
de ((-,)) sur (Z, @z E(Q))o par (h,(Pu)wr —
hep (Pu)v)/|wE, V] si P, est une base de 'orthogonal
de (Zp ®z E(Q))o dans Z, ®z E(Q) :

hy (Py)wg — hyp (Py)v

[wan]

RM(E) ~ disc((-,-))
et on a

[RU(E), wE]p,(z) ~ disc((, ) logZ,, (P)-

3. FONCTION L p-ADIQUE ARITHMETIQUE

3.1 Définition du module arithmétique

Soit T,,(E) le module de Tate des points de p*-torsion
de E et V,(E) = Q, @ T,(E). On définit le régulateur
p-adique [Perrin-Riou 93]

Lg: h(in HY(Qp(pr ), Tp(E)) = H(Goo) ® Dy(E).

Il est d’ordre < 0 au sens suivant : on dit que f € Q,[[z]]®
D,(E) analytique sur le disque unité {|z|, < 1} de C,
est d’ordre < 0 si pour un (ou tout) p < 1, les ||(1 ®
©) " fll y1/»m sont bornés avec n.

Soit H. (Q,T,(E)) la limite projective des groupes
de cohomologie galoisienne & ramification limitée
H' Gy Ty(E) et HZ,(QT(E) la lm-
ite projective des noyaux H?*(Gggqu,n), Ip(E)) —
SuesH?(Q(upn)v, Tp(E)) (S est un ensemble de places
contenant les places divisant p et les places ou E a
mauvaise réduction et Gg x le groupe de Galois sur K
de la plus grande extension de K non ramifiée en dehors
des places au dessus de S).

Définissons I, comme le sous-Z,[[Go]]-module de
H(Gs) ® D, (E) engendré par 'image de

(detz, ooy H »(Q, TH(E))) ™ ® HL(Q, T,(E))

par Lg, ce qui signifie pratiquement que si Fb est
une série caractéristique du module de Z,[[G]]-module
de torsion HZ ,(Q,T,(E)) et si ¢ est un élément de
HL(Q,T,(E)) tel que HL(Q, Ty(E))/Zy[[Guc]]c soit de
Z,[[T']]-torsion (et de série caractéristique F;), on a

Harith(E/Q) = ZPHGOOHFc_lFQLE(C)'

Cette définition est conforme a I’idée de 'utilisation d’un
régulateur pour mesurer un objet compliqué. On note
Iiritn (E/Q) un générateur de Ly, in(E/Q).

3.2 Formule arithmétique de Birch et Swinnerton-Dyer

Soit Sel(E,p™) le groupe de Selmer relatif & la multipli-
cation par p”. On définit

Sely(E/Q) = lim Sel(E,p") = HHQ. V, (E)/Ty (E))

Sp(E) =lim Sel(E,p") = H}(Q, T,(E))

(les deuxiemes notations sont celles de Bloch-Kato). Rap-
pelons que 'on a une suite exacte

0—Z,® E(Q) = S,(E) — T,(II(E/Q)) — 0 .

ou T,(II(E/Q)) est le module de Tate du groupe de
Shafarevich-Tate de E/Q. Les formes bilinéaires in-
troduites précédemment se prolongent naturellement a
S,(E), de méme que ((-,-)) au noyau de localisation
S,(E)o. Soit III(T,(E)/Q)(p) le quotient de Sel,(E/Q)
par sa partie divisible maximale, ce qui est aussi le quo-
tient de IIT(F/Q)(p) par sa partie divisible maximale et
est égal & ITI(E/Q)(p) lorsque ce dernier est fini.

Théoreme 3.1. I,,.;:1(E/Q) a un zéro en 1 de multiplicité
supérieure ou égale 4 Tarith = 18z, Sp(E). Il est égal a
Tarith St et seulement si la forme bilinéaire ({-,-)) est non

dégénérée sur S,(E)o. On a alors

(Tarith)
(]. —SD)_l(l _p—lso—l)l(Iarith ('E1/Q))
Tarith:
e (T, (B)/Q) ()R ()

~ L(E/Qp;1)
€ Dy(E)

ot R"(E) est défini comme en 2.6 en remplacant
Z, ® E(Q) par Sp(E).

Ce théoréme est démontré dans [Perrin-Riou 93] et
dans un cadre plus général dans [Perrin-Riou 00].2 11 se

2 Avec la notation de [Perrin-Riou 00, chap. 3], le sous-espace N
engendré par v € Dp(E) est régulier si et seulement si ({-,-)) est
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généralise & K = Q(ppn) (et méme & une extension finie
de Q, composée d’une extension de Q non ramifiée en
p et d’une sous-extension finie de Q(upe)). Soit Ag le
groupe de Galois de K/Q et Ak le groupe des caractéres
de Ag. Si § est un caractere de A, soit p™ la p-partie de
son conducteur. On note G i le groupe de Galois de
K(ppoo)/K. On attache & un élément v de D,(E) et & K
I’élément suivant

Ik = ®Qsca, " (1 =0(p)p)(1—p~to(p)p~ ") 1o

de kK ® (&SZ:QP]DP(E) avec £ le corps de coefficients des
caracteres de Ag. Remarquons que &g, = (1 —¢)(1 —
p o) 71w, que si § est un caractére de Dirichlet non
ramifié en p (i.e. 6(p) # 0, n(d) = 0), la contribution de &
est (1—8(p)p)(1—p~18(p)~Le~1)~L. Lorsque § est ramifié
(donc 6(p) = 0), sa contribution est ™%, Si xx est
le caractére cyclotomique de Goo i, 0n a X (715Ql) =
x (7)1, On pose alors

Iarith(E/K) (XSK) = ®5Iarith (E/Q) (5Xs)

€ Funct(Goo i, Cp) @K% D (E) .
Notons rx le rang de S,(E/K) et I(g:ftzl(E/K)(lK) la
dérivée r-ieme en le caractere trivial 1x de G, x dans
la direction x k. Soit v un élément de D,(E). Si N = Kv
est le K-espace vectoriel engendré par v, vu comme Q,-
espace vectoriel, on peut lui associer comme dans [Perrin-
Riou 00] (voir aussi [Colmez 00]) une forme bilinéaire
(-,"Y kv sur Sp(E/K) & valeurs dans Q, (et méme dans
Zy). On note ({-,-)) k sa restriction au noyau de localisa-
tion S,(E/K)g en p.

Théoréme 3.2.
(1) On a

Iarith(E/K)(]-K) = ®5€AK6(Iarith) S Qp‘fDE,K~

(2) Si 6(Iapien) est non nul, le rang de E(K)©®) est nul
et III(K)©) est fini.

non dégénérée; les suites sy et sy n sont réduites a

0— N — Dy(E)/Fil° D,(E) = 0 (sn)

0 — Sp(E)* = Sp(E) =0
des que N # Fil® D, (E) et a
0— N — N% D,(E)/Fil° D,(E) — D,(E)/Fil° D,(E) — 0

(sn)

0 — Sp(E)§ — Sp(E)o — 0 (s¢n)

lorsque N = Fil® D, (E) (la forme bilinéaire {-,-)n est dans ce cas
égale a ((-,-)))-

(3) En particulier, si I.qn(E/K)(1) est non nul,

E(K) et III(E/K)(p) sont finis. On a alors
Iarith(E/K)(]-K)

_1 Tam(E/K){III(E/K) .
~ L(E/Kp, 1)~ .

( / P ) ﬁE(K)2 WE,K

(4) Plus généralement, si Sp(E/K) est de rang ri >
1, et v un élément de D,(E) qui n’appartient pas a
Fil’ D,(E),

155, (B/K) (k) :
[arith " ok p(m)/ [WE, V)5 )

~ L(E/Ky, 1)~ Tam(E/K){UL(T,(E)/K)(p)

- disc(-, Y kgw

La démonstration est semblable a la démonstration du
théoréme 3.5.2 de [Perrin-Riou 00] en prenant N = Ku.
Voir 'appendice.

Remarque 3.3. Si ¢ € HL (Q,T,(E)) a une image non
nulle Py(c) dans Q ® H'(Q, T,(E)), alors il n’est pas di-
visible par v —1 dans H. (Q, T},(E)) et Lg(c) ne s’annule
pas en 1 ou a un zéro d’ordre 1 en 1. Dans le premier
cas, Py(c) nappartient pas a S,(E/Q) = H}(Q, T,(E))
et (1—¢) 1 (1—pte H1(LE(c)) € Fil° D,(E). Dans le
second cas, Pg(c) appartient & S,(E/Q) et (1—¢)~*(1—
p~te~1)1(L%(c)) n’appartient pas & Fil® D, (E). En effet
un tel point ne peut pas étre dans le noyau de localisation
en p ([Perrin-Riou 90, lemme 4.5.1], la démonstration est
exactement la méme). Le méme raisonnement s’applique
en remplacant 1 par un caractére § de conducteur p"+!
et Pendomorphisme d’Euler par (pp)"*!. Ainsi, Pannula-
tion ou non de la composante modulo Fil° D,(E) est un
élément important.

3.3 Equation fonctionnelle

Il est montré dans [Perrin-Riou 00] que le module
e
(ou p — p~1). On peut alors construire un élément c de
H'({),Z,|[I']]*) donné par la classe du cocycle déterminé
par a, € Z,[[[']]* avec egI* = a,eol si I est un générateur
de Lo itn (E/Q). On vérifie facilement que H({1), A*) est
d’ordre 2 et a comme éléments les classes de 1 et de —1.
On en déduit qu’il existe un unique élément €yt € {£1}
et un générateur .45 (E/Q) de Iomin(E/Q) tels que

IaMth(E/Q)(p_l) = earithIarith(E/Q)(p)'

Cette construction est due & Greenberg. Notons r/,..,, la
multiplicité du zéro en 1 de L.+, (E/Q).

Toritn(E/Q) est invariant par l'involution ¢ :
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’

Proposition 3.4. On a €4yitp, = (—1)"eritn,

On a rgran < 7.5 I est clair que rgrin = 0 si
/

3 /
et seulement si 7 it

arit
Tarith = 1. Réciproquement, si ropup = 1 et si v} .., >
1, S,(E) est contenu dans le noyau de localisation en p
(regarder la composante modulo Fil® D,(E)). Cela n’est
pas possible si E(Q) est infini. Ainsi, si F(Q) est de rang

1 et I(E/Q)(p) fini, raritn = Tl = 1.

n = 0. Ainsi, si v/ ., = 1, on a

Remarque 3.5. Dans le cas ordinaire, Greenberg [Green-
berg 99] montre par un treés joli argument di & Guo que

! i
Torith = Tarith mod 2 .

4. CONJECTURE PRINCIPALE ET
THEOREME DE KATO

4.1 Conjecture principale

La conjecture principale pour E et p telle qu’elle est
énoncée dans [Perrin-Riou 93] dit :

Conjecture 4.1. L,(E) est un générateur du Z,|[G)]-
module 197" (E) :

1T (E) = Z,[[Goo]| Ly (E).

Le théoreme fondamental de Kato qui s’appuie sur la
technique des systemes d’Euler introduite par Kolyvagin
est une avancée fondamentale pour la démonstration de
cette conjecture. Il y a deux versions du résultat de Kato.
La premiére est énoncée dans [Rubin 96] :

Théoreme 4.2. (Kato.) Il ewiste un entier r tel que
p"L,y(E) = gI®"*" qvec g € Z,[[G )]

Soit p, la représentation p-adique de Gg donnant ’ac-
tion sur les points de p-torsion : p, : Gg — GL2(Z/pZ).

Théoreme 4.3. (Kato.) Si E a multiplication complexe
ou si pp(Go) = GLo(Z/pZ), alors L,(E) = gI*"" avec
9 € Zp[|Goo]l-

Le passage de la formulation de Kato a celle-1a est
faite dans [Perrin-Riou 93]. Pour déterminer si p,(Gg) =
GLy(Z/pZ), les criteres donnés par Serre dans [Serre 72]
sont extrémement commodes. Nous supposons toujours
que E a bonne réduction supersinguliere en p, ce qui
diminue le nombre de cas a envisager. Dans les exemples
que nous étudierons, la surjectivité peut étre montrée

dans le cas sans multiplication complexe & 'aide des
criteres suivants :

Proposition 4.4. (Serre.) Supposons que E a réduction
supersinguliere en p.

(1) Pour p =3, p3(Gg) = GL2(Z/3Z) si et seulement
si A n’est pas un cube.

(2) Pour p > 5, si Ng est sans facteurs carrés,
pp(Ga) = GL2(Z/pZ).

(3) S7il existe un nombre premier ¢ divisant stricte-
ment Ng tel que orde(jg) # 0mod p, alors p,(Gg) =
GLy(Z/pZ).

(4) SVl existe un mombre premier £ tel que a; #
0 mod p, a} # 4¢ mod p, (22;1_45) = 1, alors py(Gg) =
GL3(Z/pZ).

Sous I'hypothése que FE a bonne réduction su-
persinguliere en p, si p,(Gg) # GL2(Z/pZ), il est
nécessairement égal au normalisateur d’un sous-groupe
de Cartan non déployé dans GLo(Z/pZ).

Remarque 4.5. La premiere courbe dans la liste de
Cremona sans multiplication complexe, ayant bonne
réduction supersinguliere en 3 et telle que p3(Gg) #
GL5(Z/3Z) est la courbe “1952C” de conducteur 1952,
d’équation y? = z3 — 332z + 2752, d’invariant j =
—988047936/226981 = (—996/61)3 et de discriminant
—929714176 = (—16 x 61)3. L’image de Gg dans
PGLy(Z/37) = Sy est le groupe de Galois du polynéme
3zt —1992x2 — 21927936 qui est le groupe diédral d’ordre
8. Il en est de méme de la courbe “1952D” d’équation
y? = 23 — 3322z — 2752. Ces deux courbes devien-
nent isomorphes sur Q(v/—1). Pour la courbe “1044A”
d’équation y? = 3 — 3105z — 139239, en prenant | <
100000, la proposition ne permet pas de montrer que ps
est surjective. En utilisant le logiciel de calcul Magma, on
vérifie que la cléture galoisienne du corps engendré par
la z-coordonnée d’un point de 5-torsion (de degré 12) est
d’ordre 24 et donc que p5 n’est pas surjective.

Nous allons maintenant donner quelques conséquences
du théoreme de Kato, toujours dans le cas de bonne
réduction supersinguliere.

4.2 Sans hypothése sur le rang
Notons 7/, .., 'ordre du zéro dans 197" et 1,4, 'ordre

du zéro dans L,(F) en 1.

Proposition 4.6. (Kato.) On a les inégalités

/
rgZp Sp (E) < Tarith < Tanal-
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D’apres le théoreme 3.1, on argy Sy(E)) < 1y, avec
égalité dans le cas de non dégénérescence de ((-,-)) sur
Sp(E)o = H}(Q, T, (E))o-

Proposition 4.7. Supposons que la conjecture de Birch
et Swinnerton-Dyer p-adique soit vraie pour E/Q (resp.
pour E/Q(u,)) a une unité p-adique prés. Alors, la
conjecture principale est vraie pour E/Q (resp. pour

E/Q(up)) et p-

4.3 Casol rgnq =0

Lorsque L(E, 1) # 0, c’est-a-dire 1(L,(E)) # 0, E(Q) et
ITI(E/Q)(p) sont finis. Kato montre en fait que IIT(E/Q)
est fini (ce résultat avait été obtenu auparavant par Koly-
vagin). De plus, (1 —¢)7'(1 —p~l¢~1)1(L,(E)) appar-
tient & Fil® D,(E) et vaut ﬂﬁ@w};.

Proposition 4.8. (Kato.) Si p, est surjective et si
1(Ly(E)) # 0,

L(E,1) Tam(E)
ord, II(E/Q)(p) < ord), ——— —ord, ——=5— -
P ( / )( ) P QE P ﬁE(Q)%or
Lorsqu’il y a égalité, la conjecture principale est vraie
pour le caractére trivial de Gal(Q(pp)/Q), c’est-a-dire

eoI""""(E) = AeoL,(E).

Exemple 4.9. Pour les courbes X(17)(P) avec D égal
a une des valeurs suivantes, le second membre dans la
proposition 4.8 est égal a 2 pour p = 3 : —947, —923,
—907, —827, —823, —691, —635, —503, —488, —479,
—419, —347, —311, —283, —199, —167, —139, 253, 373,
457, 557, 701, 749, 917, 953.

4.4 Zéro d’ordre > 1
On pose

Ly wp(B,1) =[(1 =) (1 = p~ ¢ )1U(L,(E)), wElD, (m)

[
= [I(L,(E)),@E]p,(p)
L), (B, 1) = [W(LY)(E)),@8]p, 5
Ly p (B, 1) = [L(LT*)(E)),&8] p,(5) -

Alors que 1(L{“"(E)) est non nul par définition,
Ly . (E,1) peut I'étre a priori.

Proposition 4.10. On suppose rona > 1. Alors, si
Ly . (E,1) #0, le rang de S,(E) est supérieur ou égal

al.

La condition L} , (F,1) # 0 signifie que (1—¢) (1
p_lcp_l)l(L,(,r“”“’) (E)) nappartient pas a Fil° D,(E).

Les hypotheses sont vérifiables numériquement.

Démonstration: Supposons que 1(Iqi) # 0. Comme
(1—¢@) 1 (1—p~tp=1)1(I,r41) est proportionnel & wg, il
en est de méme de (1 —)~1(1 —p_lgo_l)l(Lg“”“l)(E)).
Ce qui est contradictoire avec 'hypothese, donc 77, ..., et
Tarith Sont supérieurs & 1. Ainsi, 1(I;in) = 0 et le rang
de S,(E) est supérieur ou égal & 1. |

Cette proposition se généralise a un caracteére non trivial.
Si K est une extension abélienne de @, on pose

L:, (E/K,1) = 1Ly (E/K)), 05 k)b, )

p,wE

et si 6 est un caractere de conducteur p™t! non trivial,

L: . (E,6) = [(pp) "+ V6(Ly ) (E/Q)), wr]p, ()

avec Tynqi,x lordre du zéro de L,(E/K) en 1 et rs
Pordre du zéro de L,(E/Q) en 4.

Proposition 4.11. Supposons que §(L,(E)) est nul pour
un caractére § d’ordre p™, de conducteur p™t1. Alors, si
L, (E,§) est non nul,

b,WwWE
18, Sp(E/Qm) —xgz, 5p(E/Qm1) > (p = Dp™ " .

Exemple 4.12. Soit E la courbe y? +y = 2% — 4z + 2
de conducteur 1909 (c’est la courbe 1909A4). Le nombre
premier p = 3 est supersingulier. On a L(E,1) = 0, le
signe de ’équation fonctionnelle est 1. Donc, rqnae; > 2.
Le calcul montre que L;?Z,E (E,1) est non nul modulo
9Mpg. Donc, le rang de S,(E) est 1 ou 2.

Conjecture 4.13. Si L(E,1) = 0 (c’est-a-dire si rona >
1), L} ,,(E,1) #0. Si § est un caractere d’ordre p™, de

conducteur p™tt et si §(Ly(E)) = 0, alors L, (E,6) #
0.

Tous les exemples numériques calculés confirment
cette conjecture. Nous avons vu que si E(Q) est infini,
Ly . (E,1) # 0. Enfin, on a le lemme :

Lemme 4.14. Si la conjecture est fausse pour le caractere
trivial, IIL(E/Q)(p) est infini .

Démonstration: Cela impliquerait (Remarque 3.3) que
S,(E/Q) serait contenu dans le noyau de localisation en
p et donc que Sp(E/Q) serait de rang > 1. Comme l'in-
tersection de E(Q) et du noyau de localisation est de
torsion, ITT(E/Q)(p) serait infini. O
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L’énoncé correspondant a des caracteres non triviaux
peut s’écrire sous la forme :

Conjecture 4.15. Soit n > 0. Supposons que pour r >

7 (k #(r
0, L;,()O)(E) =0 mod &, pour k < r et L;}O)(E) # 0

mod &,. Alors [IA’;TEO)(E)"p_n_le]Dp(E) #0 mod &,.
Cette conjecture est un énoncé vérifiable par un calcul
de symboles modulaires et traduit une propriété de ces
symboles.
On déduit encore du théoreme de Kato et des résultats
du paragraphe 3.2 le fait suivant :

Proposition 4.16. Les pentes Agritn de (1 — p=!
e = @) U)ot Aanar de (1= p~p ) (1~
@) '"1(L;(E)) dans une base (v,wp) de Dy(E) sont
égales. Si E(Q) est infini, il existe un point P de
S,(E/Q) tel que

_ (P
logZEP '

)\anal =

Démonstration: Ces pentes sont aussi égales a celle de
Lg(c) pour ¢ un élément non nul de HX (Q,T,(E)) et
engendrant un module d’indice premier a v — 1. Lorsque
E(Q) est infini, 1(Lg(c)) = 0 et sa dérivée a comme
pente _% pour P = Py(c) € $,(E/Q). O

On peut voir cette proposition comme un moyen
numérique de vérifier que le rang est > 2 connaissant un
point d’ordre infini. En effet, lorsque E(Q) est de rang 1,
la valeur de —lh”# est indépendant de P € E(Q). Si

8L P

par chance on a trouvé un point P € E(Q) tel que

ho(
log

)\anal 7é _% )
wE

S,(E/Q) est de rang > 2. Cela peut se généraliser
a un rang plus grand. Supposons trouvés 7 points
indépendants de E(Q). Si le régulateur p-adique (vecto-
riel) de ces points (au sens de 2.3) n’est pas proportionnel
A (1—pto ™) (1 — ) '1(L;(E)), le rang de S,(E) est
strictement plus grand que 7.

Une base naturelle dans
régulateur p-adique est (wg,n) de Dp(E) alors que les
valeurs de la fonctions L p-adiques s’expriment naturelle-

laquelle s’exprime le

ment dans la base wg,pwg. On a ainsi besoin de cal-
culer pwp dans la base (n,wg) (programme frobenius,
[Perrin-Riou]), ce qui est assez cofiteux en temps.

4.5 Zéro d’ordre 1

Proposition 4.17. Supposons que L(E,1) = 0 (et donc
1(L,(E)) = 0). Si L, (E,1) # 0, (en particulier,

1(L,(E)) #0), H}(Q,VP(E)) est de dimension 1.

Démonstration: Le fait que 1(L},(E)) # 0 implique que
1(I’,.,,) # 0. On en déduit que le rang de S,(E) est
inférieur ou égal a 1. On a vu précédemment que ce rang
est supérieur ou égal a 1. D’ou la proposition. O

Sous ’hypothese que L'(E, 1) # 0, Kolyvagin a montré
beaucoup plus : le rang de E(Q) est 1 et III(E/Q) est
fini.

Proposition 4.18.

(1) Supposons que 1(L,(E)) = 0. Alors, le point
Prato de HY(Q,T,(E)) construit par Kato appartient d
S,(E/Q) et L,(E) a un zéro d’ordre 1 en 1 si et seule-
ment si Pgaio n'est pas de torsion.

(2) Supposons que 1(L,(E)) = 0 et L, , (E,1) #
0. Si le rang de E(Q) est non nul, le point Pka, de
H'(Q,T,(E)) construit par Kato appartient a Z,®7E(Q)
et est non nul. Si la conjecture p-adique de Birch et
Swinnerton-Dyer pour E/Q est vraie, Pkqt, n'appartient
pas 6 Q @z B(Q).

Démonstration: Lorsque 1(L,(E)) = 0, I'exponentielle
duale du point de Kato Pkgt, est nulle, ce qui signi-
fie que Pgato appartient & S,(E) = H}(Q,T,(E)) et
vérifie (1 — @) ' (1—p~ ') 1(L}(E)) = log Pk ato mod
Fil’ D,(E) d’apres [Perrin-Riou 93]. Si P,z nest pas
de torsion, 1(L;,(E)) est non nul. Réciproquement, si
Prato est de torsion, comme Py, est la projection de
c€ HL(Q,Ty(E)) et que Q@ HL (Q,T,(E))g.. s'injecte
dans H{(Q,V,(E)), ¢ = (v = 1)’ et Ly(E) = Lg(c) est
nulenl.

Supposons maintenant que 1(L;(£)) est non nul; si le
rang de E(Q) est non nul, il est nécessairement égal & 1
et III(E/Q)(p) est fini. On en déduit que S,(E) = Z, @z
E(Q) et donc que Pkqy, appartient & Z, ®z E(Q). Soit
P un générateur de E(Q) (modulo torsion). Soit m un
entier p-adique tel que Pkato = mP. Sous la conjecture
p-adique de Birch et Swinnerton-Dyer, on a alors

Tam(E) 9
), F B ()

w}y mod Fil’ D, (E)

logr Prato =

ol w}, est une base duale de wg (on a par définition
log i Prato =10g,,,, Pratow}; mod Fil° D,(E)). Do,
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Tam(FE)
— ) I(E/Q) log, (P).
@, 18 ()
Mais ﬁga%()f) fIII(E/Q) est un rationnel. Il ne reste plus

qua vérifier que, d’aprés [Bertrand 77], si P € E(Q),
log,,,, P n’appartient pas a Q. O

Remarque 4.19. Comme dans le cas des points de Heeg-
ner, si 1(L,(E)) = 0, L,(F) a un zéro d’ordre 1 si
et seulement si Pg,to n’est pas de torsion. Mais, ici le
point de Kato n’est pas dans E(Q), mais seulement dans
Q,QE(Q). Par contre, si les conjectures de Bloch-Kato p-
adiques sont vraies pour E en un entier k > 1, les points
de Kato correspondant semblent étre des multiples en-
tiers d’'un point motivique.

Proposition 4.20. Supposons renei = Taritn = 1 et E(Q)
de rang 1. Alors,

(1—p) ' (1 —p e HUL,(E))
o _; Tam(E) (1)
— L(E/Qp, 1) S I/ Q) () RO (E)

avec u € Z,. La conjecture principale p-adique pour E/Q
est vraie si et seulement si u € L.

Autrement dit, on a la majoration (rappelons que
#E(Q)0r est premier a p)

ord,(ITI(E/Q)(p)) < ord, Tam(E)

(1-9) (1 —p e HL(L,(E))
RO(E)

+ ord,, (L(E/Qp, 1)

(le quotient de deux vecteurs liés est par définition leur
coefficient de proportionnalité). On a L(E/Qp,1)7t =
p“—p_%—. Pour le calcul, il suffit de regarder la composante
modulo wg, ce qui permet de remplacer le calcul de hau-
teur p-adique par un simple calcul de logarithme p-adique
sur la courbe elliptique: avec

[(1—¢)

comme [wg, pwg] est une unité p-adique, on obtient que

Ly, (B,1) = (1—p e HU(LL(E)),wrlD,(5),

ord,(III(E/Q)(p)) < ord, Tam(FE)

L . (E,1)
+ ord P
p p(lngE((p::l_aP)P))z
ou encore
Zs
ordy (IIT(E/Q) (p)) < ord, Tam(E) +

log,, . ((p+1—ap)P)
(_EP—P)2

si
Z1WE — Lappwi

(1-
p+1—ap

@) (1

avec 1(L;,(E)) = Xwg — Ypowr, Z1 = (p — 1 — 2a, +
ay/p)X + (2p = ap/p)Y, Zo = (p— 1)Y — (2~ a,/p)X

—p e HU(L,(E) =

Exemple 4.21. On peut reprendre les calculs qui ont été
faits dans [Bernardi and Perrin-Riou 93]. Par exemple,
la 3-composante du groupe de Shafarevich-Tate de la
courbe X(17)®) d’équation y? = z3 — 1522 — 200z —
110000 ou pour la courbe X((17)(-% d’équation y> =
23 +1222 — 1282+ 56320 (dont le groupe de Mordell-Weil
est de rang 1) est triviale. La 19-composante de la courbe
Xo(11)®) d’équation y? = 2® — 3222 — 10240z — 647168
est triviale. De plus, pour ces courbes et nombres pre-
miers correspondants, la conjecture principale p-adique
est vraie.

Exemple 4.22. Soit la courbe E = 434 d’équation y* +
y = x> + 2. Le nombre premier 7 est supersingulier. Le
groupe de Mordell-Weil E(Q) est de rang 1 engendré par
P = (0,0). Le logarithme 7-adique de 8P = (33, 2% ) est
congru & 28 mod 72. Comme

L(B/Q7, (1 —¢) (1 = 7o  H1(L7(E))
:(5><7+6><72+4><73+4><74+O(75))wE
—T(BXTH+4xT* +3xT3 +5xT + O(7°)pwp ,

on en déduit que III(E/Q)(7) est trivial et que la conjec-
ture 7-adique principale est vraie. Plus précisément, on
trouve par le calcul la méme valeur pour le régulateur de
P. Comme Tam(E/Q) = 1 et que E(Q) n’a pas de tor-
sion, ces calculs sont ainsi compatibles avec la conjecture
de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique.

Remarque 4.23. Malheureusement dans le cas supersin-
gulier, on ne sait pas relier ordre du zéro de L,(E) avec
celui de L(E, s). Supposons que E a bonne réduction or-
dinaire en p. Lorsqu’une certaine composante L;(E) de
la fonction L p-adique vectorielle (la fonction L p-adique
de Mazur-Swinnerton-Dyer) a un zéro simple en 1, il est
démontré que L(E,s) a aussi un zéro simple en 1. La
réciproque est vraie lorsqu’on sait montrer que la hauteur
p-adique associée ne s’annule pas sur E(Q). On obtient
alors la divisibilité

1r(5/Q)(p) | 2 &/

Ophoo(P)

o P est un générateur de E(Q) modulo torsion et
hoo(P) la hauteur de Néron-Tate (cela utilise péle-méle
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le théoreme de Gross-Zagier et son analogue p-adique, le
théoreme de Kato dans le cas ordinaire et les calculs des
valeurs spéciales de la fonction L arithmétique analogues
a ceux de 3.1).

5. A-INVARIANTS ET p-INVARIANTS

Nous reprenons ici les idées de Kurihara [Kurihara 00]
pour définir les A-invariants et les p-invariants d’une
classe d’éléments de H(Gs) ® D,(E).
récemment appris qu'un travail analogue a été fait par
Pollack [Pollack 01] dans le cas ou a, = 0.

Posons wp(z) = (1 + z)P" — 1 et &u(z) =
wn () /wn—1(x) le polynéme cyclotomique de degré p™.

Nous avons

Lemme 5.1. Soit F € H ® D,(E) tel que o "1 F(¢, —
1) € C, ® Fil’ D,(E) pour tout entier n > 1. Alors,
il existe une et une seule famille de polynomes P, pour
n > 0, de degré < p™ vérifiant

F=P,p""wp — 6P 19" wg mod wn(2)Dy(E)
pour n > 1. On a alors la relation pour n > 2
P,—a,P,_1+&-1Py—2 =0mod w,_1(x) .
Si de plus
(1= 51 1) (1 = ¢)"LF(0) € Fil° D, ()
(resp. F(0) € pFil® D,(E)), on a
(ap — 2)Py = ((ap — 2)ay — (p— 1)) Po mod wo(x)
(resp. P = a,Py mod wy(x)). Enfin, si F est d’ordre

<0, il existe une constante M telle que P, € M~ Z,[z]
pour tout n.

Démonstration: Pour n > 0, écrivons F' = Pngo”“wE —
Qne"2wE mod wy,(x) avec P, et Q, des polyndmes
de degré < p™ a coefficients dans Q,. Pour n > 1,
¢ " 1F(¢, — 1) € Cpwg. Donc, Q,(¢n — 1) = 0 clest-
a-dire que @, est divisible par &, : Q, = {,R,—1 pour
n > 1. Ici, R,—1 est défini modulo wy,_1(z) (mais la con-
dition sur les degrés le détermine uniquement). On a la
relation de récurrence pour n > 2

Pop™ lwp — EnRn19"Pwp =
Py_1¢"wE — &€n_1Rn—2¢" 'wg mod Wn—1(x).

1wE = 0,

En utilisant *wp — p~layowr +p~
Poo™ M wp — £u Ry 19" PPwp =

P wi) = EnRn19" (0" tappwr — p o) =

(Pn - §an—lp_lap)90n+l(wE) —l—p_lfan_l(p"(wE) =

Ru_1¢™(wg) + (Pn — Rn_lap)cp"+1(wE) mod wy,—1(x)

car &, = p mod w,—1(x). On en déduit que

-Pn - apRn—l = _§n—1Rn—2 mod wn—l(x)

P,_1 =R,_1 mod w,_1(x).
Donc, pour n > 1, R, = P, et
Pot1 —apRy + & Ry—1 = 0 mod wy ().
La relation de récurrence pour n = 1 donne

Pywp — Qopwr = Pipwr — Q1¢°wr mod wo ()
(Py — Qip~'ap)p(wr)
+p tQiwg mod wo(x)

doit P — le_lap + Qo = 0 mod wy(x)

Py = p~*Q; mod wy(x)
= p_1§1R0 mod wo(x)
= Ro mod wy(z).

On en déduit finalement que

P,y1—apPy, + &, Py—1 = 0 mod wy(x) pour n > 1
P, = Pyap — Qo mod wy(x).

Lorsque F(0) € ¢Fil®D,(E), Q(0) est nul et on a
donc P; = Pya, mod wo(x). Lorsque (1 — p~tp=1)(1 —
©)"1F(0) € Fil® D,(E), La relation sur F(0) implique
que (p — 1)Py = (ap — 2)Qo et donc

(ap —2)P1 = ((ap — 2)ap — (p — 1)) Py mod wo(x). O

Si P est un polynéme non nul de Q,[z], par le théoreme
de Weierstrass, il peut s’écrire de maniere unique sous la
forme P = upt(z* + pR) ol u est une unité de Z,[[z]] et
ol R € Zylx] est de degré < A. On appelle A = A\(P)
et u = p(P) les A et p invariants de P. De maniere
équivalente, on peut écrire P = vp*(z* + pQ + 22 T1Q1)
avec v € Zy et Q et Q' € Zplx]. Par exemple, A(w,) =
P (p=1), plwn(@)) = 0, (&) = p" 2 (p—1) et u(&n) =
0. Si F est comme dans le lemme 5.1 et P, la suite de
polyndmes de degré < p™ tels que

F=P,o"'wp — &, P,_1¢" wg mod wy () D, (E)

on note py (F') (resp. p—(F')) le minimum des p(P,,) pour
n pair (resp. impair).
Sin est un entier et K,, = Q(g,n), on écrit

Wk, = ‘:}K/Kno ®(IJK"0

(notations du paragraphe 3.2).
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Proposition 5.2. Soit F' € H ® D,(E), non nul, d’ordre
< 0 et vérifiant

F(Cy— 1) € "M Fil° D, (E)

pour toute racine de l'unité , d’ordre p™ non triviale et
soit py = py(F). Alors,

1) F a un nombre fini de zéros de la forme ( — 1 avec
¢ racine de l'unité d’ordre une puissance de p : il existe
un entier ng tel que F((, — 1) # 0 pour n > nyg.

2) Siap, =0 ou si pr = pu_, il existe des rationnels
Ay, A_ et v tels que pour n > ng

Ord HCel_Lpn—/_LpnO F(C - ]')
b WK /K,

202 4+1 _ 2| L | _1
p*te p Pl p
= + -+ n1
P ] p2_1(p )
+1
A+ A -

Une formule analogue existe dans le cas ol a, # 0 et
o # p—. Nous ne 'avons pas écrite car aucun cas de ce
type n’a été rencontré numériquement.

Remarque 5.3. Si

2| 3]+1 _ 2124t) 1
p~-2 p p~- 2 p
n: n_l
n n+1
Arl|= A
LIRS WES

et si F(¢ — 1) ne s’annule jamais, on a

ord, <H46u~pn e U)

WK/ Kn,

CEppno

F(C—D)

On peut aussi écrire A,, sous la forme

=A, — Ay, +ord, (

+u_ n Ap Ao
(Bt + 525) O - ) + 2=

si n est pair

An - bytpp— p n n
(B2e 4 2 0) (= 1)+ O +A) 5]+ A

si n est impair.

Nous verrons dans la démonstration que

1
AL =————modZ
T op+1

A E—L mod Z.
p+1

Ainsi, Ay + A_ est un entier, Ay — A_ = 2L mod Z et

p+1
A,, est bien un entier.
Un cas particulier important est celui ot py = p— =0,
on a alors
p n n+1
Ap=——0m" -1+ A |=]+ A .
st ER LIRS

Nous donnerons la définition de Ay et A_ au cours de la
démonstration

Démonstration: Soit P, la suite de polynémes de degré
< p" tels que

F=P,o"wp — &, P,_1¢" wg mod wy () D, (E)
On a les relations

Pn — aan_l + fn_lpn_g = 0 mod wn_l(x)Dp(E)
(5-1)

pour n > 2. Lorsque a, = 0 (resp. a, # 0), dés que
P,, # 0 pour un entier n, les polynémes P,, sont non nuls
pour m > n (resp. pour m assez grand) de méme parité.
Soit n tel que P, # 0. Ecrivons P, = unp"" (" + Q)
avec Q, € (p,2*")Zy[x] et u, une unité de Z,. Comme
le degré de P, est < p", A, < p™. Dans la suite, € désigne
indifféremment un signe + ou une classe modulo 2, c’est-
a-dire une parité. Quitte a multiplier tous les P, par un
entier indépendant de n, on peut supposer que p, > 0
(c’est la condition que F' est d’ordre < 0 qui assure que
cela est possible).

Lemme 5.4. La suite des pu, pour n de parité € est sta-
tionnaire. Si a, = 0 ou st uy = p_, il existe un entier
ne = e mod 2 tel que pour n > n., n =€ mod 2,

V03

i N
p+1 p+1

An = A, +

de plus, pour tout entier n, A, > M, > p"~2(p—1) avec

”'L_ . .
=l sin est pair
M, = &
pp L sin est impair.

Siap #0 et py # p_, pour n assez grand, on a

T

p
p+1

)\n+l - )\n - )\e+

pour n de parité € avec p < p_. et Ay, < p"1(p — 1),
Ant1 <p"(p—1).

On note p. la limite des . La limite des pu,, est aussi
sa borne inférieure. Lorsque a, = 0 ou py = p_, la
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suite des u, (pour n de parité fixe €) est décroissante,
puis stationnaire et on peut prendre pour n. le plus petit
entier tel que u, est minimal pour n de parité e. Pour
n > ne de parité €, A, < p"~Let /\n—pp% est indépendant
de n. On note A la limite des A, — ﬁ% pour n de parité
€. On a

o2

b
p+1

Bt =Hn 5 A=Ay

pour n > n. de parité €. Une variante entiere de A4 est
de poser

pour n tel que i, est minimal. On a done Ay = Ay —

-\ _ _p_
et A = A_ ST

1
p+1

Démonstration: Supposons d’abord a, = 0. Fixons ¢, les
entiers n considérés sont supposés = € mod 2. La relation
(5-1) s’écrit

Un P2 (2242 4 pQnga + 2 2T1Q) L)
+up—o(a” PV 4 pZ, 0 )pn (@ 4 pQn + 2 T1Q))
= (""" + pOnya )

. ($9n+1 + pRn+1 + $9"+1+1R:L+1)

avec u/, une unité et R, et R;,; des polynomes a coef-

ficients dans Zy, {1 = ZP" (=1 +DZnt1- S1 iy > ppta,
n+2_1

on a Apys > pntl > %. Supposons i, < fnpio.

Comme A, < p”,

An+p"(p—1) <p"tt.

L’identité (5-1) implique alors que Ap12 = A, + " (p —
1) < p"*! et que ppio = pn. Donc la suite des ju, est
décroissante, puis stationnaire. Soit n. le plus petit des
entiers n tels que p, soit minimal pour n de parité e. On
a alors fin, 12 = ln, €t pour tout entier n > n. de parité
€, ln, = Un,. Ainsi, pour tout entier n > n., n = € mod 2,
on a

/\n+2 = )\n +Pn(p - 1) .

On en déduit que pour n > n.

n e n

b —p
p+1

b
p+1°

=\ +

An = Ap, +

L’inégalité A, > M,, se déduit directement de la rela-
tion P42 = —&,+1P, mod w, et d’'un calcul de degré
que nous reverrons dans la démonstration de la proposi-
tion 5.2.

Supposons maintenant que a, est non nul (on a donc
p =3 et azg = +3). Soit p le minimum des p,, pour n de
parité e. Quitte a diviser les polynémes P, par une puis-
sance de p, on peut supposer que pour une des parités,
disons €, u_. > pe = 0. Soit n un entier de parité e tel
que p, = 0. Alors la relation (5-1) appliquée & n + 2 im-
plique que fip4+2 = pe = 0 puisque p(a,P,y1) > 1. Donc
m = 0 pour tout entier m > n de parité € et on a encore
Ami2 = AmAAEmt1) = Am+p™(p—1) et Ay = A+ L7
Pour la parité —e, soit n de parité —e tel que p, = p_.
et tel que py41 = 0. Trois cas peuvent se produire.

Cas 1: p_. > ordp(a,) = 1. La relation (5-1) ap-
pliquée a n + 2 implique que fipq2 = ordpap < p—e, ce
qui contredit la définition de p_..

Cas 20 p_. < ordy(ap) = 1. Alors, u(Pry2) = p(Pn) =
L €t on a fy, = p—_. pour tout entier m > n de méme
parité. Dans ce cas, comme dans le cas ap, = 0, A2 =
Am +0™(p—1).

Cas 3: p_e = ordy(ap) = 1. Si it > p—e, on a

pn+1
A= Ae1 —p"(p— 1) = A\, —p(p—1
41—p"(p—1) +p+1 p"(p—1)
_, P -p-
€ p + 1

Ce qui n’est pas possible pour n assez grand. Donc, pour
n assez grand de parité —e, u,, = p—e = ord,(a,). Comme
n+1 n+1

A(§n+1) :p"(p— 1) > ’;)T et que /\n+1 = )\e + Z;T, on
déduit de I’égalité 5-1 pour n + 2 que Apy2 = Ayt =

n+1
Ae + ’;%. En particulier, pour n assez grand, A\ 12 <
" (p - 1). O

Lemme 5.5. Soit P un polynéme vérifiant A\(P) <
p"~Y(p—1)). Alors, P(¢, —1) est non nul pour (, racine
de unité d’ordre p™ et on a alors

A(P)

ord, P(¢, — 1) = u(P) + ————— .
P ( ) ( ) pn_]_(p _ 1)

Démonstration: On a P = unp“(P)(x)‘(P) +pQ) avec Q €

Zpz], w une unité de Zy[[z]]. Si {, est une racine de
l'unité d’ordre p™,

A(P) 1
—1MP) =
ord,((¢, — M) (-1 < P < 1.
Donc P(¢, — 1) ne s’annule pas et
_ A(P)
ord,(P(¢, — 1) = u(P) + 1) 0

la proposition 5.2. La
premiere assertion se déduit du lemme 5.5 (elle est aussi

Démontrons maintenant
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démontrée dans [Perrin-Riou 94]). Prenons maintenant
ap = 0 ou puy = p— (le calcul est inspiré du calcul de
Kurihara).

Soit ng = sup(ns,n_
Pordre de ()

Zceupn—upno ordp P (¢ — 1)

DY

J=no+1Cep, i —ppj—1

). Il s’agit de calculer (avec p™¢

OI'dp PJ(C — ].)

p Ac(s)
= X ) (i g )
Pt pP-1 p-lp—1)
=A, — An,
avec
A, = Z <pj—1( 1) </.L€(J) + 1> + /\e(j)>
j=1
7 n j_ n pj
=2 PP Dy + D57+ D A
j=1 j=1 j
On a
n ) 2[ & |+1 P
ij_l -1 Koy
J pair p+1
n QLLHJ_l
i1 p 2
-y =——pu_
Z P p—Dp Tt
J impair
=~ p p
> = (p" 1)
2 _
j:1p+1 p?—1
)IFVIEIYE SERSUED DI
j=1 j pair j impair
n n+1
=AL|= _
NEIES WL
Donc
215]+1 _ 2024 | _
pLz p 2 1 p
A, = " -1
n n—|—1
LA
Donc
202 |+1 _ 2|22 +1
An_Ano:p - P H+
p+1
2[5t ] 2 me
p 2 b n o ,no
] u—+p2_1(p p™)

Fallg]- e +as (15 - 1)

Ce qui termine la démonstration de la proposition 5.2
dans le cas a, = 0 ou puy = p—. Dans le cas contraire,
lorsque pe < pi—e, le calcul serait le méme a condition de
prendre 0 pour A_. et 2\, pour A..

Exemple 5.6. Supposons que F vérifie la condition
supplémentaire

DL~ ) 'F(0) € Fil’ Dy(E),

que les polynémes P, sont a coefficients dans Z, et que Py
est une unité p-adique. En particulier uo = 0. La relation

(1-p e~

supplémentaire reliant Py et P; implique que pu; = 0.
Donc, g+ = p— =0, )\1 = 0, Ao = 0, on peut prendre

ny=0etn_=1,doncAy =A_ =0et A, = —1/(p+1),
A_ = —p/(p+1). D’out, A1 = 0 et en multipliant par F'(0)
(sous les hypotheses faite, F(0)/(1-p o ) 1 (1-¢p)wr
est une unité), on obtient la formule

ord, <H<e;¢pn~F(C - 1)) _ p(p™ —1) 1 LEJ
WK

p2—1 p+1-2
P n—l—lJ
p+1- 2
I

Remarque 5.7.

(1) Nous avons vu au cours de la démonstration que
si fin, = p4, pour n > ng, la fonction F' ne peut plus
s’annuler en ( — 1 pour ( racine de 'unité d’ordre p™. Si
de plus \,, < p"~!(p — 1), F ne s’annule pas non plus
en une racine de I'unité d’ordre p™°.

(2) Supposons a, = 0. Soit

M, — {%_;1113 si n est impair

pt—
p+1

si n est pair.

Pour tout entier n de parité e tel que p, = e, on a
An > M,

3) Ay (resp. A_) se calcule & partir de Ay, (resp. Aopi1)
dés que pan = py (resp. pony1 = p-).

Définition 5.8. Si F' est comme dans le lemme 5.1, on
définit le A-invariant de F' comme le couple (A4, A_) et
son p-invariant comme le couple (py, p—).

Si Fy et Fy sont deux éléments de H ® D,(E) d’or-
dre < 0 comme dans le lemme 5.1 tel que Fy = hF}
avec A\ (F1) = Ap(Fo) et pyp(F1) = pe(Fa) et h €
Zy[[z]]). Alors (F1) = (F>). On remarque en effet que
si h € Zp[[z]], A(hF')

= A(F) 4+ (A(h), A(h)) et u(hF) =
W(E) + (u(h), p(h)).
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6. CROISSANCE DU GROUPE
DE SHAFAREVICH-TATE

On peut maintenant mettre ensemble les paragraphes 3.2
et 5. pour obtenir le résultat suivant qui redémontre et
généralise le résultat de Kurihara.

Théoreme 6.1. Soit E une courbe elliptique définie sur
Q et p un nombre premier tel que E soit supersinguliére
en p.

(1) Le rang de E(K) est fini et le corang de
II(E/K,) est borné.

(2) Supposons E(K,) et III(E/K,) finis pour tout n.
Alors il existe des entiers p!,, p'_, N, X et un rationnel
v tels que

2[ & |+1
p+1
n
+A 5]+ AL

nt1
p S P o

p

ord, {III(E/K,,) = Wy + P R —
n+1

5

+ v.

(3) (Kurihara.) Si ﬂg%l est une unité en p, c’est-a-
dire st 1(L,(E, 1)) n'est pas divisible par p dans le réseau
Mg de D,(E), E(K,) et III(E/K,)(p) sont finis pour
tout n et on a
P n

P ==l

ord, tIII(E/K,)(p) = Lpz 1 2

(4) Soit un entier ng tel que le rang de E(K,) et le
corang de IIL(E /K,,)(p) soient stationnaires pour n > ng
(qui existe d’aprés 1) et soit s le rang de Sp(E/Qu) =
Sp(E/Qno). Alors, il existe des entiers p' , p'_, N, X\
et un rationnel v tels que pour n > nyg

ord 4 (IL(E/K.,) /div)
2[ % |+1 2| 2L
_p2 Y ! P n
B TS TS R L
+1
+ (N =) )+ Ol =)=+

Ce théoreme se déduit de la proposition 5.2 appliquée
a la fonction f(m-th’(o) € H® D,(E) (méme définition
que pour L,(E/Q), section 2.2). Les propriétés de I,y it
impliquent en effet que famh’(o) vérifie les conditions du
lemme 5.1. On a alors pour § caractere d’ordre fini de G .

Iarith(<X>56) = Aarith,(()) (U'SC - 1)

avec u = (x(7)) et ¢ = 6(7). De plus, Lopitn({x@.)*) =
HJEA% Liritn((x)%6) ou xq, est le caractére cyclo-
tomique attachée a Q,, c’est-a-dire la restriction de x
4 Gg,. Le rang de S,(E/Q,) est stationnaire pour n

assez grand. Comme S,(E/Q,) est facteur direct dans
HY(Q,,T,(E)) et que le conoyau de l'application de
restriction HY(Q,,,Tp(E)) — H(Qp, Tp(E))G21(Qm/Qn)
est H? (Qm/Qn,Tp(E)Gal(@/Qm)) et est donc nul, la lim-
ite inductive des S,(E/Q,) est un Z,-module de type

fini. D’autre part, on a (z,¥)g,, = [Qm : Qu){z,v)0,
pour z et y dans S,(E/Q,) et m > n. Donc, pour ng tel

que Sp(E/QOO) = SP(E/Qno)

[I  Zein()%9)
el —An,
— Tam(E/Q”)ﬁm(TP(E)/Qn) (n—no)saj
Tam(E/Qo)tIL(T,(E)/Qn,) E,Qn/Qng -

En utilisant la proposition 5.2, le fait que les Tam(E/Q,,)
deviennent stationnaires et que III(T,(E)/Q,,) est le quo-
tient de III(E/Q,,) par sa partie divisible, on en déduit
le théoreme.

7. EXEMPLES NUMERIQUES

7.1 Quelques généralités

Nous allons voir quelques criteres numériques qui permet-
tent de conclure a la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer en p (toujours supersingulier) dans des exemples
qui ne semblaient pas connus auparavant et a la conjec-
ture principale. Nous avons fait des calculs systématiques
sur les courbes elliptiques de conducteur Ng < 150 et
leurs twists par des discriminants inférieurs a 500 en
valeur absolue et pour des nombres premiers 3, 5, 7
lorsqu’ils sont supersinguliers systématiquement et occa-
sionnellement pour d’autres nombres premiers (p = 11,
p = 19). Précisons que lorsqu’on parle de l'ordre du
groupe de Shafarevich-Tate, il s’agit ici réellement du
nombre d’éléments et non de l'ordre conjectural (appelé
quelquefois ordre analytique).

Soit F = L,(E) ou un générateur de Iy,;¢p. Clest un
élément de H(Goo) ® Dy (E). On éerit F = 3 4 Ei(y—
1) =Y, Fi(y — 1) avec F; = e,i(F) € H. Si w'd est de
conducteur p"*! avec § d’ordre p™, on a alors w'6(F) =
§(F;) = Fi(¢, — 1) avec ¢, = () une racine de 'unité
d’ordre p™.

Prenons i = 0. Alors, Fy est un élément de H ®
D,(E) vérifiant les propriétés du lemme 5.1. On note
P, les polynoémes associés & L,(FE) et au caractere triv-
ial de Gal(Q(up)/Q) comme dans le lemme 5.1 et @y,
les polynomes associés a un générateur de I;,;p. Les
polynémes P, et Q,, sont & coeflicients dans Z,. On note
An = MPy) et ppn, = p(Py) les invariants des polynémes
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D | Ho | 1 | P2 | M3 | H4 D | Mo | M1 | M2 | M3 | M4
3 0 0 3 00 3 1 0 0
31 1 0 0 3 | o | 4 0 0
31 1 0 1 0 3 [ o[ 0 0
3 1 1 0 0 3 o) 00 1 0 0
3 1 1 1 0 0 5 0 0
31 2 0 0 5 1 0 0
3 2 0 1 0 5 1 1 0 0
3 2 1 0 0 5 2 0 0
3 2 1 1 0 0 5 2 1 0 0
3 2 2 0 0 5 00 0
3 2 2 1 0 0 5 00 0 0
3 3 0 0 5 00 1 0 0
3 3 1 0 0 5 0o o) 0 0
3 3 2 0 0 7 0 0
3410160 71200
3 00 0 0 7 s 0
3] ] 0|1 0 7 oo | 100
3o | 0] 0 7 oo | 1100
3o | 1 ]0]O 7 o0 | oo | 00
3 00 1 1 0 0
3 s ) 0 0 11 0 0 0
3o | 2 [ 1T 00 11 | oo | 0 | 0
3o | 300 [Tr]2ToJof [ ]
TABLE 1.

P, et X, = XQn) et p, = u(Qr) les invariants de Q..
Ces polynomes vérifient les relations pour n > 2

P, —apPy_1+&—1Py—2 = 0mod w,_1(2)

(7-1)
Qn — aan—l +&—1Qn—2 = 0 mod Wn—l(x)

(ap —2)P1 = ((ap — 2)ap — (p — 1)) Pp mod wo(x)

(ap —2)Q1 = ((ap — 2)a, — (p — 1)) Qo mod wo () .
(7-2)

Par le théoreme de Kato, on sait qu’il existe un élément
g € Zy[[z]] tel que

P, = gQ, mod wy,(z) . (7-3)

Montrer la conjecture principale revient alors a montrer
que g(0) est une unité, c’est-a-dire que u(g) = A(g) = 0.
Pour tous les exemples calculés dans la suite, I'im-
age de p, est maximale. Nous ne le répéterons pas. Les
données numériques obtenues sont mises dans un tableau
avec le nom de la courbe, les coeflicients [a1, as, as, a4, ag],
le discriminant par lequel on twiste, les p;, A; intéressants,
puis éventuellement les invariants ;\+ et A_.
Commencgons par quelques résultats numériques con-
cernant les p-invariants. Nous avons mis dans le tableau
1 les valeurs numériques pour la suite des u, trouvées
par le calcul (u,, = oo signifie que P, = 0, une case
blanche signifie que p,, est automatiquement nul). Dans
le tableau 2, seules des courbes vérifiant a3 = =43

interviennent pour p = 3. Remarquons entre autres que
2 peut étre supérieur & pq (par exemple p = 0, uz = 1).
Dans tous les exemples calculés, us et pyg sont nuls. Il
semble raisonnable de faire la conjecture:

Conjecture 7.1. Les invariants py et p— de L,(E/Q)
sont nuls.

Remarquons que nous n’avons pas dans le cas super-
singulier le probleme d’“invariance par isogénie”: E n’a
pas de sous-groupes rationnels sur Q d’ordre p.

Donnons maintenant une conséquence de 1’équation
fonctionnelle. Si €4,.54p, st le signe de I’équation fonction-
nelle de Iy:0(E), les A, sont tous pairs pour €gpitn = 1
et tous impairs pour €4-;tn = —1. Malheureusement, on
ne sait pas montrer que €urith = €anal-

Pl po | p1 | p2 | ps | pa
3[o[0]0]o0]oO0
3[2]0]0]0]0
320 1]0]0
321 ]0]0]o0
322 ]0]0]0
3[4[0]0]0]o0
3o |0 1]0]O0
30| 1] 0] 0] 0
3| 2] 0] 0] 0
3o [ 3]0] 0] 0

TABLE 2. a3 # 0.
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Rappelons enfin que lorsque ap, = 0 ou py = p_,
les A, = A(Qg) ainsi que les Ay = A(Py) vérifient les
inégalités A\ > My, A, > M, avec

si k est impair

si k est pair.

et que lon pose Ay = Ay — My, 5\; = X, — My, (resp.
A = X\ — My, X = X, — My,) pour k pair (resp. impair)
tel que pur = 0.

Nous supposerons dans la suite que si ap # 0, g = p—
pour ne pas alourdir les énoncés (le cas contraire n’ayant
jamais été rencontré numériquement).

7.2 Courbes de rang 0

Exemple 7.2. (Kurihara.) Commencons par le cas étudié
par Kurihara: P, est une unité (’hypothese a, = 0 faite
dans [Kurihara 00] n’est pas nécessaire). Grace & la rela-
tion (7-2), il en est de méme de P;. Les p,, sont tous nuls.
Onal =X =0c¢et 5\+ = A_ = 0. Par le lemme 5.4, on
aalors o =p—1, A3 =p(p—1), \a = (p— 1)(p*> + 1),
As = plp—1)P*+1) et Ay = =4, A = B Dest
rassurant de vérifier que c’est ce que donne le calcul
numérique: par exemple, pour E = X,(17) et p = 3,
ona l =2, \3 = 6, \y = 20, A5 = 60. La conjecture
principale eglyriin(E) = eoLy(E/Q)Z,[[T]] est vraie car
la congruence Py = gQo mod z signifie que ¢g(0) est une
unité; E(Q) est fini et les ITI(Q,,)(p) sont tous finis et
de cardinal

n n+1

1
ordy AIIL(E/Q) = 2" =~ 5] = L5175
— Ll P Tk

Par exemple pour p = 3, on obtient

3ntl g

— 2.

a 8 2

Exemple 7.3. (rang 0 et de groupe de Shafarevich-Tate
non trivial.) Prenons F = X,(17)37), p = 3. La valeur
de L(E/Q)/Qg est —36. Les calculs donnent pg = 2,
w1 =0, us =0, Ay =2, A2 = 6. Donc

Ay =4, A_=2

On vérifie en méme temps que P; et P, sont premiers res-
pectivement & & = 22 + 3z + 3 et & &. Le rang de E(Q)
est 0. En utilisant la remarque 5.7, on obtient que F(Q)
est de torsion et que III(E/Q,,)(3) est fini pour tout en-
tier n. Passons maintenant a la conjecture principale. On

a Tam(E) = 16 et $E(Q) = 2. Ainsi, (1 — ¢)~1(1 —
P e H1ILarin(E/Q))/wp = $HI(E/Q)(p)u divise 9
(avec u unité de Z3). Comme on sait que III(E/Q) est un
carré, le cardinal de ITI(E/Q)(3) est 9 ou 1. Nous allons
montrer que le deuxiéme cas n’est pas possible. On con-
clut alors en remarquant que Py et )y ont méme valu-
ation 3-adique et donc que g(0) est une unité 3-adique
puisque Py = ¢(0)Qo, ce qui démontrera la conjecture
principale eplgritn (E/Q) = e L, (E/Q)Zy[[T]).
Supposons III(E/Q)(3) trivial. Dans ce cas, Qg est
une unité. Comme en 7.3, les A}, et u!, valent uj, = p) =0,
6 =0, A =0etdonc Xy, =2, N, =6, \, = 20,
A, = 60 et N, = A\_ = 0. Or les congruences P, =
9Q, mod (1+z)%" — 1 et le fait que les p,, sont nuls et
les P, non nuls (de degré < 3™) pour n > 1 impliquent
que A, = A(g) + A\, < 3" pour tout entier n > 1. On en
déduit en particulier que

Aa— A1 =Ny — N, =2
As— Ap =Ny — A, =4,

ce qui est contradictoire avec les résultats numériques.
Donc, III(E/Q)(3) n’est pas trivial et d’ordre 9. On
a donc ici montré par des calculs simples de symboles
modulaires que

HITL (X (17)™) /Q)(3) = 9.

Deplus, \-. =2—-3/4=5/4et Ay =6—9/4=15/4.
Donc,

ords #II1( X, (17)3™Q,,)(3) = 2 + (4, — Ay)

A, = 3(3”8 1) 14_5LgJ Ztnglj
Dloi,
ordl HIIT(Xo(17) 7 /3, (3) = 2.+ XD 10 2
212

Remarquons que L(E,1)/Qg est égal & 36, pour p ne
divisant pas 6, les cas traités par Kurihara pour p su-
persingulier et par Mazur dans le cas ou p est ordinaire
montrent que la conjecture de Birch-Swinnerton-Dyer (&
condition de vérifier que p, est surjective) est vraie & des
puissances de 2, de 17 et de 373 pres.

On peut généraliser cet exemple de la maniére sui-
vante.
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Proposition 7.4. Supposons p, surjective, po < 2 (en
particulier, L(E,1) # 0) et Ay # A_. Alors, la conjec-
ture principale est vraie et HI(E/Q)(p) a Uordre prédit
par la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer. Si de
plus, A\, — My < p*~1(p — 1) pour les entiers k tels que
tr—2 # 0, alors IIL(E /Q,,)(p) est fini pour tout entier n
et E(Qu) = 0.

Ainsi, si Tam(E)/(§E(Q))? est premier & p et si pg =
2, III(E/Q)(p) est d’ordre p?. Si po = 1, II(E/Q)(p) est
trivial (par un théoréme de Cassels, fIII(E/Q)(p) est un
carré).

Démonstration: On sait déja que E(Q) est fini ainsi que
ITT(E/Q)(p). D’autre part §E(Q)tors st d’ordre premier
a p. Si la conjecture principale n’est pas vraie, comme
fIII(E/Q)(p) est un carré, QQp est nécessairement une
unité et ;\’+ = X_ = 0. On en déduit que Ay = A_, ce qui
a été supposé faux. Donc g est une unité. O
Exemple 7.5. Soit E = Xo(17)(7167). Les données
numériques sont

FEo équation D [p|po|pi, A1|pe, Ao | ps, Az | pa, Aa
17A[[1-1,1,1,-14][-167|3 2| 1,2 | 1,6 | 0,10 | 0,28

Onapy=2,pu =1, up =1, up, = 0 pour n > 3,
M =2, Ay =6, A3 = 10, Ay = 28. Donc A, = 28 — 20 =
8 et A_ = 10 — 6 = 4. Donc la conjecture principale
est vraie. Le nombre de Tamagawa Tam(FE) est égal a
4. Donc, IIT(E/Q)(3) est d’ordre 9. D’autre part, P, =
—1222 — 362 — 36 = —12¢;. On en déduit que le rang de
S3(E/Q(ug)?) est supérieur ou égal & p — 1 = 2 grace
au théoreme 3.2 et au fait que la conjecture principale
vient d’étre vérifiée. Ce rang peut étre 2 ou 4. Par une
vérification numérique, L;,(E) # 0 mod &;. Le polynome

Py = 242% + 21627 + 8522° + 19442° + 2808z + 2628z
+ 154822 + 540z + 108
= 12(2% + 3z + 3)(22° + 122° + 292* + 3923
+ 3022 + 122 + 3)

est premier avec ;. Pour n = 3 et 4, la comparaison des
degrés implique que P, est premier avec &, et donc pour
n > 5 puisque pz = pg = 0. Ainsi, le rang de la limite
inductive des S3(E/Q(uzn)?) est 2, E(Qu) est de rang
2 ou ITI(E/Q(u9)?)(3) est infini. On a A\ — M; = 2,
A—My=4,A3— M3z =4, g — My =8\, — M, =4
si n est un entier impair > 3 et A\, — M,, = 8 si n est un

entier pair > 4. On a alors

33" —1) 31, n 13 n+l

Ay =MD Bny Bind
n+1l __ n
N
st
Ainsi,
33" -1 23 n
ord, f111(2/0,)(3) = X&) L 2 2,
5 n+1
+Z|' 5 |+v
Exemple 7.6.

Soit E = X (17)(~187):

Eo équation D |p|po|pi, A1|pe, Ao |ps, As [ A= | A+
17A1[1,-1,1,-1,-14][-187|3| 2 | 1,2 0,4 | 0,10 |42

Le nombre de Tamagawa de E est 8. On a py = 2,
w1 =1 s =0, up =0pourn > 2, Ay = 2, Ay = 4,
A3 = 10. Donc, A_ =4 et A, = 2. Comme A # Ay, la
conjecture principale est vraie et III(E/Q)(3) est d’ordre
9. Le polynome P, est égal & —24¢;. Quand a Ps, il vaut

Py = —322% — 28427 — 11402° — 26802° — 4012z*
— 39483 — 25682% — 1080z — 216
= —4(2* + 3z + 3)(82° + 472° + 1202* + 1692°
+ 1362% 4 72z + 18)

et est premier a £. On en déduit que les polynoémes P,
sont tous premiers & &, pour n > 2, que F(Q) est de
rang > 2 ou ITI(E/Q(119)?)(3) est infini, que le rang de
la limite inductive des S3(E/Q(usz»)?) est 2 ou 4. Pour
conclure pour le rang, on vérifie que IA/;,(E)) # 0 mod &;.
Enfin,

1_3 n+1

T n
A, — A = 3 +ZL§J 4L B ] -4
et
ora, m1(E/Q,)(3) = XD 1
3 n+1
_ZL 5 J+V.

Exemple 7.7. Soit E = 40A(—37) avec 40A d’équation
y? =23 — Tz —6:

FEo | équation | D |p|po|p1, A |p2, A2 |us, As|pa, Aa
40A[0,0,0,-7,-6]|-379(3| 2 | 2,0 1,4 | 0,10 | 0,28

(=}
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Le nombre Tam(E) est égal & 32. On prend toujours
p=30Onawu =2, ug =1, uo = 1, u, = 0 pour
n>3e A\ =0, Ay =4, A\3 = 10, Ay = 28 et donc
5\+ = 8, A_ = 4. La conjecture principale est vraie et
ITT(E/Q)(3) est d’ordre 9. Pour des questions de degré,
les polynémes P,, sont tous premiers a &,. Donc E(Q)
est nul et IIT(E/Q,,)(p) est fini pour tout entier n. On a

OI‘d3 I_H(E/Qn)(3) = An - A2 + 01'd3 P()

+ords [[ P¢-1)
¢eps—{1}

+ords [ P¢C-1).
(Epn9—p3

Ici, P = —144(z + 1) et

Py = —482% — 43227 — 172825 — 40802° — 6288x*
— 6480z> — 432022 — 1728z — 432
= —48¢; (25 + 62° + 152 + 222° + 2022 + 9z + 3).

Donc, ords [[ ¢, (13 P1(¢ — 1) = 4 et par le calcul

ords [[ PRA(¢—1)=10.

CEpo—p3
D’autre part,
33" -1
4, =T Do 02
8 2
+ (A_  si n est impair)
3(3"—1) n n+1
== trlgl+A-l——]

avec Ay =28 —3%/4 =31/4 et \_ = 10— 33/4 = 13/4;
d’ott

4, 36" 1)

Ay =14 .

13
+ 11[%J(+Z si n est impair)

D’ou pour n > 3

ordy g1 (8/,)(3) = 2= B
13 n+1
+IL 5 |+ 2.

Exemple 7.8. E = 62A(~29):

Ep | équation | D |p|uo|p1, A1 |p2, Ao |p3, A3 | pa, A [ A | Ay
62A|[1,.1,1,-1,1]|-296[3[ 2] 1,2 | 1,4 | 0,12 | 028 | 6 | 8

Le rang de E(Q) est nul, les ITT(E/Q,,)(3) sont finis.
On a Tam(E) = 8, Ay = 31/4, A\_ = 21/4, A\, = 8,

A_ = 6. Enfin,
33"—1) 31,n, 21 n+l
A, —Ag="0 — L 2 D 2

2 8 +4L2J+4L2

3ntl_131 13n
{ 8 +3
)3T -141 | 13m
3 + 5

| - 16

On a
P =12(z? -3z - 3)
Py = 3¢ (1425 + 7525 + 1522* + 1662° + 11322
+362 + 12).

On trouve alors que la contribution de Py (resp. P;, P»)
a la valuation 3-adique de $ITI(E/Q,)(3) pour n > 3 est
2 (resp. 4, 10).

On obtient donc que
33" —1) 31 n, 21 n+l

bR

ords ﬁm(E/Qn)(S) = 8 4 -2 4

|.

Exemple 7.9. E = 73A(-151)

Eo | équation D |plpo|p1, A1|p2, A2, As|pa, Aa|A— [ At
73A|[1, -1, 0, 4, -3]|-151(3| 2| 2,0 1,8 10,10 (0,28 (4|8
Onaly =8 A =4, Ay = 31/4, \_ = 13/4. La
conjecture principale est vraie. Le rang de S3(E/Qo)
est supérieur a 6 car P, n’est pas premier a &: on a P, =
—36 et P, = —12¢1&. Donc, S3(Q(u9)?) est infini et de
rang > 6. Si le rang de S3(Q(uo)?) était plus grand, et
donc plus grand que 12, A4 et A_ seraient respectivement
supérieurs & 12 et 6, ce qui est faux. Donc S3(Qs) est de
rang 6.

Exemple 7.10. E = 142C397):

Ey équation D |p|po|p1, A1 |pe, A2 |13, Ag | p1a, A
142C|[1, -1, 0, -1, -3][397|3] 1 1,0 1,2 0,10 | 0,30

Ici le nombre de Tamagawa est 12 et n’est donc pas
premier a 3. Les invariants de E pour p = 3 sont ug = 1,
pw =1, po =1, u, = 0pour n > 3, Ay = 0, X =
2, A3 = 10, Ay = 30. Donc, Ay = 10, A_ = 4 et la
conjecture principale est vraie. La composante 3-primaire
de IIT(E/Q) est triviale. Le groupe F(Qy) est nul. Les
nombres de Tamagawa restent de valuation 3-adique 1.
On obtient pour le membre de gauche

3"t1_131 | 13n 3"+t1_43 | 13n
{1+10+T+T :{T-FT

n+l_ n+l_
1_|_10+3 8157_|_1?2m 3 869+1?2m'

L’ordre du groupe de Shafarevich-Tate est de valuation

3-adique
3"*tl_51 | 13n
3" 77 13n
8 + -
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Donnons quelques exemples avec p = 5, 7. La crois-
sance du groupe de Shafarevich-Tate s’en déduit comme
précédemment.

Exemple 7.11. E = 106C(~312):

FEy équation D |plpo|pr, A1 |pe, A2 | A= [ A+
106C|[1,0,0,-283,-2351]|-312|5| 2 | 04 06 (4|2

La conjecture principale 5-adique est vraie, E(Qy) =
0, III(E/Q)(5) est d’ordre 25, les ITI(E/Q,,)(5) sont finis,
(A, A2) =(11/6,19/6).

Exemple 7.12. E = 84A(—443);

FEo | équation | D |p|uo |1, A1|pe, Ao | A= [As
84A1[0,1,0,7,0][-443(5| 2 | 0,2 0,8 |24

La conjecture principale 5-adique est vraie, E(Qq) =
0, II(E/Q)(5) est d’ordre 25, les III(E/Q,,)(5) sont finis
et (A4, A=) =(23/6,7/6).

Exemple 7.13. E = 106 B(—40%).

Eo | équation | D |[p|uo|pmi, A1|pe, A2 | A= [ At
106B|[1,1,0,-7,5]|-408|7| 2 0,2 | 0,10 | 2 | 4

La conjecture principale 7-adique est vraie, E(Qu) =
0, IIT(E/Q)(7) est d’ordre 49, les III(E/Q,, )(7) sont finis
et (A4, A=) =(31/8,9/8).

La proposition suivante permet d’obtenir quelques cas
ou Ho = 3.

Proposition 7.14. Supposons a, = 0 et L(E,1) # 0. Si A,
ou A_ est égal .2 et si Ay # A_ ou si ord, Tam(E) > 1,
alors la conjecture principale est vraie et la composante
p-primaire du groupe de Shafarevich-Tate a l’ordre prédit.

Démonstration: Pour k de parité convenable € et assez
grand, on a

0<Ag) <A — M= =2.

D’autre part, p(g) = 0. Les équations fonctionnelles pour
L,(E) et I, ont toutes deux le signe + puisque elles
sont non nulles en 1, donc A(g) est nécessairement pair.
Si A(g) = 0, g est une unité et la conjecture principale est
vraie. Sinon, A(g) = 2. Dans ce cas . = 0 et A} = M.
Le fait qu'il soit égal a la valeur limite implique que X’
est minimal pour tout entier j, ce qui n’est possible que
si py = 0. Si Tam(E) est divisible par p, cela n’est pas
possible. Sinon, on a nécessairement A_ = ;\+. |

Exemple 7.15. E = 142C%3):

FEy équation | D |p|po|p1, A1 |p2, A2 | A= | Ay
142C|[1,-1,0,-1,-3]|53|3| 3| 0,2 06 |24

La conjecture principale est vraie. Le nombre de Tam-
agawa est 12, ce qui est prévisible puisque po est impair.
Donc, 'ordre de III(E/Q)(3) est 9. La encore E(Qx ) =0
car les polynomes P; et P, sont premiers respectivement
a & et a &. La variation du cardinal de III(E/Q,)(3)
peut étre obtenue facilement comme précédemment.

Exemple 7.16. E = 142C461):

Ey équation | D |p|po|pr, A1 |z, A2 |ps, As [ A= [ At
142C|[1,-1,0,-1,-3][461|3]| 3 | 2,2 04 (0,12 |6 |2

La conjecture principale est vraie. Le nombre de Tam-
agawa est 12. Donc, l'ordre de III(E/Q)(3) est 9. Ici,
P, = 18£; et P, est premier avec &. Donc, le rang
de S,(Q(ug)?) est > 2. Sl était égal 4 4, on au-
rait alors ﬁ;(E/Q) = 0 mod &, ce qu'il faut vérifier
numériquement. En tout cas S,(Qoo) = Sp(Q(19)?).

Les courbes suivantes vérifient la conjecture principale
et V'ordre de III(E/Q)(3) est égal & 9:

Eo équation D |plpo|pr, A1 | pe, Ao s, As [ A— | A+
142C| [1-1,0-1,-3] |[461(3[3| 2,2 | 0,4 | 0,12 |6 | 2
142C| [1-1,0-1,-3] [-139(3[3 | 1,2 | 0,4 | 0,10 | 4 | 2
142C| [1,-1,0,-1,-3] [-467|3| 3 | 2,2 04 (0,104 |2
142C| [1,-1,0,-1,-3] | 53 |3[ 3| 0,2 0,6 2| 4
52A | [0,0,0,1,-10] |-499(3| 3| 2,2 0,4 10,10 | 4|2
52A | [0,0,0,1,-10] | 469 |3| 3| 1,2 04 (0,104 |2
142C| [1,-1,0,-1,-3] [-211|3| 3| 0,2 0,4 2|2
52A | 10,0,0,1,-10] |-331{3| 3| 0,2 0,4 212
124B1[0,0,0,-17,-27]| 109 |3| 3| 0,2 0,4 2|2

Mais pour beaucoup de courbes, les arguments
précédents ne permettent pas de conclure: par exemple

Ey équation D |plpo|p1, A1 p2, A2 | s, Az | A | Ax
142C| [1,-1,0,-1,-3] [485|3| 3 | 1,2 06 | 0,12 |6 | 4
142C| [1,-1,0,-1,-3] |493|3| 3 | 1,2 0,6 | 0,16 |10 4
124B1[0,0,0,-17,-27]1485|3| 3 | 2,2 0,8 10,10 4|6
124B1[0,0,0,-17,-27](205|3| 3 | 1,2 06 | 0,10 | 4|4

7.3 Courbes de rang > 1
Rappelons que

Ly op (B, 1) =[(1—¢) (1 —p~to " 1I(L,(E)),ws]p, )
= [1(L,(E)),%E]p,(B)-

Proposition 7.17. Supposons p,, surjective, L(E/Q,1) =0
et Ly, o (B,1) #0, py =p=0. Sidy =1 ou Ao=1,
la conjecture principale est vraie et le rang de Sp(E) est
égal a 1. Si E(Q) est infini, il est de rang 1, lordre de

III(E/Q)(p) est celui prévu par la conjecture p-adique
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de Birch et Swinnerton-Dyer: ainsi si P engendre un Z-
module de E(Q) d’indice premier ¢ p, HI(E/Q)(p) est
fini et on a

L, (E,1)

ord, II(E/Q)(p) = ord, p’pr

log, P
— ord, Tam(E)(—222—

2
) )

Remarquons que la conjecture principale est ainsi
prouvée sans calculer de points rationnels, mais unique-
ment avec des calculs de symboles modulaires (plus ou
moins longs, j’en conviens!). Malheureusement, pour
I'instant dans tous les calculs numériques,
ord, III(E/Q)(p) est toujours trouvé nul.

Remarque 7.18. On peut aussi obtenir des renseigne-
ments supplémentaires sur F(Qy ). Par exemple, si p1 =
0, uo = 0 et Ay < p(p — 1) (pour assurer que Ps
st premier & &), B(Qw) = B(Q) et HI(E/Q,)(p)
est fini pour tout entier n. On obtient alors une for-
mule pour la croissance du groupe de Shafarevich-Tate.
De maniere générale, si 'on veut connaitre le rang de
E(Qu) et HI(E/Q,)(p), il faut de plus regarder si tous
les polyndmes P; avec les entiers j tels que p; # 0, ainsi
que pour les deux premiers entiers j et j' respectivement
pair et impair pour lesquelles u; = 0, sont premiers a §;.

Démonstration: La non-nullité de L, ,_(FE,1) implique

« b,wE
que le rang de S,(E/Q) est égal & 1 et donc que Ig,i¢p est
lui aussi nul sur le caractére trivial (4.10). Donc, A > 1
et X > 1. Comme A+ = AL +A(g), A(g) est nul. Comme

u(g) =0, g est une unité. |

Exemple 7.19. Prenons E = 43A d’équation y* +y =
224+ 22etp=7.0Ona

Ey | équation | D |p|po |1, A1 e, A2 [ A= [ At
43A1[0,1,1,0,0]| 1 |7|co| 0,1 09 | 1|3

Ainsi, L(E,1) = 0 et ses invariants sont g3 = pe = 0,
A1 =1, Ay = 9. On vérifie que Lj, , (E,1) est non nul:
on a

L(E/Q7,1)(1 — )7 (1 = T ™ L(L7(E))
= (5XT+6x7*+0(7))wp
—T(BXT+4x7* + O(7))pwr
Il avait déja été vu que la conjecture principale 7-adique

est vraie, que III(E/Q)(7) est trivial. Quand & F(Qu), il
est de rang 1 et III(E/Q,,)(7) est fini pour tout entier n.

Exemple 7.20. Soit F = 914 d’équation y> +y =23 +
et p=3.0na

Ey | équation |D|p|po|p1, A1 |pe | pa, Aa | A= [ g
91A([0,0,1,1,0]| 1 [3|cco| 0,1 00| 0,27 | 1|7

On a L(E,1) = 0, ses invariants sont p; = 0, ug = oo,
pa =0et A\ =1, \y = 27. On vérifie que L}, , (E,1) est
non nul: on a

L(E/Qs3,1)(1 - ) (1 =371 H1(L5(E))
~ (2x34+2x3%+2x3* + 0(3%))wr
—3(3+2x3%+3+2x3*+0(3%)pwr

On en déduit que S3(Q) est de rang 1, ce qui est bien
sir déja connu (E(Q) est engendré par le point (0,0)),
que ITI(E/Q)(3) est trivial et que la conjecture principale
est vraie. Comme P; est identiquement nul, E(Q(ua7)?)
ou au moins Ss5(E/Q(uz7)?) est de rang > 1+ 6 = 7.
S’il était plus grand, on aurait 7 = ;\+ > 142xT7ce
qui n’est pas possible. Un autre argument est le suivant.
Si le rang était > 15, alors la série caractéristique de
H;,{3}(Q,T3(E))A serait divisible par & et A_ serait
plus grand que 1 4 6, ce qui n’est pas le cas. Donc,
S3(Qoo) = S3(Q(p27)?). Comme le régulateur de E est

(2x3+2x3% +2x3*+ 0(3%))wr — 3(3 +2x3% 433
+2x3* + 0(3%)pwp ,

que Tam(E/Q) = 1 et que E(Q) n’a pas de torsion, tout
va bien!

Exemple 7.21. Pour 37A d’équation y* +y = 2° — z,
les nombres premiers 17 et 19 sont supersinguliers. On

trouve pour L(E/Qy,,1)(1 — ) (1 —p~to ) 1(L,(E))
enl

(Ax174+11x17* + O(17*))wg

—17(8x 17+ 12x17* + O(17*))pwr  pour p = 17
(13x19 +10x192 + 0(19%))wg
—19(18x19 + 7x19? + O(19*))pwr  pour p = 19

Sans calculer de points, ces calculs impliquent que
Sp(E/Q) est de rang 1 pour ces deux nombres premiers.
Bien stir on sait que E(Q) est infini et admet le point
(0,0) comme générateur. On a

D o [, A1 {2, A2 [ A= [ At
17{oc0| 0,1 |0, 19
19|co| 0,1 |0,19] 1 |1

La conjecture principale est vraie pour p = 17 et pour
p = 19. Sur la Zj7-extension et sur la Zig, le rang reste
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égal a 1. La croissance du groupe de Shafarevich est
controlée par les valeurs suivantes de A et A_ :

(53/18,1/18) pour p = 17
(19/20,1/20) pour p =19

On trouve en fait pour le régulateur p-adique

(4x 17+ 11x17* + O(17*))wp — 17(8x 17 + 12x 17?
+0(17))pwg

(13x19 +10x 192 + O(19%))wp — 19(18 x 19 + 7x 19?
+0(19%))pwr

Les exemples suivants se traitent de la méme maniere
avec

L(E/Qy, 1)(1—¢) (1 —p o HI(L,(E)) =
Liwg — plopwr

E équation [ p | P |Li,La Tam | tors
53A | 1,-1,1,0,0 [ 5 [ [0,0] [3-5+2 - 52+0O(5°), 1 1
4-545242-544+0(55)
91B | 0,1,1,-7,5 [11][-1,3][7-11+8-112+0(113),| 1 | 3
7-114 0(113)

106B[1, 1, 0,-7,5| 7 [ [2,1] [4 - 7% + O(7?), 2 |1
6-7+2-724+0(7%)

145A(1,-1,1,-3,2 [ 3 [ [0,1] [3+2.33 +3°+0O(35), 1| 2
2(3+334+3%4+3%+0(39%))

Pour ces courbes, la composante p-primaire du groupe
de Shafarevich-Tate est triviale. La conjecture principale
p-adique est vraie. J’ai d’autre part vérifié que le loga-
rithme p-adique des points donnés est de valuation 1 et
meéme que les calculs sont compatibles avec la conjecture
de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique.

Exemple 7.22. Soit F = 17A(=%39. On a L(E,1) =0 et

FEy équation D |p|po|p1, A1 |p2, Ao |ps, As [ A= | At
17A|[1,1,1,1,14][-239]3[co] 1,1 | 0,3 | 0,15 | 9 | 1

La conjecture principale est vraie.

Exemple 7.23. Pour les courbes suivantes, la conjec-
ture principale est vraie, le rang de S,(E/Q) est 1 et
III(E/Q)(p) est divisible, donc trivial si 'on peut ex-
hiber un point d’ordre infini:

1
1

Eo équation D
73A [1,-1,0,4,-3] -211
102C| [1,0,1,-256,1550] |-187
102C| [1,0,1,-256,1550] |-187
34A [1,0,0,-3,1] -11
24A [0,-1,0,-4,4] -211
98A |[1, 1, 0, -25, -111]| 269
38A | [1,0,1,9,90] |428

r
>
+

1o | H1, A1 | p2, A2 | p3, Ag
oco| 1,1 0,3 0,13
so| 1,1 | 05 [ 0,25
so| 1,1 | 05 0,25
1,1 0,5 0,25
so| 1,1 | 0,7 | 0,49
| 1,3 | 05 | 0,25
so| 21 | 05 | 0,25

oo |N]ot|ot|lotlw (D

galw|ot|lot|ot|ot| = lOot|Ot] Ot =
L R R R R

14A | [1,0,1,4,-6] 12 so| o | 05 | 0,25

14A | [1,0,1,4,6] |185[11]co| 05 | 0,11

11A | [0,-1,1,-10,20] | 61 [19]oo| 0,3 | 0,19

11A | [0-1,1,-10,-20] | 65 |19]co| 0,5 | 0,19

Proposition 7.24. Supposons p, surjective, a, = 0,

L(E,1) =0 et Lgfz,E (E,1) # 0. Supposons qu’il existe
un entier k tel que pur =1, pryo =0, ;\_E — ;\E > My
et \ = 1+ My, avec e = (=1)k*1. Alors, la conjec-
ture principale est vraie et le rang de gp(E) est égal a 1.
Mémes conclusions que dans la proposition 7.17.

On n’a pas forcément A_ = 1 car g est non nul.

Démonstration: On a comme précédemment A(g) =
Ae — X, = A — AL. Supposons pj, = 0, on a
nécessairement N, < p*, donc X\, < p* — M. D’autre
part, Al > 1, donc

Ae—pP+ My < Ag) <A —1
et

Ae—Ae<pf—1— My =My

ce qui est contradictoire avec I’hypothese faite. Donc
wr, = 1. On en déduit que (Py/p) = g(Qk/p) mod wy, dans
Zp[z]/wi(z) et donc que A(g) = A — A, < Ap—1—Mj, =
0. Comme p(g) est nul, g est une unité et la conjecture
principale est vraie. O

Exemple 7.25. La proposition s’applique pour les courbes
suivantes:

Eo équation D |p|po |1, A1 | p2s Ao |3, Az | pa, A | A | Ag
62A| [1,-1,1,-1,1] |-40[3]oo| 1,1 | 0,5 | 0,11 5] 3
46A[[1,-1,0,-10-12]| 29 [3[oo| 1,1 | 05 | 0,13 713
52A( [0,0,0,1,-10] [ 293 (3|oco| 1,1 0,5 0,15 913
94A | [1,-1,1,0,-1] 137 3]0 1,1 0,5 0,17 11| 3
62A| [1-1,1-1,1] |-59|3]oo| 1,1 | 1,3 | 09 | 029 | 3 | 9
38A| [1,0,1,9,90] |-132]5]00| 1,1 | 0,7 | 0,27 7|3
43A] [0,1,1,0,0] | 4 |7|oo| 1,1 | 0,7 | 0,49 71
17A| [1-1,1,-1,-14] | 493 [3[oo| 1,1 | 03 | 0,9 3|1
17A| [1-1,1,-1,-14] | -19 [3[oo| o | 03 | 0,9 3|1
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Pour la derniére courbe, on a de plus un nouvel
élément d’ordre infini dans S,(E/Q(u9)?). Ainsi, il est
prévisible que A > 142 = 3. Comme A\_ = 3, les
rangs de S,(F/Q(ug)?) et de S,(E/Qs) sont exacte-
ment égaux a 3. Cela n’empéche pas 5\+ d’étre égal a 1.

Exemple 7.26. Soit E = 115A4(~127) la courbe d’équation
y? +y = 2° + 112903z + 22020117. Le point P =
(11049/484,52817151/10648) appartient & E(Q) et est
d’ordre infini; sa puissance quatrieme @ a comme loga-
rithme 2 x 32 + 3% mod 3%. Ce point n’est pas divisible
par 3 dans E(Q) car P n’est pas dans le groupe formel
E1(Qs) en 3 (Vindice de E1(Q3) dans E(Q3) est premier
a 3). D’autre part, L}, , (E,1) = 27umod 3* (avec u
une unité 3-adique). Le groupe de Shafarevich-Tate est
donc d’ordre premier & 3. Les invariants sont pu; = 2,
uzzl,u3:u420,/\1:1,)\2:3,/\3:11,)\4:27.
Onai_ =5, 5\+ = 7. La conjecture principale est donc
montrée. On a enfin F(Q.,) = F(Q) et HI(E/Q,,)(3) est
fini pour tout n.

7.4 Courbes de rang > 2

Pour tout entier n, posons ¢, = 0 ou 1 selon que
d(Lp(E/Q) = 0 ounon pour ¢ caractére d’ordre p” (ou la
composante) et soit I’ordre de multiplicité o,, de L,(E/Q)
en d et o, = rgy Sp(Qn) — I8y, S,(Qp—1). Alors, on a

/
o, <oy et

rg; BQoo) <D p" p—1)o, <> _p"H(p—1)on

et
go + Z 6n(an - 1)pn—1(p - 1) + Ze’ﬂpn_l(p - 1) S 5‘+
n>0 n>0
n=0 mod 2
oo + Z en(on — Dp"tp—1)+ Zénp"_l(p —1) <A
n>0 n=1 mod 2

ce qui peut aussi s’écrire

o0+ > o p—1)+ Y enlon—Dp"Hp—1) < Ay

n>0
n=0 mod 2

oo + Zanpn_l(p - 1) + an(on - 1)pn_1(p - 1) < A

n>0
n=0 mod 2

n=1 mod 2

n=1 mod 2

donc,

200 + Z (20, —D)p"Lp—1) < A_ + Ay

n,on>1

et de méme en remplagant o, par o], On peut en déduire
une borne du rang de F(Qq) en fonction de Ay et A_.
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Proposition 7.27. Supposons E(Q) de rang > . Si Ay ou
A_ est égal a r, alors la conjecture principale est vraie,
E(Q) est de rang r et III(E/Q)(p) est fini.

Exemple 7.28. Reprenons la courbe E = 19094
d’équation y? +y = 23 —4x+2 et p = 3. La courbe E est
de rang > 2 sur Q et admet comme points indépendants
les points (—2, 1), (0, 1). Les calculs donnent py = o = 0,
M =2 X =4etdonc A =2, A_ =2 La conjecture
principale est donc vraie. On a

L(B/Qs,1)(1 - )1 (1 =37 H1(L5(E))
~2((3* 4+ 0(3%))wp
—3(3% 4+ 0(3*))pwp).

Comme elle est non nulle, la conjecture de Birch-
Swinnerton 3-adique est vraie & une unité pres. Le
nombre de Tamagawa Tam(FE) est 1. Par le calcul, le
régulateur p-adique des deux points est

(2x3% +2x3% +2x3" +2x3° 4+ 0(37))wg
—3(2x3%4+ 3% 4+ 0(3%))pwg.

On en déduit que II(E/Q)(3) est nul. Il n’est mal-
heureusement pas possible pour I'instant de revenir a la
conjecture complexe.

Exemple 7.29. Soit la courbe E = 70A(~29).

Eo équation D |p|po|pi, A fpe, Ao s, Az | pa, Ma| A [ Mg
T0A|TL, -1, 1, 2, 3]|-299]3]oo] L2 | 1,4 [ 0,00 [ 0,28 [4 ]38

La courbe F a deux points indépendants qui sont
(—132,5356) et (42625,8779396). Leur régulateur est
(3*4+0(3%))wr —3(31+0(3%))pwg. ll est facile de vérifier
qu’ils engendrent un sous-groupe de E(Q) d’indice pre-
mier & 3. De plus, le signe de I’équation fonctionnelle de
Ly(E) est +1, donc 1(L,(E)) = 0. Par contre,

L(E/Qs,1)(1— )~ (1 =371 )1(L5(E))
=3+ 0(3%))wr — 3(3* + O(3%)p(wE).

On en déduit que II(E/Q)(3) est trivial, que le rang
de E(Q) est 2, que la conjecture principale est vraie,
que II(E/Q,)(3) est fini pour tout entier n et que
E(Qs) = E(Q). En utilisant le fait que Tam(E/Q) = 32,
que le sous-groupe de torsion de E(Q) est d’ordre 2, que
les points trouvés engendrent E(Q) modulo torsion et
que 1(L;(E)) = 1(L;(E))/2, ces calculs sont compati-
bles avec la conjecture p-adique de Birch et Swinnerton-
Dyer.
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Exemple 7.30. £ = 17A(=59) .

FEo équation D [plwo|p1, A1 | p2, A2 | A= | At
17A1[1, -1, 1, -1, -14]|-56|3|oc| 0,2 | 04 |2 | 2

Le régulateur p-adique des points (—42,1568) et
(4,1560) est

(2x3% + 3% +2x3* +3° 4+ 0(3%))wp
—3(3* + 0(3%))pwp.

La dérivée premiere de L,(E) est nulle en 1 et on a

L(E/Qs,1)(1 — ) }(1 - 372 )1 (LY (E))
= (32 +3%+2x3" + O(3%))wg

—3(2x3* + 0(3%))pwp.

On en déduit que III(E/Q)(3) est trivial, que le rang
de E(Q) est 2, que la conjecture principale est vraie,
que II(E/Q,)(3) est fini pour tout entier n et que

E(Qw) = E(Q). En utilisant le fait que le sous-groupe
de torsion de E(Q) est d’ordre 2, que Tam(E/Q) = 16 et
que 1(Ly(E)) = 1(L,(E))/2, on vérifie la compatibilité
avec la conjecture p-adique de Birch et Swinnerton-Dyer.

Exemple 7.31. E = 145A(401)

Eo équation D |plpo|pr, A |pe, A2 |pa, Az | A= | Ax
145A1[1, -1, 1, -3, 2]|401|3]oc| 1,1 ] 0,5 | 0,9 | 3 | 3

Le programme mwrank donne comme générateurs

Py = (3910, 239246),
7475822 18407343402

> = (o 357011 )
P (694073 566652579)
5TV 169 0 2197

Le régulateur p-adique de ces points est

(2x3% +2x3* +2x3° +2x3% 4+ O(3%))wg
—3(2x3% +2x3* +3° + 0(3")pwg .

La conjecture principale est vraie et le rang de E(Q) est
bien 3 car Ay = 3. Quand a la dérivée troisieme, on
trouve que

L(E/Qs,1)(1 — @) (1 =37 o HL(LP(E))
= (32 +0(3%))wr — 3(3* + 0(3%))pwEr

Le sous-groupe de torsion de FE(Q) est d’ordre 2,
Tam(E/Q) = 4 et 1(L™(E/Q)) = 1(L®(E/Q))/6. On
déduit de nouveau que IHI(E/Q)(3) est trivial.

Remarquons que dans la base (wg, —3pwg), la pente
du régulateur des deux points (Pp, P) est 2 + 3 + 32 +
2x 3% + 0(3%), la pente du régulateur de (P, P3) est
2x 3% + 3%+ 2x3% + O(3%) et la pente du régulateur
des deux points (P, Ps) est 3% +2x3% +2x37 4 O(3%),
alors que la pente de (1 — ¢)~1(1 — 371~ 1(LY) (E))
est 1+ O(3).

A. DEMONSTRATION DU THEOREME 3.2

Nous ne redonnons pas la preuve de ’assertion sur I’ordre
du zéro, mais seulement les étapes du calcul du coefficient
dominant. La modification des facteurs d’Euler qui sont
ici cachés dans v provient de ce que les formules don-
nant les valeurs spéciales de Lg en un caractere ¢ de
conducteur p™ avec n > 0 font intervenir ¢".

On reprend les notations du §3.1 et posons K =

Q(ptpn). On pose Goox = Gal(Ko/K) et Ag =
Gal(K/Q). On mnote K, = Q, ®g K = [],, Ko,
Ok, = Zp @z Ok. Pour § caractere de Ax =

Gal(K/Q) et Os 'anneau engendré par les valeurs de
§, on note es = Y, cn, 0 ' (0)o. Soit H'(K,T,(E))o
I'image de HY (K, T,(E))q.. , dans H*(K,T,(E)). No-
tons Xy l'ensemble des caracteres de A tels que
esH' (K, V,(E))o soit contenu dans egH}(K,Vp(E)) =
es(Qp ® Sp(E)) et X5 l'ensemble des caractéres de
A tels que esH'(K,V,(E))o ne soit pas contenu dans
esH} (K, Vy (E)).

Si My et M, sont deux Zp-modules de méme rang

et Qp, @ M; EN Qp ® M est un isomorphisme, on note

[My : My = [M; EN Ms] Tindice généralisé égal a
Sona (M /(M) 1ors + Mi/(Mh) tors).

Avec les notations du §3.1, on peut supposer que F
n’a pas de zéro en un caractere 6. On a alors le résultat
suivant sur Fy ([Perrin-Riou 93], méme démonstration) :

Proposition A.1. Si ss est l'ordre du zéro de F» en §, on a

H5

~ [HZ,

1F56

2 E T (B))e i+ H (K, Ty ()]
X [Hoo (K, Tp(B)) oo e * Lol Ax]Prc (0)]
L(E/Kp, 1)~ |dk |, Tam(E/K)II(T, (E)/K)
ﬁE( )tors

X H ﬂE tors

vlp

x disc((-

KN (P (€)™
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X H lesOk,wk : eslogy S,(E/K),)?
SEX
ot P (c) est la projection de ¢ dans H*(K,T,(E)), ou
N (Pg(c)) avec

N(Pk(¢)) = H lesOk,wE : esZp[Ak]expk, P (c)]
S

x| lesOx,wi : esZp[Axc]logg, Pr(c)]
LIS
et ot Sp(E/K), est Uintersection de S,(E/K) et de l'im-
age de HX (Q,T,(E)).

La premiere égalité est classique. La seconde se
démontre a partir de la suite exacte de Poitou-Tate
comme dans [Perrin-Riou 93] ou [Perrin-Riou 00] et en
utilisant le lemme suivant qui modifie le lemme 3.6.6 de
[Perrin-Riou 00] et fait intervenir la différente Dx et le
discriminant dx de K.

Lemme A.2.
Tam,(E/K) =

[H}(Kp, Tp(E)) : Or,wi]L(E/Kp,1) =
YE(Kp)tors Dy we + Hj;(Kp, T (E)IL(E/Kp,1) =
YE(Kp)iorsldi |, Ok, wp « H]p(Kp, Tp(E)|L(E/Kp, 1)

ol w}, est un élément de Dp(E) tel que [wg,wy] =1 dans
la dualité naturelle, par exemple n ou v/|wg,v].

La premiere affirmation est la définition & la Bloch-
Kato du nombre de Tamagawa ([Bloch and Kato 90]).
La deuxieme se déduit des dualités:

[OKPWE : H/lf(Kp§Tp(E))] =
$E(Kp)iors D, + Hi (Kp, Tp(E))]
= BE(Kp)orsldic|p[Ox, w5 + Hi(Kp, T,(E))]
= ﬂE(Kp)t_olrs‘dK‘p Tam, (E/K)Ly(E/Kp, 1)_1
On a Tam,(E/K) = [E(K,) : E°(K,)] ot E°(K},) est
lensemble des points de E(K),) ne se réduisant pas sur
le point singulier (s’il existe). Ici cela vaut donc 1.

La théorie du régulateur p-adique d’Iwasawa permet
d’interpréter N (Pk(c)) en termes de Lg(c). Soit G un
élément de H ® Dp(E) tel que (1 —¢)G = Lg(c)-(1+x).
La proposition suivante est trés importante:

Proposition A.3. Soit § un caractére non trivial de Ak.
Alors,

(pp) "esG(Cn — 1) = esexpl, (P (c))

et lorsque esG((, — 1) =0,
D((pp)"es(G))(Cn — 1) =
(logZE 65PK(C)) v — hy(es Pr(¢))wg
log,, . es Pk /(c)
Ici, D = (1+z)d/dz et (1—pp)D(G) = L (c)- (1+x).
Des formules analogues sont vraies pour un caractere

non ramifié. Cette proposition est une conséquence es-
sentielle de [Perrin-Riou 93]. On commence par regarder
le cas ou le conducteur de § est le conducteur de K.
Il s’agit essentiellement des propositions 2.1.4, 2.2.2; et
2.3.5 (ou plutdt sa version pour un caractére ramifié) de
[Perrin-Riou 93]. Il suffit de vérifier que les valeurs con-
tre v par I'accouplement [-,-]p (g (étendu par linéarité)
des membres de droite et de gauche sont égales pour
v =wg et v € Fil’ D,(E); pour v = wg, cest la propo-
sition 2.2.2 loc.cit; pour v = v, si 3 = fg,v est la pro-
jection de D,(E) sur Fil® D,(F) parallelement & Q,v,
on a [Bx,v]p,(5) = [*,v]p,(E); comme 3 est a valeurs
dans Fil°, on peut remplacer le second membre par
log Pg(¢) = log,, Pk(c)v/[v,wE]p, (&) mod Fil’ D,(E)
pour obtenir la formule désirée. Lorsque § se factorise
par un quotient Ay, de A avec L de p-conducteur p™?,
on utilise les formules suivantes pour se ramener au cas
précédent:

es((pp) "G(¢n — 1)) = es.0(Tr /K, () "G(Cn — 1))

= es,.((pp) " G(Cns — 1))

avec es, = Y ,cn, 0(0) '

Revenons a la démonstration principale. Posons sx =
Cn+Cu1+ ...+ (1. On a alors O = Agsk avec Ak
l'ordre associé a Ok. Remarquons & ce propos que Sk
est obtenu par la méme recette que G(¢, — 1): ’équation
(1—¢)S = (1+2)—1 implique que S(¢, —1) =Y., €
Zyp, cest-a-dire que S((, — 1) — sk € Zyp. *On a Agsk =
AgS((, —1). De méme,

w‘%ﬂgl—lw—ij%ﬁE«z—l>elaum

On a pour 6 € ¥y,
20007 LE(0),v]p, &)
p
W, vlp, )
les((pp) " G(Cn — 1)), v]p, (B
(we,v|p,(pes(sK)
~ lesZplAxlsxws : esZy[Ak)(p9) "G (G — 1)
~ [esZp|Ak|skwE : esZy[AKk] exp™ Pr(c)]

~

3Dans le cas ot K = Ko(upn) avec Ko extension non ramifiée
en p, il faut remplacer (1+x)—1 par ¢((1+x) — 1) avec c une base
de Ok, sur Zy.
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et pour 6 € Xy,

07" L (), vlp, 8
[we,v]p,(m)
 [esD(p9) " G) (G = )i
[wE,v|p,(E)es(sK)
hy (€5 Pk (¢))
es(sx)log,,, esPr(c)

p

~ lesZ,|A *reslp|AK]] P
les p[ K|sgw™: €5 p[ x]logg K(c)]logiE es Pic (0)

hv (Pu,ﬁ)

N lesZp[Ar]|skw* @ esZp[Ax]logy Py s)
lesZp[ A |w* : eslogg esSp(E/K),,)]?

pour P, 5 un générateur de e5S,(E/K),). En prenant le
produit sur tous les caractéres 0 (y compris les caracteres
non ramifiés pour lesquels nous n’avons pas écrit la for-
mule) et en utilisant le fait dii essentiellement & Leopoldt
que (voir par exemple [Gillard 79], la maniere de I'utiliser
m’a été rappelée par [Benois et Do 00])

ldi |5 Ak : Zp[Ag]] = pn®" = D-D

(le discriminant est & une unité pres [], fe, l'indice est
[ [K : Q(§)] o f¢ est le conducteur de £ et Q(€) le corps
de ses valeurs et on remarque alors que f¢[K : Q(&)] ~ p™
pour & caractére non trivial), on obtient en notant sk le
rang de S,(E/K)N HY(K,T,(E))o,

[1(LE)(¢/K),Tk]p, (E)

[wg, v](K:Ql ~ ldx|; ' N (P (c))
hv (Pu,é)
sex, [esZp[Ar|w* : e5logy e5Sp(E/K)qy)?

En multipliant cette formule par celle de la proposition
A.1, on en déduit le théoreme.

B. SURJECTIVITE DE p,, CONSTANTE DE MANIN

Nous donnons dans ce paragraphe des conditions pour
que I'image de Gg par la représentation p, = p, g don-
nant l'action de Gg sur les points de p-torsion de E
soit égale & GLo(Z/pZ) en supposant que E a bonne
réduction supersinguliere et n’a pas multiplication com-
plexe. Ces criteres sont suffisants pour tous les exemples
numériques que nous avons calculé. Ils sont tirés de [Serre
72].

Proposition B.1. Soit G un sous-groupe de GLy(Z/pZ).

(1) Si p divise Uordre de G, alors soit G contient
SLy(Z/pZ), soit G est contenu dans un sous-groupe de
Borel de GLy(Z/pZ).

ho (€5 Pk (c))

(2) Soit G un sous-groupe de GL2(Z/pZ) contenant
un sous-groupe de Cartan C (et p #5 si C est déployé).
Alors soit G = GL2(Z/pZ), soit G est contenu dans un
sous-groupe de Borel, soit G est contenu dans le normal-
isateur d’un sous-groupe de Cartan.

Lemme B.2. Supposons que E a bonne réduction su-
persinguliére en p. Alors, p,(Gg) contient le normalisa-
teur d’un sous-groupe de Cartan non déployé. En parti-
culier, si p # 2, soit p,(Gq) = GLo(Z/pZ), soit p,(Gg)
est le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan non
déployé.[Serre 72, prop. 12]

Pour assurer que p,(Gg) = GL2(Z/pZ), il suffit de
rajouter une condition pour que p,(Gg) contienne un
élément d’ordre p. Cela n’est bien str possible que si
n’a pas multiplication complexe. Commencons par le cas
p=3.

Lemme B.3. Supposons que E a réduction supersinguliere
en 3. Alors, p3(Gg) = GLa(Z/3Z) si et seulement si son
discriminant Ag n’est pas un cube.

Autrement dit, il existe un nombre premier divisant
N tel que ordg(Ag) #Z 0 mod 3. En effet, 'ordre de G =
p3(Gq) est divisible par 3 si et seulement si Ag n’est pas
un cube. Lorsque j # 0, cela est équivalent a ce que j ne
soit pas un cube.

Lemme B.4. Supposons que E a bonne réduction su-
persinguliére en p. Sl existe un nombre premier £ di-
visant strictement Ng tel que ord,(jg) Z 0 mod p, alors

pp(Gq) = GL2(Z/pZ).

Pour p # 3, cela impose que F n’a pas potentiellement
bonne réduction.

Proposition B.5. Supposons E semi-stable et ayant bonne
réduction supersinguliére en p. Alors, sip > 7, pp(Gg) =
GLo(Z/pZ). Il en est de méme pour tous les twists de E
par un discriminant premier ¢ pNg.

Proposition B.6. Supposons p > 5 et E ayant bonne
réduction supersinguliére en p. S’il existe un nombre pre-
mier { tel que a; % 0 mod p, a? % 4¢ mod p, (22;;44) =1,
alors pp(Go) = GL2(Z/pZ).

Cela se déduit de la proposition 19 de [Serre 72] en
utilisant le fait que p,(Gg) contient le normalisateur d’un
sous-groupe de Cartan non déployé.
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C. DU COTE DES CALCULS

C.1. Précisions numériques

Pour controler la précision numérique dans les calculs,
on utilise les affirmations suivantes de [Mazur et al. 86].
Soit F' une fonction localement analytique. Si F(z) =
> ci(z — a)}, est le développement en a, soit I(F,a,n)
I’idéal engendré par les cjp(j_l)” pour j > 1. Posons
I(F,n) =32, mod pn L(Fya,n). Alors avec M = Zywg —
p‘pwEva

/ Fdu —
Zy

Numériquement, pour décider de la précision a utiliser,
nous avons besoin de ces congruences. Donnons quelques
exemples:

> Fla)ula+p"Zy) € p"* I(F,n)Mj.

a mod p"”

C.1.1. Prenons les fonctions puissances zF. On a

o )
alors I(x*,n) C Z,. En effet 2% = 2 (j)aj(a: —a).
On a donc en appliquant la formule pour n =1

/xkdu— Z a*u(a+pZ,) € M.
z

» a mod p

Comme p(a + pZ,) € p~1 M} et que a” est un entier (et
méme une unité), on en déduit que L,(E)(x*) € p~1 M.
Ensuite en prenant n quelconque,

/Za:kdu— Z a*u(a + p"7Z,) € p™A My,

*
P a mod pm

Si k est congru & 0 mod p*~!(p — 1), on peut étre plus
précis sur I'idéal I(x* n). Par définition, c’est I'idéal en-
gendré par les (?)p(j_l)”. Or on a (I;) = %(fj) € %Zp
pour 7 > 1. Or pour j > 2 et n > 1,

Ordp((j - 1)_1p(j—1)”) >j—1— Ordp(j _ 1) > 0.

Donc pour k =0 mod p*~(p — 1), I(z*,n) C p*~'Zy,

/Za:kdu— Z a*u(a + p"Z,) € p* 2 M,

*
P a mod pn

Ainsi, lorsque [,. du = 0, la valeur de [, 2"du est de
plus en plus divisible par 0.

C.1.2. Comparons zF et z¥ pour k = k' mod

p*~(p—1). Comme l'idéal I(z*(2P" =1 —1),n) est con-

tenu dans p*~17Z,,

/xkd,u—/ xk/d,u
x z

*
P p

= Z (a* — a*)u(a + p"Zy,) mod p*~1+1/2 pry.

a mod pm
e ps—(|_n/2j+1)M/E +ps—1+|_n/2JM/E
:ps—1+|_n/2JM/E

car a* — a¥' = 0 mod p®. En prenant n = 1, on obtient

/

Autrement dit, si k = k' mod p*(p — 1), on a

z®dp E/ 2¥ dp mod p*~* M.
» Zy

Ly(E)(x*) = Ly(E)(x"') mod p* Mp.

C.1.3. Passons au logarithme. Du développement
_ i1 (z—a)! 1
log,z = log,a + Zj(—l)J ﬁ—jL, on déduit que
I(log, z,n) C Zj21j_1p”(3_1)Zp = Z, . D’ou la con-

gruence que l'on avait utilisé

/Z log, = dp — Z log, a pu(a+p"Zy) € 2 M.

P a mod p™
Comme de plus log,a est a valeurs dans pZ,, en ap-
pliquant cette formule pour n = 1, on en déduit que
fz; log, « du € Zy.

On a de méme I(log]; z,n) C Z. Comme

Z log’; a pla+p"z,) € pP~ /2D prr

a mod pn

en prenant n = 1, on obtient que fz* log];a: dp € Mp.
p

Explicitement,

/ log]; x dp = Xpmwre — Y (ppwr) mod p" My,
Zy

avec

p?m
—m a
Xm = (—p) > logya 33+(p2—m)

a=1
(a,p)=1

p2m
. a
Y = (—p) " Z logy a $+(W)
a=1
(a,p)=1

C.1.4. Formule de Taylor. Prenons comme fonction
analytique la fonction analytique (dépendant de k et
de r)
1 " ki logl

-y e

il
=0 L
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Dit rapidement, F'(x) est une combinaison linéaire infinie
de log, = avec s > r a coefficients entiers. On en déduit
que I(F,n) C Zy. De plus les valeurs de F' sont dans Zj,.
On en déduit que

fZ* logp x du

k(D) / Fdp — Zkﬂ ep My,
Ainsi,
. lo d
/ o — Zkﬂfz gpx 1
I log T dy
= kzr—f mod p~ k"L MY
ou encore

r—1 j
_ ijw
=0 J!

1(Ly(E))

=K r!

mod p~ k"t MY,

ou encore lorsque 1(L§,j)(E)) = 0 pour tout j < r,

1(LY)(E))

o mod p~ kMp,.

FTL(B)(*) =
Ainsi, la limite de k=" L,(E)(x*

@)
w. On en déduit la proposition

anecdotique suivante:

) lorsque k tend vers 0

p-adiquement est

Proposition C.1. Dans une base de D,(E), la limite de la
pente de L,(E)(x*
est égale a la pente de la premiére dérivée non nulle de
L,(E) en 1.

) lorsque k tend vers 0 p-adiquement

C.1.5. Version tordue par un caractere quadratique.
Pour rentabiliser certains calculs et avoir acces a plus
de courbes, il est commode de faire les expérimentations
relativement aux courbes elliptiques E(?) tordues par un
caractere quadratique de discriminant d d’une courbe
fixée E. On renvoie & [Mazur et al. 86] et & [Bernardi
and Perrin-Riou 93] pour les formules. Par exemple, les
polynomes d’interpolation & calculer sont essentiellement
(& une unité p-adique pres) les polyndmes

|d|p™**

pg,(j) — Z

a=0
(a,dp)=1

d : j s(d a rn(a
(E) Teich? (a)z*¢ )(m)(l + z)™ (@

ot s(d) est le signe de d.

D. TABLEAUX

Dans les tableaux suivants, nous donnons une liste des
“types” de \;, pu; que nous avons rencontré dans les cal-
culs. Plus précisément, on donne

(1) le nombre premier p (supersingulier pour les courbes
étudiées)

(2) dans la colonne i, la liste (A;,p;) pour ¢ =
1,...,4 lorsque ces nombres ne se déduisent pas des
précédents, c’est-a-dire jusqu’au premier ¢ pair et le
premier ¢ impair tel que p; = 0.

(3) dans la colonne CP,

(a) CP signifie que la conjecture principale est
montrée (simplement avec ces nombres)

(b) *CP signifie qu’il faut de plus vérifier que
L, (E,1)#0

pP,wWE
(¢) *CP-rang signifie qu’il faut de plus vérifier
LéTLE(E,l) # 0 et que le rang de E(Q) est
supérieur a 2.

(d) **CP si on vérifie de plus que L,(,*Z,E (E,1)#0
et que [L;,(E),@g|p,m) # 0 mod &.

(e) CP-tam signifie qu’il faut vérifier en plus que
Tam n’est pas premier a p, ce qui avec les
données en question ne peut étre que vrai.

(4) dans les colonnes A_ et Ay, les valeurs de ces invari-
ants, qui se calculent simplement a 1’aide des données
précédentes.

Ainsi, CP, *CP et **CP ne font intervenir que des con-
ditions de type modulaire.
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fha, Ad

CP

1o | 1, A1

H2, A2

M3, A3

fha, Ad

CP

b

v

P|Ho A At p +
3[0] 0,0 CP [0]0 3[cc] 0,1 ] 03 *CP [ 1]1
3]1] 02 ] 04 CP-tam[ 2 [ 2 3loc] 0,1 [ 05 *CP [1]3
31102 ] 06 CP [2]4 3[oco] 0,1 [ 0,7 *CP [1]5
31102 ] 08 CP [2]6 3[occ] 0,1 ] 1,3 027 *Cp [1]7
3[1] 02 [ 12 028 CP [2]38 3[occ] 0,1 ] 13 029 *CP [1]9
3102 12 032 CP [2]12 3[occ] 0,1 [ 1,5 027 *Cp [1]7
3[1] 1,0 [ 04 0,10 CP [4]2 3[oc] 0,1 [ 1,5 029 *CP [1]9
3[1] 1,0 [ 04 [0,12 CP [6]2 3[cc] 0,1 [ 1,7 027 *CP [1]7
3[1] 1,0 [ 04 0,16 CP [10]2 3[oco] 0,1 [ 2,5 029 *CP [1]9
3[1] 10 [ 04 0,8 CP [12]2 3[oco] 0,1 | oo 031 *CPp [1]11
3[1] 1,0 [ 0,6 [0,10 4]4 3[oo] 0,1 | o0 027 *Cp [1]7
3[1] 1,0 [ 06 0,12 CP [6]4 3[occ] 02 ] 04 *CP-rang| 2 | 2
3[1] 10 [ 06 |06 CP [10] 4 3[occ] 02 7] 06 *CP-rang| 2 | 4
1110 1,2 ]010]03 ] CP [4]10 3]loc] 0,2 [ 08 *CP-rang| 2 | 6
32102 ] 04 22 3loc] 02 | 14 0,28 [*CP-rang| 2 | 8
3[2] 02 ] 06 CP [2]4 3[occ] 02 [ 14 0,30 [*CP-rang| 2 |10
3[2] 02 [ 08 CP [2]6 3loc] 02 [ 16 0,28 [*CP-rang| 2 [ 8
3[2] 02 ] 14 028 CP [2]38 3loc] 02 [ 16 0,30 [*CP-rang| 2 [10
3[2] 02 ] 14 030 CP [2]10 3[occ] 02 ] 18 0,30 [*CP-rang| 2 |10
3[2] 02 [ 14 032] CP [2]12 3loc] 02 [ 24 0,28 [*CP-rang| 2 [ 8
3[2] 02 ] 16 028 CP [2]8 3[oo] 1,1 [ 03 09 *CP [3]1
3[2] 02 ] 16 030 CP [2]10 3[oo] 1,1 [ 0,3 [0,11 *CP |51
3[2] 02 ] 16 032] CP [2]12 3Joo] 1,1 [ 0,3 10,13 *CP [ 71
3]2] 1,2 [ 04 [0,10 CP [4]2 3Jloc] 1,1 [ 0,3 10,15 *CP |91
3[2] 1204 o012 CP [6]2 3[oco] 1,1 [ 0,3 [0,17 *CP [11]1
3]2] 1,2 [ 04 [0,14 CP [8]2 3Joo] 1,1 [ 0,3 10,19 *CP_ [13] 1
3]2] 1,2 [ 06 [0,10 4]4 3[oc] 1,1 [ 05 ] 09 3]3
3[2] 1206 012 CP [6]4 3[oco] 1,1 [ 0,5 [0,11 *CP [5]3
3[2] 1206 0,16 CP [10] 4 3[oc] 1,1 ] 05 [0,13 *CP [ 7]3
3[2] 1,2 [ 08 [0,12 66 3[oo[ 1,1 T 05 [0,15 *CP [ 9]3
3[2] 1214 o10]028] CP [4]8 3[oco] 1,1 [ 0,5 [0,17 *CP [11]3
3[2] 1214 o012]028] CP |68 3[oo] 1,1 [ 0,7 ] 09 3]5
3]2] 1,2 [ 16 [010]028] CP [4]8 3[oo] 1,1 [ 0,7 TO,11 5[5
3[2] 20 ] 04 010 CP [4]2 3[oc| 1,1 ] 0,7 0,13 *CP [ 7[5
3[2] 20 [ 04 o012 CP [6]2 3[oc| 1,1 ] 0,7 0,15 *CP [ 95
3]2] 20 [ 04 [0,14 CP [8]2 3o 1,1 [ 13T 09 [027] *CP [3]7
3[2] 20 ] 04 [0,18 CP [12]2 3o 1,1 [ 1,309 [020] *CP [37]09
3[2] 20 ] 06 [0,10 4[4 3o 1,1 [ 1,3 709 [033] *CP [3]13
3/2] 20 [ 06 [0,14 CP [8]4 3[oo] 1,1 [ 1,3 T0,11 0,27 517
3[2] 20 14 Jo10]028] CP [4]8 3[oo 1,1 [ 1,3 T0,11 [ 0,29 519
3272018 o10]028] CP [4]s8 3o 1,1 [ 1,3 011033 *CP [5]13
3/3] 02 ] 04 CP-tam[ 2 [ 2 3[oo] 1,1 [ 1,3 70,13 0,27 A
3[3] 0206 CP [2]4 3[oo] 1,1 [ 1,3 70,13 0,29 719
3[3] 12 ] 04 [0,10 CP [2]4 3[oo] 1,1 [ 1,5 T 0,9 [0,27 37
3[3] 12 ] 06 0,10 4]4 3[oo] 1,1 [ 1,5 T 0,9 [0,29 319
3[3] 1206 012 64 3loo| 1,1 [ 1,5 ] 09 [ 0,31 311
3[3] 1206 [0,16 10] 4 3[oo] 1,1 [ 1,7 ] 0,9 [0,31 3]11
3[3[ 22 [ 04 0,10 CP [4]2 3loo] 1,2 [ 0,4 10,10 *CP-rang| 4 | 2
3[3] 22 04 [0,12 CP [6]2 3loc] 1,2 [ 04 [ 0,12 *CP-rang| 6 | 2
3[3] 2208010 416 3[co] 1,2 [ 0,4 0,14 *CP-rang| 8 [ 2
3/4] 02 [ 04 22 3loo] 1,2 [ 0,4 10,16 *CP-rang| 10| 2

TABLE 3. a3 # 0.
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plpo|p, A1 |2, A2 |3, As | pa, Aa Cp A At plpo| 1, A1 |2, A2 |3, As | pa, Aa Cp A At
3loo| 1,2 0,6 | 0,10 414 5101 0,0 CP 00
3[oo]| 1,2 | 0,6 | 0,14 *CP-rang| 8 | 4 5[1] 02 | 0,6 CP-tam | 2 | 2
3[oo| 1,2 | 0,8 | 0,10 (6 5[1] 02 | 0,8 cP_ |24
3[oo] 1,2 | 0,8 | 0,14 *CP-rang| 8 | 6 5[1] 0,2 | 0,12 CP_ |23
3[oo] 1,2 | 1,4 | 0,10 | 0,28 |[*CP-rang| 4 | 8 5[1] 04 | 0,6 CP_ |42
3loo| 2,1 0,3 0,9 *CP 311 5/1| 1,0 0,6 | 0,26 CP 6|2
3[oo]| 2,1 | 0,3 | 0,11 *CP_ |5 |1 5[2] 02 | 0,6 2 [ 2
3loo| 2,1 0,3 | 0,13 *CP 711 512 0,2 0,8 CP 214
3loo| 2,1 0,3 | 0,15 *CP 91 52| 0,2 | 0,10 CP 2|6
3loo| 2,1 0,5 0,9 313 52| 04 0,6 CP 412
3loo| 2,1 0,5 | 0,11 513 512 1,2 0,6 | 0,26 CP 6|2
3[oo| 2,1 | 0,5 | 0,13 713 5(2] 1,2 | 0,6 | 0,28 CP |8 ]2
ool 21 | 0,7 | 0.9 315 5loo| 01 | 05 0P | 1|1
3loo| 2,1 0,7 | 0,11 55 5locc| 0,1 0,7 *CP 113
3[oo| 2,1 | 0,7 | 0,19 3] 5 5loo| 0,1 | 0,9 *CP |15
3loo| 2,1 1,3 0,9 | 0,27 37 5lco| 0,1 | 0,11 *CP 117
3loo| 2,1 1,3 0,9 | 0,29 *CP 319 5locc| 0,1 | 0,13 *CP 119
3loo| 2,1 1,3 | 0,11 | 0,27 517 5lco| 0,1 | 0,15 *CP 111
3[oo| 21 | 1,3 | 0,13 | 0,27 717 5loo| 0,2 | 0.6 22
3[{oo| 2,2 0,4 | 0,10 *CP-rang| 4 | 2 5(c0| 0,2 | 0,8 *CP-rang| 2 | 4
3loo| 2,2 | 0,4 | 0,12 *CP-rang| 6 | 2 5(cc| 0,2 | 0,10 *CP-rang| 2 | 6
3[oo| 2,2 | 0,6 | 0,12 6|4 5loo| 0,2 | 0,12 *OP-rang| 2 | 8
3loo| 2,2 0,6 | 0,14 814 5locc| 0,3 0,5 *CP 311
3[oo| 2,2 | 0,8 | 0,12 616 5loo| 0,3 | 0,7 33
3[co| 3,1 | 0,3 | 0.9 *CP_ |3 |1 5[co] 0,3 | 0,9 305
3loo| 3,1 0,3 | 0,11 *CP 51 5lcc| 0,3 | 0,11 317
3loo| 3,1 0,3 | 0,15 *CP 711 5loco| 0,3 | 0,13 319
3loof 3,1 | 0,5 | 0,9 313 5(cc| 0,4 | 0,6 *CP-rang| 4 | 2
3loo| 3,1 0,5 | 0,11 513 5locc| 0,4 0,8 414
3loo| 3,1 0,5 | 0,13 713 5locc| 0,4 | 0,10 416
3[oo| 31 | 05 | 0,15 93 5loo| 0,4 | 0,12 13
3loo| 3,1 1,3 | 0,13 | 0,27 T7 5locc| 1,1 0,5 | 0,25 *CP 51
3loo| 4,1 0,3 0,9 *CP 311 5locc| 1,1 0,5 | 0,27 *CP 711
3[oo| oo | 0,3 | 0,11 *OP |5 | 1 5loo| 1,1 | 0,5 | 0,29 *OP |9 | 1
3[oo] oo | 0,3 [ 0,13 *CP [ 7|1 5loo| L1 | 05 | 0,31 *CP 11| 1
3loo| oo 0,3 | 0,17 *CP 11] 1 5locc| 1,1 0,7 | 0,25 513
3loo| o 0,4 | 0,10 *CP-rang| 4 | 2 5(cc| 1,1 | 0,7 | 0,27 *CP 713
30| o 0,4 | 0,12 *CP-rang| 6 | 2 5(co| 1,1 0,9 | 0,27 715
3loo| oo 0,5 0,9 **CP 313 5locc| 1,1 0,9 | 0,25 5|5
3[oo| oo | 0,5 | 0,11 513 5loo| 1,1 | 0,11 | 0,25 517
3loo| o 0,5 | 0,13 713 5loc| 1,2 0,6 | 0,26 *CP-rang| 6 | 2
3loo| o 0,5 | 0,15 913 5loc| 1,2 0,6 | 0,28 *CP-rang| 8 | 2
3[oo| oo | 0,6 | 0,10 il 5loo| 1,2 | 0,8 | 0,26 613
3[oo| oo | 0,6 | 0,12 6|4 5loo| 1,3 | 0,5 0,25 0P |5 | 1
3loo| o 0,7 0,9 **CP 315 5loco| 1,3 0,7 | 0,27 713
3[oo| oo | 0,7 | 0,11 515 5loo| 1,3 | 0,5 | 0,27 *OP | 7| 1
3[oo| oo | 0,7 0,13 715 5loo| 1,3 | 0,15 | 0,25 5 11
3loo| o 1,3 0,9 [ 0,27 **CP 317 5loo| 2,1 0,5 | 0,25 *CP 51
3[oo| oo | 1,3 | 09 | 029 *CP |39 5[oo] oo | 05 | 0,25 *CP_ |5 |1
3loo| o 1,3 0,9 | 0,31 **CP 3 (11 5loo| o0 0,7 | 0,25 **CP 513
3loo| o 1,3 | 0,11 | 0,27 517 5loo| oo 0,8 | 0,26 6|4
3loo| o 1,4 | 0,10 | 0,28 418 710 0,0 CP 00
3[oo| oo | 1,4 | 0,12 | 0,28 13 721 02 | 0.8 22
3loo| oo 1,5 0,9 [ 0,27 **CP 317 712 0,2 | 0,10 CP 214

TABLE 3 (continued).
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plpo |1, Ao, Ao s, As [ pua, Aa|  CP A Ay plpo] pa, A | o, Ao s, As [ pa, Aa| CP | Ao [Ny
712 04 | 0,8 CP |42 3[2] 1,2 | 04 [0,0] 022 | CP | 4 |2
7|loo| 0,1 0,7 *CP 111 312 1,2 0,4 | 0,14 | 0,22 | CP 8 2
7loo] 0,1 | 0,9 *CP [ 1] 3 32| 12 | 04 (016022 CP | 10 |2
7loo| 0,1 | 0,11 *CP_ |15 3[2[ 1,2 | 0,6 [0,10 | 0,24 1 |4
Tloo| 0,1 | 0,13 *CP | 1] 7 3[2] 20 | 04 (010022 CP | 4 |2
Tloo| 0,1 | 0,15 *CP [ 1] 9 3[2] 20 | 04 (0121022 CP | 6 |2
Tloo| 0,2 0,8 *CP-rang| 2 | 2 312 2,0 0,8 | 0,10 | 0,26 | CP 4 6
7loo] 0,2 | 0,10 *CP-rang| 2 | 4 3[2] 02 | 04 | 08 [0,22 2 |2
Tloo| 0,3 | 0.7 cP |31 3[oo| 0,1 | 03 | 07 [021 [*CP| 1 |1
Tloo| 0,3 0,9 313 3|loo| 0,1 0,5 0,7 | 0,23 | *CP 1 3
Tloo| 0,3 | 0,11 315 3|loo| 0,1 0,7 0,7 | 0,25 | *CP 1 5
Tloo| 0,3 | 0,13 37 3[oo| 01 | LT [ 07 [027 [*CP| 1 |7
7loo] 04 | 0.8 *CP-rang| 4 | 2 3[oo] 0,1 | 1,1 | 0,7 020 [*CP| 1 |9
7loo| 0,4 | 0,10 14 3[oo] 0,2 | 04 | 0,8 | 0,22 2 |2
Tloo| 0,4 | 0,12 i(6 3[oo| 0.2 | 06 | 08 | 0,24 2 |4
Tloo| 0,5 0,7 *CP 511 3|loo| 0,2 0,8 0,8 | 0,26 2 6
Tloo| 0,5 0,9 513 3|loo| 0,2 1,2 0,8 | 0,28 2 8
Tloo| 0,5 | 0,11 55 3loo| L,L | 03 [ 09 [021 [*CP| 3 |1
7loco| 0,5 | 0,13 517 3l 1,1 0,3 | 0,11 | 0,21 5 1
7loo| 0,6 | 0,8 *CP-rang| 6 | 2 3|loo| 1,1 0,3 | 0,15 | 0,21 | *CP 9 1
7loo] 0,6 | 0,10 6|4 3[oo| 1L | 03 [0,19 021 [*CP| 13 |1
Tloo| 1,1 0,7 | 0,49 *CP 711 3|l 1,1 0,3 | 0,13 | 0,21 | *CP 7 1
Tloo| 1,1 0,9 [ 0,49 **CP 713 3|l 1,1 0,5 0,9 | 0,23 3 3
Tloo| 1,4 | 0,10 | 0,50 8| 4 3[oo| 1L | 05 0,11 10,23 5 |3
Tloo| oo 0,9 | 0,49 **CP 713 3l 1,1 0,5 | 0,13 | 0,23 7 3
11{0 | 0,0 CpP 3l 1,1 0,5 | 0,17 | 0,23 11 3
Ti[oo| 0,1 | 011 *CP | 1] 1 30| 1L | 0,7 | 09 0,25 3 |5
Ti[oo] 0,1 | 0,13 *Cp [ 1] 3 30| 1,1 | 0,7 [0.11 10,25 5 |5
11oo| 0,1 [ 0,15 *CP_ |15 3[oo| 1,2 | 0,4 [ 0,10 | 0,22 )
Tioo] 0,2 | 0,12 *CP-rang| 2 | 2 3[oo| 1,2 | 0,4 [ 0,14 | 0,22 8 |2
T1[oo] 0,3 | 0,11 *CP |3 | 1 3[oo| 1,2 | 0,6 0,10 | 0,24 1 |4
11]oo| 0,4 | 0,14 14 3[oo| 2,1 | 0,3 | 0.9 | 0,21 *CP 3] 1
Ti[oo| 0,5 | 0,11 *CP | 5| 1 30| 21 | 05 | 09 0,23 3 |3
17101 0,0 cP_ |00 3[oo| 21 | 0,7 [ 0,11 10,25 5 |5
7] 2] 0,2 [ 0,18 212 3[oo| 2,2 | 0,4 [ 0,10 | 0,22 )
1910 0,0 CP 00 3|loo| 3,1 0,3 0,9 | 0,21 *CP 3| 1
19]o0] 0,3 | 0,19 *CP | 3| 1 3[oo| 3,1 | 03 [011 021 [*CP| 5 |1
19({cc| 0,5 | 0,19 *CP 511 3loo| oo 0,3 0,9 | 0,21 | *CP 3 1
310 0,0 0,2 0,6 | 0,20 CP 00 3|loo| oo 0,3 | 0,11 | 0,21 | *CP 5 1
312 0,2 0,4 0,8 | 0,22 212 3|loo| oo 0,3 | 0,13 | 0,21 | *CP 7 1
32| 0,2 0,6 0,8 | 0,24 CpP 214 3loo| oo 0,4 | 0,10 | 0,22 | *CP 4 2
32| 0,2 0,8 0,8 | 0,26 CpP 216 3loo| oo 0,5 0,9 | 0,23 |**CP 3 3
3[2 02 | 12 |08 [028| CP |23 3[oo| o0 | 05 0,11 10,23 5 |3
312 1,2 04 (0,12 | 0,22 CpP 6| 2 3loo| oo 0,5 | 0,13 | 0,23 7 3
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