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Abstract. Using R.P. Langlands' method, we give an analytic proof of the
classification theorem of the unitary representations of Ramond and Neveu-
Schwartz superalgebras, first proved by D. Friedan, Z. Qiu, and S. Shenker by a
numerical argument.
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I. Enonce du probleme

/./. Introduction

On s'interesse aux representations de l'algebre de Virasoro et ses analogues super-
symetriques (Ramond et Neveu-Schwartz): on construit une forme bilineaire
contravariante sur Γespace de la representation (cf. [4, 6, 10]), et on cherche les
representations qui sont unitarisables pour cette forme.

Le fait majeur est que Γon trouve un quart de plan «trivial» d'unitarisabilite, et
des «series» indexees par des entiers (cf. [1-3,7, 8,10 et 11]). Le paragraphe II.l est
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consacre a Γanalyse du cas «trivial» z ̂  3/2 et h ̂  0. Et, a partir de ce paragraphe, le
plan de Γouvrage suit celui de [8]. Les proprietes decoulant immediatement de [8]
(et, pour certains points techniques, de [9]) seront enoncees par souci de
completude, mais non redemontrees.

Les Theoremes 2 et 3 ont ete enonces, et une preuve reposant essentiellement
sur des calculs numeriques est donnee dans [2, 3]. Les theoremes reciproques sont
demontres dans [7]. Une demonstration analytique du Theoreme 2 est donnee
dans [8].

1.2. Super-algebres et Super-algebres de Lie

Definition 1. Si G est un groupe abelien, une algebre A est dite G-graduee si A se
decompose en une somme directe de sous-espaces A= ® Aa9 pour lesquels

aeG

AaAβQAa + β. Un element a de Aa est dit homogene de degre α, on note degα = α.

Remarque. Si dans une formule, on ecrit degα, ceci sous-entend que a est homogene
et que la formule s'etend par linearite a A.

Definition 2. Une super-algebre est une algebre Z2-graduee. Les elements
homogenes de degre 0 sont dits pairs, ceux de degre T sont dits impairs.

Definition 3. Une super-algebre de Lie est une super-algebre A = AQ®AI avec un
crochet [ , ], tel que:

(SL1) [α, fc] = ( - 1 ) ( d e g α ) ( d e g & ) [fc, a] (anticommutativite),

(SL2) [α, [b9cj] = [[α,b],c] + ( - l)(degί i)(degfe)[fe, [α,c]] (identite de Jacobi).

Remarques. AQ est une algebre de Lie ordinaire. A-γ est un ^-module.

La donnee de cette super-algebre de Lie est alors equivalente a la donnee d'un
homomorphisme de A^-modules φ:S2Aι-+Aϋ tel que φ(a,b)c + φ(b,c)a
+ φ(c,a)b = 0.

Exemple fundamental: Si A est une super-algebre associative, le crochet [α, fc]
= ab-(-l){dega){degb)ba en fait une super-algebre de Lie.

Remarque. On construit, comme pour les algebres de Lie, la super-algebre
enveloppante universelle par T(A) = K@A@{A(g)A)(&.... Les A®...®A etant
tous Z2-gradues, T Test aussi par linearite. On a alors U(A)= T(A)/R oύ R est
l'ideal bilatere engendre par les [α,fe]-α®fc + (-l) ( d e 8 α ) ( d e g Z ) ) ί)®α.

Theoreme 1 (PBW). Si A = AQ®AI est une super-algebre de Lie, aua2, . . . ,α m une
base de AQ et bί9 b2,..., bn une base de A-x, alors une base de U(A) est donnee par les
elements de la forme a^...a^b^...bis avec kt^0 (pour 1 ̂ / ^ m ) et 1 Sh < h <

< is ύ n.

Cf., par exemple, [5].

1.3. Valgebre de Virasoro. Le theoreme de Friedan-Qiu-Shenker

On peut construire Γalgebre de Virasoro de differentes manieres (toutes instruc-
tives). L'une de celles-ci consiste a s'interesser a Γalgebre v, algebre de Lie des
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champs de vecteurs sur le cercle a serie de Fourier finie (i.e. polynomiaux). On sait
alors que H2(v, C) = C. Un cocycle non nul est donne par:

1 liΘ d\ ζ k(k2-l)
^V TθΊe Tθ)=d--> 12

pour kJeZ. L'algebre de Virasoro est alors isomorphe a Γextension centrale
(universelle) ^ = v©C, correspondant au cocycle y.

L'isomorphisme envoie Lk sur ί - ekίθ -—, 1 ] et Z sur (0,1). Et, en fait (E est le
revetement universel de v. ^ ι '

On obtient ainsi une algebre de Lie complexe ayant pour base {Lk,Z}keZ,
satisfaisant aux relations:

[ L B , Z ] = 0 .

La sous-algebre de Cartan associee est alors j f = C L o 0 C Z , et, pour λe J f * tel
que λ(L0) = h et λ(Z) = z, on definit

Mλ ={ve M/Lov = hv, Zv = zv},

oύ M est un JΊ?-module.
Une representation M de ^ avec plus haut poids λ est alors une representation

engendree par un vecteur vλ tel que:

{ Ί pour fc>0,
[Lovλ = hvλ et Zt;A = zι?λ

ι;λ est alors appele vecteur de plus haut poids de M.
Le module de Verma associe a λ est alors ainsi construit:

M(λ)=U($)®UiB)C(λ),

oύ J* est le sous-espace de Borel associe a G (i.e. £% = J f Θ ^ , avec y Γ = 0 Lt-

on note egalement Jί~ = 0 L^-), et oύ C(A) est le J^-module de dimension 1
i<0

avec une Jf-action donnee par λ et une ^-act ion triviale.
Par simple calcul de crochets, il est alors clair que M(λ)= © M(λ)λ-m. On

meN

construit ensuite une forme bilineaire symetrique contravariante ainsi: Soit ω
Γantiautomorphisme lineaire de U^S) tel que ω(Lfe) = L_fc, fceZ et qui laisse
invariant Z. Soit β la projection de U(<g)=U(J#')®(Jr-U(&)+U(<g)Jr) sur
U(J^); remarquons enfin que Γon peut prendre pour vλ le vecteur 1 (x) 1 de M(λ). On
definit alors:

<Xvλ9Yυλy = (λ
La forme est contravariante en ce sens que:

pour X E JJ^S) et v, w e M(λ). Grace a cette contravariance, on a une decomposition
en somme directe orthogonale (i. e. (v, w> = 0 si v e M(λ)μ et w e M(λ)v pour μ φ v). II
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est alors clair que le Radical de cette forme est Γunique sous-module maximal de
M(λ% et done que L(λ) = M(/l)/Rad < , > est Γunique quotient irreductible de M(λ).

On dit alors que la representation defϊnie par λ est unitarisable si, sur L(λ\ elle
donne une representation unitaire. D'une maniere equivalente, ceci signifie que la
forme <•, •> est non-negative sur M(λ).

On a alors le theoreme suivant (cf. [2, 8]):

Theoreme 2 (Friedan-Qiu-Shenker). La forme <• ,-}est non-negative si et seulement
si:

(i) soit zΞ>l et h^Q,
(ii) soit il existe un entier m^.2 et deux entiers p, q tels que 1 ̂ q^p<m et:

z = 1 6 h=((m+l)p-mq)2-\

m(m + l ) ' 4m(m+l)

L'objet de la presente etude est de prouver Γanalogue de ce theoreme dans le cas
super-symetrique (cf. egalement [3]).

1.4. Les super'-algebres de Ramond et de Neveu-Schwartz

Celles-ci sont defmies par les relations suivantes:
(i) vε est engendree par Z, {Lk}(fceZ), {F j ( l 6 ε + Z), ε = 0 ou 1,

(ii) [ L i , L J = ( i - j ) L / + J . + ^ ( i 3 - 0 ( 5 i f _ j Z ,
(iii) [Fb Fj-] = 2Lί+j + i(i2 i)δ Z

(iv) [ F ι , L J ^

(v) Z est central.
vε> o est engendree par Z et les Lk, et vε j est engendree par les Fk.
La sous-algebre de Cartan est definie de la meme maniere, en rajoutant (si

necessaire) F o .
Les notions de sous-espaces propres associes a un poids, de representations

avec plus haut poids, de modules de Verma se generalised immediatement; et on a
encore (avec exactement la meme construction) une unique (a multiplication par
un scalaire pres) forme bilineaire symetrique contravariante, ainsi qu'un unique
quotient irreductible.

Nous nous proposons alors de demontrer le theoreme suivant:

Theoreme 3. La forme <, , > est unitarisable si et seulement si:
(i) soit zΞ>3/2; h^0(ε=l/2) ou λ reel (ε = 0),

(ii) soit il existe un entier m et deux entiers p et q tels que:

et p-q + l-2εe2Z,

Λ((

8( 2)( 4) + 8 \2

On abregera souvent π(X) v en Xv.
Si a et β sont deux multi-indices (ni9...,nt) et (Zl5 ...,/s) (respectivement),

avec n1^n2^..^nt>0 et lγ>l2>... >ZS, r, s e N , on note: a-β le double multi-
indice donne par oc et β,
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Alors le module de Verma V( = M(λ)), est engendre par les va.β pour a et β
dέcrivant tous les multi-indices entiers.

On a necessairement λ2 = h— —, en effet:

Z
3~24

Et done, les representations sont indiciees soit par h et z, si ε = 1/2, soit par λ et z
sinon.

II. Premiere analyse du probleme

//./. Premiers parametres: p,q et m

Premiere reduction.

L e m m e 1 [ 8 ] . Si la forme ( , •) est non-negative, alors / i e R + , z e R + , et h^ — 5/

z(m)=hl-
2\ (m + 2)(m + 4)

+ 8 ( 2

Pour kί^k2^: ...^kr>0 et / t > . . . > / s > 0 , 50/ί α β = (ku ...,fcr) (Zl5 . . . , / s ) , notons

ρ(oc.β) = r + setv(ocβ)= Σ K+ Σ 'r

Alors V= © VnavecVn = YQCt(va.p/v(of β) = n\etlesVnsont2ά2orthogonaux

pour /α forme <•,•).

II existe une autre forme sesquilineaire definie sur K a savoir {ϋα.̂ , uy.^}
= α̂,ŷ /3,ό έtendue par linearite. Les Vn sont encore orthogonaux pour cette forme
et, en se restreignant a Vn, on peut ecrire:

avec Hn operateur lineaire hermitien (dependant de (h, z) ou de (2, z) selon le cas).
Denotons par P(n) la dimension de Vn. Le point crucial de la demonstration est

la formule de Kac pour le determinant de Hn (cf. [7] par exemple):
ί

Λ Π Π (h-hlJm))\ 2 i si z = z(m),
k^2n pq = k

1 -2ε + p-qe2N

avec An > 0. ^
Cette formule permet de demontrer la non-negativite pour /z^O, z ^ - , et
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Proposition 1. La forme <•, •> est non-negative pour h^O, z ^ -, h^. -^- (si ε ^

Demonstration. Par continuite, il suffit de le voir pour h > 0, z > §, λ e R. Si z = z(m)
> § , alors:

pour ε = 0

247 V P'q 2y 24 8(m + 2)(m + 4) '

or z(m)>I impose (m + 2) (m + 4) <0. Done h — h°pq><d. Pour ε = \, z(m)>§ impose
me]—4, — 2[ ou m = 3 + i ^ e R , f 2 = —1).

Dans le premier cas 2q^(m + 4)(p — q) + 2q prouve que /ip,/2,(m)^0; dans le
second cas, on a Im(/2^(m)) + 0.

D'oύ det Hn =t= 0. II suffit done de prouver la proposition pour une paire (h, z) (ou

On va demontrer par recurrence que:

w \υ<x βi υa β/—La,βn \λ ~^~ υ\1)) 7 ^Όcβ^V,

( Q(Λ β) + Q(yδ)\

(ii) (va.β,vy.δ) = o{h 2 )si (α β)ή=(y δ).

La recurrence se fait sur ρ(α β) + ρ(y δ).
Pour prouver ceci, nous avons besoin de deux Lemmes de «reordonnement»

assez naturels et dont les demonstrations sont triviales:

Lemme 2. Pour tout r ^ l , ft)ig^feN*r, fe)i^^re{0, \}r

.A _kr ... Λ. -kιVφ— 2J άVα P)V(x. β>

v(a*β)= J ^ f

oύ on a convenu X°-kι = L_kι et Xl-k. = F_kι et oύ les s(oc β) sont des reels (en fait au
plus demi-entiers), independants de h, z et λ.

Lemme 3.

si l> Σ nh

t '

• β)va.β si IS Σ ni
i=l

oύ les s(α β) sont nuls si v(α β) + — I + Σ ni9 ou si ρ(α β) > t.
i = I

Et oύ (n l 5 ...,nf) estquelconque dans Nr, ZeN, ί e N * .

Demontrons la proposition. Si ρ(α β) + ρ(γ (5) = 2:
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2e cas.

θ, sίn^

) ' sίnon'

3e cas.

(L_niυφ,L_n2υφ) = (Ln2L_nίυφ, vφ}

7 I

0, 5/ nίφn2

2nΛhΛ—--—^ z sinon.
1 6

Comme λ~h1/2, la propriete est verifiee.
H . TT .

r-1 => ttr

1er cas: βouδφφ; alors notons <5 celui qui contient le plus petit indice / dans son
ecriture (lu ...,/s). On a:

avec mu^/ s (et eventuellement 5 = 0, i.e. F_ls...F_hL_nt...L_nι = L_nt...L_nι)
On a done:

4 m 2 —1

Pour le 1er terme, on applique d'abord le Lemme 3 et le Lemme 2, puis
/ ρ(« jg) + (g(y ^ ) - l ) \

Γhypothese de recurrence, et on obtient un O\h 2 ), e'est-a-dire un
/ e(g y

o(h
Au dernier terme, on applique Γhypothese de recurrence, et on obtient un
Q

0{h
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Quand aux autres termes, on peut leur appliquer le Lemme 2, sauf peut-etre
pour j = s - dans le cas oύ ls = mu -, et on obtient le meme ordre de grandeur que
pour le premier terme, sauf si on est dans le cas ls = mu, oύ on obtient:

2 Λ + Σ "j+ Σ l j ) < v a β>,Vy.δ>>
\ ί=l 7=1 /

avec βf = (mί,...,mu-ί) et δ' = (lί, . . . , / s _ 1 ) . En appliquant une derniere fois
Γhypothese de recurrence, on obtient H r

2e cas: /? = δ = 0. O n pose alors y = (fcl5 ...,kr) et α = (n l 5 ...,nt). O n suppose, de
puls, que kr^nt.

= Σ (fcr + /j)<Lk l...Lk r_1L_ l l t...L_ L_( k r )L_
I L

_ L_( k r )L_ ..L_Π l

Pour les termes tels que lj — kr>0, on applique le Lemme 2 puis Γhypothese de
recurrence, et c'est fϊni. Pour les autres - i.e. j>i - on obtient

2kr

r(y)\

)Cest-a-dire Ah(Lkί ...Lkr_iL_nt_ί...L_nιvφ,vφ} + o\h 2 )avec A>0.
Et la recurrence se propage une fois de plus.
Des lors la positivite est claire en decomposant sur la base formee par les

va.β. Q.E.D.

11.2. Domaine d'έtude; Premier point caractέristique

Construction du domaine d'etude:
Remarquons que z( — 6 — m) = z(m) et hε

pq( — 6 — m) = hε

pq(m), done on se
limite a θ ^ z ^ | pour m ̂  0.

On a alors: / £ » - * ; , » = ^ ^ ^ i e P>q

Pour m>0 definissons M(m) tel que:

)/ et

i/(m + 2)(m + 4) .
Remarquons que M ^ 2 , et que MΞ> / si ε = 0.

Soit D le domaine de R 2 defini par
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Propriete 1 [8].
(i) hlJίm)^h^hlP(m)<>(p,q)eD9

(ii) D contient un point de N 2 avec y > 0.

Posons p(h,z) = Minp et q(h,z) = Minq (respectivement pour (λ,z)) oύ les
minima sont pris sur {(p,q)eD/p — q + ί—2εe2N}.

Alors 3pr,q' tels que (p,q')eD et (p',q)eD. Et on a qt^q' et p^p',

done *p^q'^q

(
Et done (p, q) e D.

Definition 1. Si p — q + ί — 2εe2N, on pose P(h9z) = (p,q) (respectivement pour
(l,z)). Sinon, on peut remarquer que (p + l9q) et (p,q + l) sont dans D, car, en
regardant le raisonnement precedent on s'aperςoit que (p, y)eD pour q^y^q' (et,
ici, q' > q), et que, de meme, (x, q)eD pour p ^ x ^ p' (et p' > p). On est alors amene a
poser, dans ce dernier cas: P(h,z) = (p + l9q) (respectivement pour (λ,z)).

Propriete 2. Si (po,qo)eD, avec p0 — qo + \ — 2εe2N, alors le produit poqo est
inferieur au produit des coordonnees du point P(h9z) si et seulement si
P(h,z) = (po,qo).

Demonstration. Posons P(h9 z) = (p9 q) (ceci est une nouvelle notation et non pas une
supposition) et 2n = pq.

si poqo^2n et po^qo avec (pOiqo)Φ(p,q) et p o -^r o + l - 2 ε e 2 N , alors soit
po<p, soit qo<q. Done (po,qo)φD.

Si P(ft,z) = (p(Λ,z) + l, q(h9z))9 alors:
Si p0 et q0 verifient les memes hypotheses que precedemment, alors on a p0 <p

ou qo<q. Dans ce dernier cas (po,qo)φD. Dans le premier cas, si po<p — l on a
encore (p0, q0) φ D on etudie done le cas oύ p 0 = p — 1 et g0 = g + 1 . On a pq — p og o

= p(h,z) — q(h9z); done il est necessaire qu'il y ait egalite: p(h,z) = q(h,z). Alors, en
reportant dans les inegalites de definition de D

(m + 2)p-(m + 4)g^ - M ; (m + 4)p-(m + 2 ) ^ ^ M ,

M
on obtient p(h,z)~q(h,z)= — . Mais alors (m + 2)p o -(m + 4)^fo= — M —(m + 4)

<M
Et on a encore (p0, ̂ 0) ^ D (le cas q0 > q + 1 est exclus, car, dans ce cas, po^o > PQ

p — q—l >pq; en effet p — q — ί=p(h9z) — q(h

Proposition 2 [8]. Si P(h9 z) (respectivement P(λ9 z)) est interieur a D, alors la forme
<•, •> prend des valeurs negatives sur V.

Definition 2. Soit r^s des entiers naturels non nuls. Posons

hlr(m)), s i r φ s
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De sorte que si {r,s)φD et r + s, alors φε

rJm)>0. On a egalement:

M
φr,r<0or>—.

Remarquons que si r2=pq, alors φr r^0:
(r + l,r — l)φD, sinon ceci contredirait le fait que pq est minimal; done, en

tenant compte de:

et, en remarquant que M < 2 r < M + 2 entraine 2m + 6 + 2r>M et 2m + 6 — 2r
> - M , on obtient:

- 2 r > M car (r+l,r- l)£Z).
rcarp^getpg==r2. Orp = r => g = r, et alors </>r?,. = 0. Et sip^r + 1,

= r2). En reportant, on trouve:

Et ceci est une contradiction.

III. Analyses locales; fin de la demonstration

IILί. Domaine de variation du parametre reel m

Posons maintenant P(h,z) = (p,q). On voit qu'il y a trois cas:

(A)

(B)

(C) (m + Ί)p — (m + 4)q=—M (p + q).

Lemme 1 [8]. Le cas (C) ne se produit pas.

Desormais nous fixons {p,q). Dans le cas (A) [respectivement (B)], on aura
h = hqp(m) [respectivement hPtq(m)~].

Lemme 2 [8] . (i) Lensemble de tous les m ^ O pour lesquels h = hqp(m) et z = z(m)

donnent le cas (A) est ΐintervalle m>p + q — 4[ά condition d'exclure le cas non

M
interessant q^ —

2
(ii) ϋensemble de tous les m ^ O pour lesquels h — hε

pq(m) et z = z(m) donnent le
cas (B) est ΐintervalle m>p + q — 3, sauf si p = q = l9 auquel cas c'est m ^ O .

M
Remarque. Dans le cas (A), avec ε = \, si q^ —, la forme <•, •> prend des valeurs
negatives sur V.
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Demonstration. On a φqq<0, et si r est tel que 2(r— l)<M^2r, alors rίgg et en
raisonnant comme dans la Proposition 2 du II, on obtient detH^<0.

Pour O^z<f, m est une fonction analytique de z, et on peut ecrire:

hε

pq(m) = hε

pq(z) = h(z) et de merne pour le cas hqp.

Fixons z et considerons Hε

ni(h, z) comme une fonction de h, au voisinage de h(z).
Ses valeurs propres sont les solutions d'une equation polynόmiale a coefficients
polynόmiaux (done analytiques reels). De plus ses valeurs propres sont reelles pour
h reel, car Hε

ni(h, z) est symetrique; on peut ainsi faire un developpement de Puiseux
des racines:

aί(h) = aiO + ocn{h--h{z))1/k + (xi2(h-h(z))2/k+... pour 1 ^ / c ^

Mais alors α^ est reel pour tout j :
0Ci(h) est reel pour h reel; h(z) est aussi reel.
Done ai0 est reel; mais alors aussi

«α= l l m \jΓ-
*-*<*) \_(n-

Et ainsi de suite pour tout j .
Mais, en multipliant h — h(z) par ev~lπ= — 1 eR, on obtient:

ΌoncjφkZ => otij = O.

On peut aussi prendre fe= 1 et:

Propriete 1.

φ) = α i 0 + α,!(ή - ft(z)) + αi2(Λ - h(z))2 + ....

Done, cf. [8], dans un voisinage de (h(m\z(m)\ on peut trouver une fonction
analytique v(h,z) a valeurs dans Vn telle que v(h,z) soit de norme 1, soit vecteur
propre pour J?J;(/z, z), et corresponde a la valeur propre 0 quand /z = /z(m); z = z(m),
cf. [9].

De plus,

Lov(h(m)9 z(m)) = (h{m) + n) v(h(m\ z(m)),

Lkv(h(m), z(m)) = 0 pour k> 0,

car (Lkv(h(m% z{m)\ u} = (v{h(m\ z(m)), L_kM> = 0 Vw e Fn_ f c.

Or, Lkv(h(m), z(m)) e Vn_k et Hε

n_k(h(m\z(m)) est inversible (car n — k<ή).

Done, Lkv(h(m),z(m))e Vn^k = {0}.

II existe done un homomorphisme de vε-modules

Jj . |/h(m) + «, z(m) _^ yΛ(m), z(m)

transportant t M"1)-1-".̂ ) s u r v(h(m),z(m)).

Grace a ce vecteur, on va pouvoir etudier la structure de la forme hermitienne
contravariante quand m tend vers Γinfini.
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Definition 1. Pour nί<ri ou mφm', posons Unί = Unι(m) Γespace des vecteurs
propres pour 0 dans Vni.

Pour (h,z) voisin de (h(mf),z(m')\ on pose:

On definit alors Un{m) = Un{h(m\ z(m)). Les deux definitions coϊncidant quand
elles s'appliquent toutes les deux cf. [8]. Alors, Unι(m) est defini et est une fonction
analytique de m: II existe {v^m),..., vP{nι)(m)} tel que uf(m) soit analytique en m, et
{^(m),..., ^dimC/ni(m)} soit une base de Unι(m).).

Soit Wni son orthogonal par rapport a la forme {•,•}.

777.2. Deuxieme point caractέristique du probleme

On va, maintenant, chercher a defϊnir un deuxieme point caracteristique du
probleme. Ce point va correspondre au deuxieme point minimal pour la fonction
produit sur la frontiere de D, avec la bonne parite.

Si on regarde les droites x — y = p — q + 2k, avec fceZ, et leurs intersections
avec 7), on se rend compte que les points minimaux correspondent (si cette
intersection existe) a k = — 1 dans le cas (A), et a k = 1 dans le cas (B).
Malheureusement, cette intersection n'existe pas toujours dans le cas (A), comme le
montre un petit calcul. Aussi, dans ce cas, il faut distinguer deux sous-cas,
correspondant, respectivement, a:

Cas (Al): p — q^3 ou p — q = 2, avec m non entier.
Cas (A2): p — q = l ou p — q = 2, avec m entier.

Remarque. Le cas m entier ne nous interessera pas, puisque c'est justement ce que
Γon veut demontrer.

Dans le cas (Al), Γintersection des 2 droites (m + 4)x — (rn + 2)y = M et x — y
= p — q — 2Qstun point (x(m), y(m)) avec p' — 1 < x(m) ̂  p' pour un certain p'^.p—1.
Si x(m) = p\ alors y(m) = q/ = pf — p + q + 2, et m = p' + q — 2.

Dans le cas (A2) ou (B), Γintersection des 2 droites (m + 2)x — (m + 4)y = M et
x — y = p — g + 2 est un point (x(m), y(m)) avec /?' — 1 <x(m)^Lp' pour un certain
//^/λ Si x(m) = p\ alors y(m) = q/ = p' — p + q — 2, et:

Dans le cas (A2): m = p'—p — 4.
Dans le cas (B): m = p + q' — 2.
Et on a done m e Z .

Remarque. En plus, dans le cas (A2), on a aussi

Definition - Proprietέ 2. * si p' — 1 <x(m)<p' et si (p l 5^i) est sur la frontiere de D
avec la bonne parite, et si p1q1 SP'Q\ alors (Pι9qι) = (p,q)

* si x(m) = p' et (Pi,<h) comme ci-dessus, alors (p1 ?^i) est soit (p,q), soit (p',q').

Demonstration.
Cas (Al):

On ecrit pί—qί=p' — q' + 2k, keZ.
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Si fc^O, alors

Done pι ^x(m), soit p^p'. On a aussi qγ =q' + (Pi— p') — 2k\ et done le seul cas
possible d'egalite est: (p1,qι) = (p',q/).

Si fc=l, on a p — q = P\—Qtv Et de

4 ) 1 = M ou

1 = — M ou

on tire:

Le troisieme cas est clairement impossible; quant au premier, il est admis dans le
lemme. Reste le second:

Done p'-^p + M — 2, soit q'^q + M, d'oύ la contradiction sur le produit
Si fe>l, remarquons

(m + 2) (x(m) - y(m)) + 2x(m) = (m + 2)(p-q)-2q,

m + 2 — x(m) + #.

Soit alors x' = x(m) + 2fc,

(m + 2)x; - (m + 4) j;(m) = M - 2x(m) - 2y(m) + 2k(m + 2)

^ M + 2(2(m + 2) - x(m) -

Done /?! ̂ x ' et qι ^y; soit q^q' et /?! >/?'. Contradiction.
Cas (A2):
Ce cas est trivial, car, en ecrivant p1—q1=p — q + 2k, on a:
Si k< — 1, la droite x — y — Pi—q^ ne rencontre pas Zλ
Si fe= — 1, on a encore:

Encore une fois, seul le deuxieme cas pose probleme, et on a:
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On conclut encore que p' ^ p + M — 2, et q' ̂  q + M
Sifc^O,

d'oύ Pi^p''. Contradiction.
Cas (B):
On procede de meme.
Si/c^O,

On retrouve comme seule possibilite (Pi,qi) = (p\q').
Si k= — 1, en ecrivant de meme les equations de la frontiere de D, on obtient

comme possibilites:

U-q,-p)

(Pi^i) = | (M-q,M-p)

[
Seul le deuxieme cas pose probleme:

SipΦί/, alors M = (m + 4)(p — g) + 2q>m + 4 et done pf^M~q, soit g' < M — p, et
on a une contradiction sur le prodαit P-L^J.

Si, au contraire, p = g le seul point commun entre la droite x = y Qt D est (p, q\
done le probleme est clair [en fait, p = q:=Pι = <h =M/2J.

Si k < —1, on a encore m + 4 = x(ra) + g et

Soit pγ<,p' et ^ ! > ^ . Q.E.D.

II nous faut etablir la Proposition suivante:

Proposition 3. Si le cas (A) ou (B) se produit, et que p' — 1 < x(m) < p\ alors la forme
<•, •> prend des valeurs negatives sur V.

Nous allons faire un raisonnement par Γabsurde.

Remarque. On peut fixer p5 q, p' et laisser m parametrer la courbe z = z(m);
h = hε

Pίq(m)(B) ou h = he

Ptq(m)(A).

III.3. Analyse locale de la forme hermitίenne contravariante

L'etude se conduit assez simplement, mais demande un peu de technique. Tout
d'abord, il s'agit d'etudier Γhomomorphisme mis a jour au Paragraphe 1.

Lemme3.

Dέmonstration. On doit prouver que h(m') + n + hpuqi pour p1qι^2(n' — ή), i.e.:
Dans le cas (A):
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Dans le cas (B):

Et, ceci est equivalent a:

±[(rn' + 4)p1-(m' + 2)qJ (A) ou

m' + 2 et m' + 4 sont premiers entre eux si nϊ est impair (mf e N); et, sinon, ——— et
m/ + 4 1

 2

le sont.

Raisonnons par Γabsurde: Dans le cas contraire,

Ik Z t e l Q e ί P ± ^ i f c ( m + 4 ) e t ± p 1 ^ k ( m + 2)(A) ou

I p ± P i = fc(w' + 2) et ±q1-q =

Ecrivons piq1^2(n' — ri) = p'q' — pq sous la forme:

Soit:

a = 4 si (A)

0 = 2 si(B)

Si /cφ ± 1 le signe du produit est done celui de (1 — k2){m! + 2)(mr + 4). Et done,
necessairement, fe = 0.

Si k = ± 1 le produit est clairement negatif.
Mais si k = 0, alors

Γp ± # 1 = 0 et <?=+/?! (A) ou

ί = 0 et q=±q1φ)-

Et ceci est evidemment une contradiction. Q.E.D.

On voit facilement (cf. [8]) que Jnι(m\ restriction de Hnι(m) a Wni, est non-
singuliere sauf peut-etre si n = ή Qtm = m'. L'operateur Jnι etant continu, et meme
analytique, notre supposition implique alors que Jnι est positive (en tant que
forme) pour tout m, si nι <ri. II s'agit, maintenant, de Γetudier au point critique:
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Lemme 4 [8]. Au voisinage de (h(rri), z{m')\ on a:

α(Λ, z) = a(h, z) (fc - h(z)) avec 0 < A ^ |α(A, z)| ^ I/A

si: A est une constante,

Hn(h, z) υ(K z) = α(fc, z) ι;(ft, z) cf. III.l,

h{z) = ^ 9(m) ou h* t p(m), si z - z{m).

Lemme 5 [8]. Soit Kn>(h,z) la restriction de Hn{h,z) a Un{h,z).
Dans un voisinage de {h(m')9 z(m')), on a:

det Kn.{h, z) = k{h, z) φ, z)P{n' ~n)

et, il existe une constante K telle que: 0<K^\k(h,z)\^l/K.

On en deduit la propriete fondamentale suivante:

Propriete 3 [8]. Au voisinage de m\ il existe D e R

tel que det Jn{m) = d(m) (m - nϊ) avec 0 < D ^ \d(m)\ ^ 1/D.

Ainsi, on obtient que pour rri>m, la forme prend des valeurs negatives car
detJn(m) change de signe en m'.

Corollaire 1 [8]. (a) 5/ x(m)>p'—l, x(m)φp' et nί^n/ = ̂ pfq\ alors la dimension
de Γespace des vecteurs nuls dans Vni est P(nx — n).

(b) si x(m) = p'etn1< n\ cette dimension est encore P(nί — n\ mais ήnλ = ή c'est
P{nx-n)+\.

Ill A. Etude locale a Γinfini

La conclusion de cette etude est done:
La supposition que Hni(h(m),z(m)) est non-negative pour un m donne

(// — 1 < x(m) < p') a amene la conclusion que Jni(m) est positive pour des m grands,
si nx <n\ mais que Jn{m) a au moins une valeur propre negative pour m grand.
Nous montrons maintenant, pour conclure, que ceci est impossible en etudiant ce
qui se passe a la limite (i.e. z->3/2). /. , 2 \

Quand m tend vers Γinfini, (hε

pq(m),z(m)) tend vers le point ί — - — , 3/2 ) si

/ \

ε = 1/2, et (λ(m), z(mj) tend vers ί + — — , 3/2 I sinon. On designera le point limite

par un indice 0 (e.g. (ho,zo)). ^ K 8 ^ 1

Si p=¥q, on peut parametrer la courbe par μ=—; sinon, on peut prendre

μ = 3/2 —z. Des lors les matrices Hni(μ) = Hni(m) = Hni(h(m), z(m)) sont des fonc-
tions analytiques du parametre μ, et les valeurs propres de Hnι(μ) sont alors
donnees par des series entieres:

Nous defϊnissons V^ comme etant Γespace des valeurs en μ = 0 des / germes de
fonctions holomorphes au voisinage de 0, a valeurs dans Vni, et telles qu'il existe g
germe en 0 de fonction holomorphe a valeurs dans Vni et:

Hni(μ)f(μ) =
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Lemme 6 [9]. 77 existe P(μ) et Q(μ), deux matrices analytiques telles que:
Leur dέterminant commun est constant, egal a 1.
La matrice P(μ)Hnι(μ)Q(μ) est diagonale (et on peut rneme faire en sorte que les

coefficients diagonaux soient ordonnέs par ordres en μ = 0 dέcroissants).

Lemme 7 [9]. Si on note d^^ΌimiVtfj?), alors:

7/7.5. Conclusion. Le thέoreme FQS

Definition 3. Si / et g sont deux germes, en 0, de fonctions a valeurs dans Vnί, telles
que Hni(μ)f(μ) est d'ordre au moins k, en 0 (respectivement pour g), on pose:

<f,g>k(μ) = μ-k{Hnι(μ)f(μ),g(μ)}.

Si v,we Vfy\ avec v = f(0) et w = g(0), on pose:

(v,w\=)imμ-k{Hnί(μ)f(μ)9g(μ)}.
O

La definition est licite car, si /(0) = /z(0), alors (/ — ft)(0) = 0. Et alors, en
s'interessant au cas a (f — h)(μ) = μf1(μ), on obtient:

On peut egalement remarquer que le calcul precedent prouve que V^+ x et Fo

(^ }

sont orthogonaux par rapport a la forme <, , }k; et done, celle-ci induit une forme
bilineaire symetrique sur le quotient V^/V^+ί, notee similairement.

Propriete 4 [9]. La forme <, , >fe est non-degeneree sur Fo

("^, /c^O.
Posons

yk= 0 0 n i)

On etend la forme bilineaire que Γon avait pour chaque n l 5 a tout Γespace, en
decretant que les Fo

(^ } sont orthogonaux deux a deux, pour des nί distincts.
II est alors clair que Hni(μ) est non-negative pour de petits μ, si et seulement is

les formes <, , }k sont toutes positives.

Corollaire 2 [8]. (a) Les espaces Vk sont invariants par π = πho>z°, et done vε opere
sur X\

(b) La forme <(•, ) k sur Xk, υέrifie:

Lmx, y}k = (.χyL_myyk m e Z
F Λ y}k= <*> F -ny}k neZ.

Pour h ̂  0, la representation πκ 3 / 2 sur F Λ ' 3 / 2 , a un unique quotient irreductible
ρΛ '3 / 2, sur χΛ ' 3/ 2

? sur lequel on a une forme hermitienne qui fait de ρK3/2 une
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representation unitaire, dans le sens que:

= Qh-3'2(L.m) et β

h^2(Fnr = ρh^2(F.n).

Une telle forme est unique, a multiplication par un scalaire pres.
r2

P r e n o n s , e n p a r t i c u l i e r , h = —, reZ ( a v e c r = p — q).
8

Alors, h = h1

p

/

2

2

q2(O) si et seulement si r2 = (p2-q2)
2.

γ
De meme, si λ = + —-, r e N, alors ft = ft°2, ί2(0) si et seulement si r2 = (p2 — q2)

2.

En particulier ft = hε

r+ιl(0). Done r + 1 est le plus petit entier pour lequel Hn est
degeneree et comme, de plus, Γespace propre associe a 0 est de dimension 1, V1

s'envoie dans un quotient de γh + r+1>*/2

t E n continuant, on obtient:

Propriete 5 [8]. VK3/2 admet une filtration de sous-modules Vh>3/2(k), fc^O, telle
que:

la representation sur le quotient Vh'3/2(k)/Vh>3/2(k+ί) est Q

h^3^2.

En posant: ft(fc) = (r + 2fc)2/8 si ε = l/2, et λ(k)= ±{r + 2k)/]/ϊ sinon.
En conclusion, Xk est une somme directe de sous-espaces irreductibles et

invariants X), et la restriction de <, , }k a X) est soit positive, soit negative.
L'hypothese que nous essayons de contredire implique, alors, que la forme est
positive si X* contient des vecteurs de poids ft + nu nγ < n\ et qu'il existe j et k tels
que, sur X*j, la forme est negative et contient un vecteur de poids h + rϊ.

Le Lemme suivant assure done la contradiction:

r2 (r + 2/)2

Lemme 8. Uequation f- ή = rCa pas de solutions dans Z.
8 8

Demonstration. On peut reecrire Γequation sous la forme: 2n' = l(l + r).
Or 2n' = p'qf et r = p — q, done:

= p'q'-l2 + l(q-p)±2l

= ±21.

Or p' + l>l, done la seule solution est:

ou (B).

Dans le cas (Al), on obtient p' — q'=—l, et ceci est une contradiction.
Dans les cas (A2) ou (B), on obtient p — q = p' — q' — 2= — l , e t o n a encore une

contradiction. Q.E.D.

Ceci acheve la demonstration du Theoreme.
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