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Abstract. We study intersection properties of multi-dimensional random
walks. Let X and Y be two independent random walks with values in Z*¢ (d < 3),
satisfying suitable moment assumptions, and let I, denote the number of
common points to the paths of X and Y up to time n. The sequence (1,),
suitably normalized, is shown to converge in distribution towards the
“intersection local time” of two independent Brownian motions. Results are
applied to the proof of a central limit theorem for the range of a two-
dimensional recurrent random walk, thus answering a question raised by N. C.
Jain and W. E. Pruitt.
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1. Introduction

Soient X et X’ deux marches aléatoires indépendantes a valeurs dans Z¢ (d>1).
Nous supposerons toujours que X et X’ sont centrées, ont des moments d’ordre
deux et sont adaptées, au sens ou la trajectoire de X, respectivement de X', n’est
presque sirement pas portée par un sous groupe strict de Z%. On note X(0, ),
respectivement X'(0, n), la trajectoire de X, resp. de X’, sur Iintervalle [0, n]. Soit
I,=1X(0,n)nX"(0, n)| le nombre de points d’intersection des trajectoires de X et X’



472 J-F. Le Gall

jusqu’a I'instant n. On a I , = oo p.s. si et seulement si d <4. Ce résultat a été établi
par Erdos et Taylor [12], dans le cas des marches aléatoires simples (voir aussi
Lawler [24] pour le cas d =4). L’idée de départ du présent travail est, dans le cas ou
I, =0 p.s., d’étudier le comportement asymptotique de la suite (I,) quand n tend
vers I'infini. Nous nous limiterons aux dimensions d < 3; le cas d =4, qui présente
certaines particularités remarquables, sera étudié dans un article a venir [29].

Les propriétés d’intersection des marches aléatoires ont fait I'objet de
nombreux travaux récents motivés par des problémes d’origine physique. La
probabilité d’intersection pour deux marches aléatoires indépendantes en dimen-
sion 4 a été étudiée par Lawler [25, 26]. Une approche du méme probléme utilisant
la théorie du groupe de renormalisation a été développée par Felder et Frohlich
[13]. Le présent travail a été en partie motivé par 'abondante littérature
concernant les “self-avoiding random walks,” marches aléatoires s’évitant elles-
mémes, qui trouve son origine dans le fait que ces marches aléatoires un peu
particuliéres fournissent une bonne modélisation mathématique des chaines de
polyméres. Il semble en effet plausible qu'une bonne compréhension des “self-
avoiding random walks” doive passer par une étude approfondie des propriétés
d’intersection des marches aléatoires usuelles. Nous renvoyons a Freed [15] pour
de nombreuses références sur le sujet des “self-avoiding random walks” et les liens
avec la théorie des polymeéres, et 4 Brydges et Spencer [2] pour des résultats récents
intéressants concernant les grandes dimensions.

Décrivons briévement nos résultats, en supposant maintenant d<3. Le
théoréme d’invariance de Donsker suggére que la suite (I,) convenablement
normalisée devrait converger en distribution, quand n tend vers I'infini, vers une
variable aléatoire «mesurant le nombre de points d’intersection» de deux
mouvements browniens indépendants a valeurs dans IR%. Une telle variable
aléatoire a été introduite et définie rigoureusement par Wolpert [42] et Geman,
Horowitz et Rosen [16] sous le nom de temps local d’intersection. Soient Wet W’
deux mouvements browniens indépendants a valeurs dans R? (< 3) issus de 0. Le
temps local d’intersection de W et W’ est la mesure de Radon positive sur (R, )?
définie formellement, pour toute partie borélienne 4 de (R, )?, par:

(A= [dsdt 3o(Wi=W). (La)

ou J,y, désigne la mesure de Dirac au point 0 de R?. Nous renvoyons a [16] pour
une définition rigoureuse de a(4). La notion de temps local d’intersection permet
d’énoncer les premiers résultats sur le comportement asymptotique de I,.
Supposons que X et X’ sont isotropes, au sens ou la matrice de covariance de X,
resp. de X7, s’écrit ¢ - Id., resp. 0’% - 1d., ou ¢ et ¢’ sont deux constantes positives.
Dansle cas d =3 notons g, resp. ¢, la probabilité que X, resp. X’ ne revienne jamais
a son point de départ. Laissant de c6té le cas d = 1, qui est un peu particulier et plus
facile, on obtient:

—sid= 2, ILm ((Iog n)z/n)l,, — 4752“([0, 0-2] X [O, 0"2]) (lb)

~-sid=3,
lim n~ Y21, =qq (66"~ 2a([0, 6*] x [0, 6"*]) (1.c)
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ou dans les deux cas la convergence a lieu en distribution et of - ) est définie par (1.a).
On comprend mieux les résultats limites (1.b) et (1.c) en les rapprochant des
résultats correspondants pour le mouvement brownien, établis dans [27]. Pour
&>0 soit S,, resp. S, 1a saucisse de Wiener de rayon ¢ associée a W, resp. W, sur
Iintervalle [0, 1]: S, est ’ensemble des points de R? dont la distance a la trajectoire
de Wjusqu’alinstant 1 est inférieure 4 &. Si m désigne la mesure de Lebesgue sur R?
on a (voir [27]):

—sid=2, lim (log 1/e)°m(S,nS) = 7a((0, 11%) (1.d)
—-sid=3,
lim &~ 12m(S,NS?) = 4n([0, 11%) (Le)

avec convergence dans tous les espaces L? (1 < p< o). De fagon générale Spitzer
[38] remarque déja que les résultats portant sur la mesure de Lebesgue de la
saucisse de Wiener correspondent a ceux qui concernent le nombre de points
visités par une marche aléatoire. Cependant il ne semble pas facile de déduire
directement les résultats limites (1.b) et (1.c) respectivement de (1.d) et (1.e).

Le preuve de (1.b) et (1.c) repose sur la méthode des moments: on montre que
pour tout entier p=1, la suite des moments d’ordre p de I,, convenablement
normalisée, converge vers le moment d’ordre p de la variable aléatoire limite. Par
exemple si p=1 et en supposant pour simplifier que X et X’ ont méme loi et sont
issues de 0, on écrit:

E[I,]= Y P[yeX(0,mnX'(0,n)]= X P[T,=n]?, (1.9)
yezd yezZd

ou on note T,=inf{n=0, X,,=y}. (1.f) montre que pour trouver un équivalent de
E[1,] quand n tend vers l'infini il suffit d’étudier le comportement asymptotique de
P[T,=<n] quand |y| et n sont grands. Pour yeZ*—{0}, soit u, la loi de T,/|y|*
conditionnellement a { T, < oo} (le conditionnement est superflu si d =2). Toujours
dans le cas isotrope nous montrons que:

—-sid=2, .
,yl.linm (log1/lyDpy=p (Lg)

ou p(dt)=(1/2t)exp(—1/2c%t)dt et la convergence a lieu au sens de la topologie
vague des mesures,

—-sid=3, .
lim p,=p (Lh)
[p[=

ou u(dt)=0"1(2n) " 12t~ 312 exp(—1/20%t)dt et la convergence a lieu au sens de la
topologie étroite. On peut identifier les lois limites apparaissant dans (1.g) et (1.h)
comme les lois du temps d’atteinte de O par un mouvement brownien dans R, issu
d’un point x avec |x| =01, et conditionné a visiter 0. La difficulté consiste ici a bien
interpréter ce dernier conditionnement. (1.g) est I'analogue pour une marche
aléatoire d’un résultat relatif au mouvement brownien plan établi par Spitzer [37]
(Lemma 1). Utilisant la représentation (1.f) et les résultats limites (1.g) et (1.h) il
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n’est pas tres difficile d’obtenir un équivalent de E[1,] et méme de tous les moments
de I,, ce qui conduit aux résultats limites (1.b) et (1.c).

L’¢tude du nombre de points d’intersection de deux marches aléatoires
indépendantes est étroitement liée a celle du nombre de points visités par une seule
marche aléatoire. Considérons maintenant une seule marche aléatoire X a valeurs
dans Z“, adaptée, centrée et ayant des moments d’ordre deux. Soient M , 1a matrice
de covariance de X et 0% =(detM)'". Dans le cas d=3 notons 4 nouveau q la
probabilité que X partant de 0 n’y revienne jamais. Soit R, =|X (0, n)| le nombre de
points visités par X avant l'instant n. Dvoretzky et Erdés [7] ont montré que:

—-sid=2,

lim (logn/n)R,=2n6%, ps., (1.9
—-sid=3,
limn™'R,=q, ps. 1)

Ces résultats peuvent étre étendus a des marches aléatoires vérifiant des
hypothéses plus générales que les notres: voir Spitzer [39] (p. 38) et Jain et Pruitt
[20] pour le cas d=2. En particulier une application simple du théoréme
ergodique sous-additif de Kingman [23] montre que (1.j) est vérifi€ par toutes les
marches aléatoires transientes. Remarquons ici que le cas d =1 est trés particulier
puisqu’on peut montrer [20] la convergence en distribution de n~ /2R, vers une loi
non dégénérée. Les résultats limites (1.i) et (1.j) constituent la loi forte des grands
nombres pour R,: il est naturel de se demander §’il existe aussi un théoréme central
limite correspondant (d’autres résultats asymptotiques concernant la suite (R,)
ont été établis par Donsker et Varadhan [5]). Jain et Pruitt [19, 21] (voir aussi Jain
et Orey [22]) ont montreé le théoréme central limite pour (R,) quand d=3:

—sid=3,
lim (nlogn)~**(R,—E[R,])=C-N (1k)

—sid=4,

lim n~Y%(R,— E[R,])=C-N 1

ou la convergence a lieu en distribution, N désigne une variable normale centrée
réduite et C est une constante dépendant de X. Dans le cas d =2, le résultat limite
(1.b) peut étre utilisé pour établir le théoréme central limite pour (R,), répondant
ainsi & une question de Jain et Pruitt [20]:

~sid=2,
lim ((logn)*/n) (R, — E[R,])= —4n*a)(%,) (1.m)
ou la convergence a lieu en distribution et y(%,) désigne le temps local

d’intersection renormalisé d’un mouvement brownien plan avec lui-méme, défini
formellement par:

Y%1) ={os!<jts Y 00 W—W)dsdt—E [ §f 00\(Wy—W)ds dt} . (Ln)

ss<t<1)
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Remarquons que bien que chacun des deux termes du membre de droite de (1.n)
soit infini il est possible de définir leur différence comme une variable aléatoire
finie. Ce phénoméne a été observeé pour la premiere fois par Varadhan [40] et est
connu sous le nom de renormalisation de Varadhan. Différentes approches de ce
résultat ont été proposées par Rosen [35] et Dynkin [11]. Une construction
élémentaire de y(%,) est donnée dans [28] ou 'on montre aussi I'analogue
«brownien» de (1.m): soit S, la saucisse de Wiener de rayon ¢ associée a W sur
Pintervalle [0, 1], alors

lim (log 1/9)2(n(S,)—~ Em(S)]) = — (%), (Lo)

avec convergence dans L*(P).

Il est remarquable que contrairement a ce qui se passe en dimension supérieure,
la loi limite dans (1.m) ne soit pas une loi normale. Essayons d’expliquer pourquoi
il en est ainsi, ce qui montrera aussi les liens entre (1.b) et (1.m). On écrit pour tout
entier p=>2:

p . p

R,,= ,21 RY— ZZ 1X(0, (j— D)X ((— Dn, jn)| (L.p)
i= i=

ou on a noté RY) =|X((j— 1)n, jn)|. Les variables RY (1 <j < p) sont indépendantes

et de méme loi que R,. (1.p) entraine:

Rp—E[R,]= 3 (RY—E[RY))

—fi (X0, G—DmnX((j—Dn,jm)] = E[IX (0, (— Dm)nX((G—Dn,jn)l]) (1.9

Considérons d’abord le cas d >3: on vérifie qu’on peut alors choisir p grand, en
fonction de n, et s’arranger pour que simultanément les termes d’intersection du
membre de droite de (1.q) soient négligeables devant le terme 3" (RY — E[R{’]). La
convergence en distribution de R ,, — E[R,,,] est ainsi ramenée a celle d’'une somme
de variables aléatoires indépendantes centrées, d’ou la convergence vers une loi
normale. Dans le cas d=2 la situation est complétement différente: on s’apergoit
que sil’on choisit p grand (fixe) les termes d’intersection deviennent prépondérants
devant le terme Y (RY — E[RY]).

Or (1.b), et le fait qu’on puisse interpréter les différentes parties de la trajectoire
de X comme des trajectoires de marches aléatoires indépendantes, permettent
d’étudier le comportement asymptotique des termes d’intersection. On voit qu’a la
limite on obtient un temps local d’intersection du mouvement brownien plan avec
lui-mé&me, renormalisé puisqu’on a retranché les espérances.

La partie 2 contient les rappels nécessaires sur le temps local d’intersection et la
renormalisation de Varadhan, ainsi que certaines estimations concernant les
moments du temps local d’intersection. La partie 3 est consacrée a I'étude
asymptotique du temps d’atteinte de 0 par une marche aléatoire, quand le point de
départ tend vers l'infini. Nous montrons en particulier les résultats limites (1.g) et
(1.h), ainsi que leur analogue en dimension supérieure. Les méthodes sont ici trés
proches de celles du livre de Spitzer [39]. Dans la partie 4 nous étudions le nombre
de points d’intersection des trajectoires de k marches aléatoires indépendantes en
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dimension 1; les résultats obtenus généralisent un théoréme di a Jain et Pruitt
([20] Theorem 6.1). La partie 5 contient la preuve des résultats (1.b) et (1.c) ainsi
que l'extension de (1.b) & k marches aléatoires indépendantes en dimension 2. Les
estimations de la partie 3 constituent l'outil essentiel pour la preuve de ces
résultats. Enfin dans la partie 6 nous établissons le théoréme central limite (1.m).
Les idées sont les mémes que dans la partie 5 mais les détails techniques sont
considérablement plus difficiles. Nous esquissons aussi un argument qui montre
que, a condition de connaitre le comportement asymptotique de var(R,), les
mémes méthodes permettent de retrouver assez facilement les résultats de Jain et
Pruitt (1.k) et (L.1).

2. Rappels sur le temps local d’intersection
et la renormalisation de Varadhan

Nous nous proposons dans cette partie de rappeler quelques résultats sur le temps
local d’intersection associé¢ a des mouvements browniens indépendants et sur la
renormalisation de Varadhan pour le mouvement plan. Nous cherchons aussi &
savoir, ce qui sera important pour nos applications, si la loi du temps local
d’intersection est ou non déterminée par ses moments.

Soient B, ..., B¥ k (k = 2) mouvements browniens indépendants a valeurs dans
R? (d = 2), issus de 0. Dvoretzky, Erdds, Kakutani et Taylor, [8,9, 10] ont montré
que les trajectoires de B!, ..., B* ont presque slirement des points communs, autres
que 0, si et seulement si on est dans I'une des deux situations suivantes:

— soit d=2, k quelconque,

(2.a)
—soitd=3,k=2.

Dans la suite nous supposerons toujours que le couple (d, k) satisfait la
condition (2.a). Un outil important pour I’¢tude des points communs aux
trajectoires de B, ..., B* est la notion de temps local d’intersection, introduite par
Geman, Horowitz, Rosen [16] (voir aussi Wolpert [42]). On appelle temps local
d’intersection de B, ..., B* la famille notée (a(y, -), y e (IR%* 1), de mesures de
Radon positives sur (IR ,)* qui satisfait P-p.s. les deux conditions suivantes:

(i) application y—a(y, -) est continue pour la topologie vague des mesures,

(ii) pour toute fonction borélienne positive f définie sur (R%*~! et toute
partie borélienne 4 de (R, )",

[dsy. dsf(BL =B, o B\ = Bh)= [ dya(Af0).  (2b)

L’existence du temps local d’intersection est établie dans [16], I'unicité découle
aisément de la condition (i). On peut traduire la condition (ii) par I'identité formelle

a(y, A)= £ dsy ...ds;0,)(BL,—BZ%,...,B5" L —Bt) (2.0)

ou d,,) désigne la mesure de Dirac au point y.
Pour t=0 on notera simplement o,(y) =y, [0; £]¥). Une approximation de
o(0) peut étre obtenue en étudiant I'intersection des «saucisses de Wiener»
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associées & B, ..., B*. Pour ¢>0 et 1<i<k la saucisse de Wiener de rayon ¢
associée a B’ sur l'intervalle [0;¢] est définie par

Si0,)={xeR%inf(Bi—x|;0<s<f)<¢}. (2.d)

S:(0, £) est donc simplement le voisinage d’ordre ¢ de la trajectoire de B’ sur [0; t].
Soit m la mesure de Lebesgue sur IR? Alors, d’aprés le corollaire 3.2 de [27],

—sid=2, lin(} (log1/e)m(SL(0, ) ... nS¥0, £)) = ¥, (0)

2.e
—sid=3, liné e~ 2m(SL(0, £)nS?(0, £)) = 4n,(0), (2.)

avec convergence dans tous les espaces L? (p=1).

L’idée de départ du présent travail, qui est développée dans la partie 5, est de
montrer pour des marches aléatoires sur Z“ des théorémes limites analogues a (2.¢).
On remplace la saucisse de Wiener par la trajectoire de la marche aléatoire
considérée. L’analogue de la mesure de Lebesgue de I'intersection des k saucisses
de Wiener est simplement le nombre de points communs aux trajectoires des k
marches aléatoires, jusqu’a un instant n qu’on fera tendre vers l'infini. Comme
notre approche repose sur la méthode des moments, il sera important de
connaitre 'expression exacte des moments de a,(0).

Proposition 2.1. Pour s>0 et y,zeR?, soit p(y,z) la densité de transition
gaussienne:

sy, 2)=(2ns) " ¥? exp(—|z—y*/2s) .
Alors, pour tout entier p=1,

)4
E[2,(0)"]= [ dy, ... dyp< > [ dsy..ds, I1 Ps.-—si-x(Yau—l)’ya(i)))k’
(RY)P aeSp Qp() i=1
24

ou on note S, ensemble des permutations de {1, ..., p};
Qp(t)={(sl7 "'asp);OéSl é oe és St} s
et par abus d’écriture s, =0, y,,=0.

Preuve. Une maniere simple d’établir 1a formule (2.f) consiste a utiliser le résultat
d’approximation (2.e) conjointement avec le lemme 2.1 de [27], ce qui donne
immeédiatement le résultat voulu. On peut aussi a partir de I'identité (2.c) faire des
calculs formels qui seront justifiés grace a des méthodes d’analyse de Fourier. [

La formule (2.f) ne permettant pas un calcul explicite des moments de «,(0), il est
utile d’établir des estimations qui précisent la fagon dont E[a,(0)?] croit quand p
tend vers l'infini. Geman, Horowitz et Rosen [16] ont montré existence d’une
constante K >0 telle que pour tout p>1,

E[a,(0y1=K*(pl)*.

Le lemme suivant montre qu’on peut sensiblement améliorer ces estimations.
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Lemme 2.2. Il existe des constantes positives C,, C,, dépendant du couple (d, k),
telles que, pour tout entier p=2,

— si d=2, Ci(p!)* " < E[0(0)"] = C5(p!)* " '(logp)” 2.g)
- sid=3, C{(p!)*”? S E[¢(0)"]= C5(p!)*. (2.h)

Preuve. Nous montrerons seulement la majoration de (2.g) dans le cas k=2 et la
minoration de (2.h). La preuve des autres inégalités est tout a fait semblable.
Supposons d’abord d=2, k=2; a l'aide de la formule (2.f) et de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz on obtient,

E[O‘t(o)p] é (P ')2 (]RJ;)P dyl nee dyp(Ip(yb RS yp))2 ’ (21)
ou on note v
Ip(yla LR yp) =Qj(t)dsl s dsp l:[ psi—si_ 1(yi— 1 yl) .
Soit 4,={(uy,...,u,); u; 20 et u; + ... +u,<1}. A l'aide d’'un changement de
variables on déduit de (2.i) 'existence d’une constante C, dépendant de ¢, telle que,
E[o,(0)"]1 Z CP(p!)* (mj;)p dzy ... dz,(J (24, ..., 2,))* . (29)
ou: du,

...du 1
J (21, --~,Zp)=Afp ﬁem(_i; IZiIZ/ui> .
On obtient aisément I'identité:
J (21, 2,)= f —exp( |z, fup) e (A —u,) " Pz, (L —u,) M2, ).
2K

id
Notons ¢(r)={ Iuexp( —r/u). (2.k) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz entrainent,
0

Ldu
(215 - 2))> S6(12,/%) (5) ﬁeXP(— |2,/ /1)
14
’ (Jpﬂl((l _up)_llzzb wees (1 —up)_ 1/22p_ 1))2
d’ou,
4 AT 2) K, L ey Uiy )P
2.1)

a condition de poser

—f de¢(|ZpI2).f exp( |25 up) (1= up)”

Un calcul facile montre

1
K,=2n ~Haiu(ils(l_ )p N logp.
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En revenant a (2.1) on trouve, pour une certaine constante C,
logp)®
j; dzy...dz,(J (zy, ... p))2<C"( - (2.m)
®R2)? p:

(2,j) et (2.m) entrainent la majoration de (2.g). Nous passons maintenant a la
minoration de (2.h): on suppose d=3 et k=2; (2.f) entraine aisément:

E[0(0fP]=C? | dz,...d (Z Jo (Zl,.--,zp)>2, (2.n)
(R3)? ceS,
ou: du du )4
Ja(zlsn- p) I 3/; ] 3/ze p<_i§1Iza(i)_za(i—l)lz/uz)

(avec toujours la convention Zc(0)=0)'
1d
Soit p(r) = u-;%exp( —r/u). Alors,
0
14 du
Jo(zg, ... )2 ];[ ( f Pl eXP(‘IZa(i)—Za(i—nlz/“))

p
2 Pplz 1—[1 W(Plza(i) —Zg(i- 1)!2)
i=

d’ou, en revenant a (2.n)

E[a,(0)"]=C? j dz1 Az 21y s 2 (215 0005 2)p)

a,1€Sp (R3)

>CPp?P Y f dz, ...dz,

g,7€Sp (R3)P

p
) I:-E w(p|z¢7(i)_ Zg(i— 1)|2)W(plzt(i) —Zyi— 1)|2)
gcpp"p/Z Z I dzl...dZ

a,teSp (R3)P
P
: 1__1 qua(i) —Zg(i— 1)|2)1P(|Zr(i) —Zyi— 1)|2) .

Pour conclure on remarque simplement que 1 est minorée sur tout compact,
d’ou pour une constante C

E[0(0)"1=CPp~?2(p))2. O

Remarque. Une autre idée pour majorer les moments de o,(0) consisterait a utiliser
les formules «de type Tanaka» établies par Rosen [35] et Yor [43] pour le temps
local d’intersection. Cette méthode conduit vraisemblablement a des estimations
trés voisines de celles du lemme.

Corollaire 2.3. Dans les cas d=2, k=2 ou 3 et d=3, k=2 la loi de o,0) est
caractérisée, en tant que probabilité sur R ,, par ses moments.

Preuve. Soit m,= E[(«,(0))"]. D’apres le critére de Carleman (voir par exemple

Shohat et Tamarkin [36]) il suffit de vérifier la divergence de la série Z (my,) 1.
Or cela découle des majorations du lemme 2.2. [ p=1
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Remarquons ici que les cas d=2, k=2 ou 3, d=3, k=2 sont les seuls dans
lesquels on puisse appliquer le critére de Carleman. Dans les autres cas, les
minorations du lemme 2.2 montrent que la série 3 (m,,)~'/? converge.

Nous terminerons cette partie par quelques rappels sur la renormalisation de
Varadhan pour le mouvement brownien plan. A partir de maintenant B désigne un
mouvement brownien a valeurs dans R?, issu de 0 (certains des résultats qui
suivent sont aussi valables pour le mouvement brownien dans IR3). Si au lieu de
s'intéresser aux intersections de la trajectoire de B avec les trajectoires d’autres
mouvements browniens indépendants, on cherche maintenant a étudier les
recoupements de la trajectoire de B avec elle-méme, on peut définir [33] une
notion de «temps local d’intersection de B avec lui-méme». Pour d’évidentes
raisons de symétrie on se limite a une étude sur € ={(s,t) € (R, )?;s<t}. Le temps
local d’intersection de B avec lui-méme est la famille (B(y, - ), y € R?) de mesures de
Radon positives sur € qui satisfait P-p.s. les deux propri€tés suivantes:

(i) Papplication y—p(y, - ) est continue pour la topologie vague des mesures,

(ii) pour toute fonction borélienne positive f sur IR? et toute partie borélienne
Ade ¥,

| /(B,—~B)dsdi= | dyp(y, ().

Connaissant I'existence du temps local d’intersection pour deux mouvements
browniens indépendants, il est facile [28] de construire la famille (5(y, - )). En effet
on écrit ¥ comme une réunion dénombrable de carrés disjoints, ayant un sommet
sur la diagonale {s=t}. Sur chacun de ces carrés on est ramené a I’étude des
intersections de deux mouvements browniens indépendants issus du méme point
et on utilise les résultats rappelés plus haut. Nous aurons besoin dans la partie 6 de

4
connaitre l'expression des moments E[I'[ B, Ai)], pour toute famille
i=1

(A, 1Zi<p) de carrés, non nécessairement disjoints, contenus dans 4. Pour
chaqueion écrit 4;=F; x G; ou F; et G;sont deux intervalles disjointsdeIR .. On a
alors le résultat suivant, dont la preuve utilise les mémes arguments que celle de la
proposition 2.1:

| f180.4

2p
= j dyl e dyZp 2 » I dtl oo dt2p 1=_.E ph({)’tﬁf» 1)(yf(i— 1) yf(l)) (2'0)

(R2)2P T€S2p 11 (F1% Gy)
=1
ou,pourt €S, et 1 <i<2p, onnote (i) =1Isi (i) =2/ ou 2/ — 1, et on fait les mémes
conventions que dans (2.f), avec la convention supplémentaire que py(x, y)=0 si

5<0.
Soient K >0 et pour toute partie borélienne 4 de ¥:

Bx(0, 4)= £ 15, <x0B(0, ds dt).

La formule (2.0) reste vraie si on remplace f§ par fig, a condition de remplacer dans
le terme de droite (IR?)?? par ({y;|y| < K})?”.
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Soit %, =€ n[0; 1] Une différence essentielle avec le cas de deux mouvements
browniens indépendants vient de ce que (0, %)= oo p.s.: la mesure B(0, - ) explose
au voisinage de la diagonale {s=t}, d cause des «recoupements immédiats» de la
trajectoire de B avec elle-méme. L’idée de la renormalisation de Varadhan est
qu’on peut néanmoins définir f(0, €,)— E[ (0, ¥,)] comme une variable aléatoire
finie (et méme dans L?).

Nous allons briévement décrire une construction qui conduit & la renormali-
sation de Varadhan et nous sera utile dans la partie 6. Pour tout couple d’entiers
(n,k) avec n=1et 1<k<2""1 on pose:

A'=[(2k—2)2"; (2k—1)27"[ x ] (2k—1)2"";2k27"] . 2.p)

On verifie que €, est la réunion disjointe des 4}. D’autre part, pour tout # fixé, les
variables (0, A}) sont indépendantes et de méme loi. Si (a(y, - ), y € IR?) désigne le
temps local d’intersection de deux mouvements browniens plans indépendants
(défini comme plus haut), on a de plus:

n@ @
B0, A))=(0,[0527"1%)=2""(0, [0; 11%). 29
2n-1
Pour tout n>1, soit A"= {J 4. Il découle des remarques précédentes qu’il
k=1
existe deux constantes K, et K, avec:
E[p(0,A"]=K,, E[(BO, A")—E[B0,AN]*1=K,27". (2.r)

(2.r) entraine aisément f(0, %)= co, en écrivant:
BO.)= £ f0.4Y= 3 ELBO. A7)+ 5 (BO, 47~ ELA0, 4.

On pose (%)= i (B0, A")— E[B(0, A™)]). On peut montrer [28] que:
n=1
li_r)% (B(y,€,)—E[B(y,%,)])=7(%,) avec convergence dans L?. (2.s)

On en déduit aisément que, pour toute suite (g,) de fonctions boréliennes bornées
sur le plan telle que la suite des mesures g,(y)dy converge étroitement vers d),

lim ( { gi(B,—B)dsdt—E [ [ 9u(B,—B,)ds dt}) =9(%1), 2.1
— 0 \¥y €1

avec convergence dans L?. Un cas particulier de ce résultat a été établi par
Varadhan [40] (a ceci prés que Varadhan considérait le pont brownien dans IR?, a
la place du mouvement brownien plan).

Nous renvoyons a [28] pour de plus amples détails sur les résultats rappelés ci-
dessus. Dans la suite nous appellerons y(%,) le temps local d’intersection
renormalisé (en 0, sur le triangle ,) du mouvement brownien B. Au vu de (2.t) on
peut écrire formellement:

161)=01010(Wy— W di [ {10, ~ W)ds | (2.u)
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3. Estimations asymptotiques pour le temps d’atteinte de 0
par une marche aléatoire

Dans toute cette partie X =(X,,n=0; P,, x € Z%) désigne une marche aléatoire a
valeurs dans Z? (d=1): cela signifie que, sous chaque probabilité P, X, s'écrit
X,=x+Y,+Y,+ ... + Y, ou les variables Y, sont indépendantes et de méme loi
portée par Z°. On supposera toujours que X satisfait les trois hypothéses
suivantes:

(H1) X posséde des moments d’ordre deux, i.e. Eo[|X;|*]< o0 et X est centrée,
ie. Eo[X{]=0.

(H2) X est adaptée (apériodique au sens de Spitzer [39]): cela signifie que le
sous-groupe engendré par {x e Z*; Po[ X, =x]>0} est Z°.

(H3) X estisotrope, au sens ou il existe une constante o >0 telle que, pour tout

d
feR’ Eo[(0- X)?1 =020,

L’hypothese essentielle est évidemment (H1) qui assure que X est une «bonne
approximation» discréte du mouvement brownien. L’hypothése (H2) montre que
X ne vit pas sur un sous groupe strict de Z“. L’hypothése (H3) n’est pas vraiment
indispensable: tous les résultats que nous obtiendrons dans cette partie et les
suivantes peuvent étre étendus aux marches vérifiant seulement (H1) et (H2).
L’hypothése (H3) simplifie certaines démonstrations et surtout facilite la descrip-
tion des lois limites. Occasionnellement nous indiquerons les modifications a
apporter aux énoncés dans le cas ou X ne satisfait plus ’hypothése (H3).

Soit ¢ la fonction caractéristique de X. Pour tout e[ —mn;n]%,

$(0)=Eo[exp(i6 - X )] .

L’hypothése (H2) équivaut a dire que sur [ —n; 7]% 1 — ¢(0) s’annule seulement
pour §=0. L’hypothése (H1) permet d’obtenir un développement limité de 1 — ¢ au
voisinage de 0. On trouve [39]:

2
1= (6)= - 01 +0(6P). ()

On a de méme un développement pour les dérivées partielles de ¢, pour tout

1<i<d, o
ﬁ(ﬂ) =0%0;+0(0)). (3.b)

Soit T, =inf{n=0; X,=0}. Notre but dans cette partie est de décrire la loi
asymptotique de T; sous P, quand |y| tend vers l'infini. D’aprés Spitzer [39] on a
P,[Ty<oo]=1 pour tout y si et seulement si d=1 ou 2. En toute dimension on
définit p, comme la loi de Ty/|y|* conditionnellement a {T;, < o} (le conditionne-
ment est superflu pour d= 1 ou 2). La normalisation de Ty en T,/|y|? est ici imposée
par les propriétés d’invariance du mouvement brownien par changement d’échelle.
Notre premier objectif est d’établir un théoréme limite pour la famille (u,) quand |y|
tend vers I'infini. Dans le cas d =1, comme le suggére le théoréme d’invariance de
Donsker, on trouve que la famille () converge vers la loi du temps d’atteinte de 0
par un mouvement brownien linéaire issu de 1/0. En dimension d = 3 on montre de
méme (théoréme 3.4) que la famille (u,) converge vers la loi du temps d’atteinte de 0
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par un mouvement brownien d-dimensionnel «contitionné a aller en O». Le
conditionnement est ici 4 interpréter au sens de Doob [6]; il suffit manifestement
de considérer la partie radiale du mouvement brownien qui est un processus de
Bessel d’indice v=d/2—1. Or le processus de Bessel d’indice v>0 conditionné a
aller en 0 n’est autre que le processus de Bessel d’indice —v (voir par exemple
Pitman et Yor [32]) ce qui explique que la loi limite obtenue soit encore trés
simple. Le cas d=2 est le plus intéressant. On remarque déja que les marches
aléatoires en dimension deux, du moins celles que nous considérons, visitent
presque slirement tous les points de ’espace, ce qui n’est pas le cas du mouvement
brownien.

En ce sens on peut dire que la dimension deux est critique pour le probléme de
la visite des points (nous rencontrerons plus loin d’autres situations critiques). On
s’attend, toujours dans le cas d=2, a ce que la famille (u,) converge vers la loi du
temps d’atteinte de O par un processus de Bessel d’indice 0 conditionné a aller en 0.
Or la définition de ce dernier processus pose certaines difficultés qui sont résolues
par Pitman et Yor [31] en se plagant sur un espace de mesure infinie, au lieu d’un
espace de probabilité. Ceci explique qu’en dimension deux le théoréme limite pour
la famille (u,) fasse intervenir une mesure de masse totale infinie (cf. théoréme 3.4).

Le lemme suivant joue un role essentiel dans la preuve des résultats de cette
partie.

Lemme 3.1. Soit k un entier positif plus petit que d. Supposons que X posséde des
moments d’ordre k. Pour y e Z*—{0} et t>0, soit

v, = | exp<il.w—t<1 —¢<—“i>> W) do>. )
[—=lyl; =ly[1¢ Iyl ¥l
Il existe une constante C telle que, pour tous y,t,
lw(y, IS Crtt= D2, (3.d)
Preuve. Soit g(y, t, w) =exp(—t(1 —¢(w/|y))|y|*) de sorte que:
p.0= | exp <,1. w) 90y, 1, w)do . ()
[—=lyl; mlyl4 Iyl

L’hypothése du lemme assure que ¢ est k fois continiment différentiable. A
P'aide de k intégrations par parties successives et en notant que les termes frontiéres
disparaissent a cause de la périodicité de ¢ on déduit de (3.¢) que, pour tout k-uplet
(g, .)€ {l,...,d}¥,

(j].f.[l (lya,/|)’i)>1l)(ys t)=(_1)k j D(“l’“"ak)(g)(y’ t,w)exp(il-w>dw

[~ =l alylie Iyl
ou, pour simplifier I’écriture, on note: (3.9

ak
D(al,ﬂ-yak)(g):aw g

LTRAE

0w,

On vérifie par récurrence que D(oy, ..., o) (g) s’écrit comme une somme de
termes de la forme "
H(y,t,0)=t"ly™"* H1 D(Bi,.... BL) (¢)(
j=

ﬁ) 901, ), (3.)
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ou mest un entier inférieur ou égal a k, les k; (1 <j <m) sont des entiers strictement
positifs tels que k, + ... +k,, =k, enfinles f] (1 <j<m, 1 £I<k;) sont des éléments
de {1,...,d}.

Pour établir le résultat du lemme il suffit, compte-tenu de (3.f) de montrer
Iexistence d’une constante C, ne dépendant pas de y ni de ¢, telle que pour tout
terme H(y, t, w) de la forme ci-dessus,

|H(y, t, w)|do < Ctl—912 (3.h)
[==lyl;=ly14

On commence par isoler les indices j tels que k;= 1. Quitte a réordonner la suite
(k;) on peut supposer qu’il existe un entier n avec 0 <n=<m, et k;=1 si et seulement
si j<n. On peut alors reformuler (3.g) de la maniére suivante,

H(y,t, o) ="y " ,-lfll (IyID(ﬁ’i) @ <Iwﬂ>>

~j=1;'n[+ ) (D(% s B (@) <ﬁ>) g(y,t, ). (34)

Grace a (3.b) on peut majorer %D(ﬂ) (#) <ﬁ
déduit alors de (3.i) qu’il existe une constante K, indépendante de y, t et w, telle que:

IH(y, t, o)| SKe"yl*" ™ "ollg(y, t, o). CR))

La propriété (3.a) permet de choisir r > 0 assez petit de facon que |0| <r entraine
Re(#(0)) < 1—(c?|6|?/4). On pose ensuite

e=1—sup{Re(¢(0)); 0 € [—n; 71" |0]>r}.
L’hypothése (H2) entraine que ¢>0. On peut alors majorer:
I Jelg(t, w)ldwé{I If |ool" exp(— o> t|o|*/4)dew

[—=lyl; =lyl1@ | =rlyl}

+(2nly)"* " exp(—etly|*) 3k

> uniformément en y et w. On

Remarquons que, a cause du choix de n,on a: —d <2m—k—n<0. Des calculs
¢élémentaires montrent I'existence de constantes C, et C, indépendantes de ¢ et y
telles que:

P [ ol exp(—o*tlw|*/4)dw < C ¢ 2m= 2 3J)
{lol=rlyl}
et:
[y]z'””—"exp(—et]ylz)é Czt(k—Zm—d)/Z_ (3m)

En revenant a (3.,j) et en utilisant successivement (3.k) et les majorations (3.1) et
(3.m) on trouve, pour une certaine constante K’,

(-l |ud|H(y, t, )ldo < K't"t*=2m= 02 = K& a2
— YL Ty

d’ou (3.h) et le résultat du lemme. [
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Nous cherchons a étudier le comportement asymptotique de la famille (u,)
quand |y| tend vers l'infini. Un argument simple utilisant la propriété de Markov
au temps T, montre que, pour tous ye Z* et t=0

g e~ (dt) = E,[exp(—ATy/|y|*)]/P,[ To < 0]
=(F(y,e”*P)/F(0,e~*"¥))/P[ Ty < 0], (3.n)
a condition de définir, pour 0<r<1:
F(y,r)= i r"P[X,=01=C2n)"* [ (1—rp(0)) 'e” 6.
n=0 [—m;n]d

La proposition suivante précise le comportement asymptotique de
F(y,exp(—4/IyI*).

Proposition 3.2. Supposons (si d=3) que X posséde des moments d’ordre d—1.
Alors, pour tout A>0, et pour A=0 si d=3,

lllim (V4™ 2F(y, e~ *PP*) = [ e~ #(2na?t) ¥ exp(—1/262t)dt .
y|— 0
Preuve. On écrit:

@2n)'F(y, e PP
= | ]d(l—e“”’y’zaﬁ(ﬂ))“leXp(iy-9)d9

[-m
- j F(}: exp(—(1 —e"“'y'zgé((?))u)du) exp(iy - 0)do

—Texp(—(l—e"™Pydu | exp(iy-0—e M u(l —§(6)))do,
0 [—m;n]d
d’ou, a l'aide des changements de variables u=|y|*t et 0= /|y,

QnyF(y, e 0P = |y~ T exp(—(1—e PP 1) di p(y, =4/
0

(3.0)
ou p est définie par (3.c). D’autre part, (3.a) entraine, pour tous t=0 et w e RY,
Jim e-WI’t(1 _¢<Dal)_2)> Iyl? = a2|w|t)2. G.p)

y| = o

Un passage a la limite sous le signe somme, dont la justification est ici facile, permet
de déduire de (3.p) que

lim <1p(y,e"”'y‘2t)— | exp (il-w—(azlwlzt/2)> dw) =0,
Iyl a0 R¢ Iyl
d’ou:

Illim (y, e PPty =(2n/62t)"? exp(—1/20%1).

y|= o



486 J-F. Le Gall

Revenons a (3.0) et remarquons que
lim exp(—(1—e~H/PP) )=,
y[—= 0

On voit que pour obtenir le résultat de la proposition il suffit de justifier le passage
a la limite sous le signe somme dans (3.0). On utilise le lemme 3.1 et on considére
d’abord le cas d <2: en prenant k=d dans ’énoncé du lemme on trouve, pour une
certaine constante C

’ lp(, e PP <C

ce qui, lorsque A >0, suffit a justifier le passage a la limite. Pour d = 3 on applique le
lemme 3.1 en prenant successivement k=0 et k=d—1, et on obtient, pour une

certaine constante C’,
@, e PEO <2 At 42),

ce qui, pour tout 1=0, justifie I'application du théoréme de convergence
dominée. [

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer et de démontrer facilement les
principaux résultats de cette partie.

Théoréme 3.3. Si d=1, lim p,=p

Iy|= o0

ou la convergence a lieu au sens de la topologie étroite et u est la loi du temps
d’ atteinte de 0 pour un mouvement brownien linéaire issu de 1/o:

w(dt)=(2ra*) "2t 32 exp(—1/20%t)dt . (3.9
Preuve. 11 suffit de montrer, pour tout A>0,
Jim §uy(dr)e™* ={ u(dr)e™*.
Or, (3.n) entraine:
§ m(dn)e™* =F(y, e P¥)/F (0, *PP).
Un calcul facile utilisant (3.a) montre que:
Iyllignw lyl"1F(0,e™*PP)=(246%) 12,

d’ou a l'aide de la proposition 3.2,

]l|im Ju(dtye™*=(240%)'1? T e~ M(2no?t)~ V2 exp(—1/20%t)dt
y| = © 0

=[ e *Q2no?) 12t~ 32 exp(—1/20%t)dt. [
0

Remarque. Dans le cas particulier ou X est une marche aléatoire simple, T, est
aussi le premier instant ou X change de signe (en admettant que 0 est a la fois positif
et négatif). Le théoréme d’invariance de Donsker conduit alors immédiatement au
résultat du théoréme. Dans le cas général cet argument ne subsiste pas; cependant le
résultat du théoréme montre que la marche X doit s’annuler «peu de temps» aprés
qu’elle ait changé de signe.
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Théoréme 3.4. Si d=2

Jim_(loglyDu, =4,
ot la convergence a lieu au sens de la topologie vague et i est lamesure sur R , définie
par: w(dt)=(1/2t)exp(—1/20%t)dt . 3.1)

Remarque. p s’interpréte encore comme la «loi» du temps d’atteinte de 0 par un
processus de Bessel de dimension 2 issu de 1/o et.conditionné a aller en 0. La
difficulté vient ici de la construction du processus conditionné (cf. Pitman, Yor

[31D.

Preuve. A nouveau (3.n) entraine, pour tout 1>0
(logly) | py(die™ = F(y, e~ ¥1)/((logly) " F(0, e #11)).

Un calcul facile montre
|1|im (logly) " 1F(0, e~ *W*) = (ng?)~1
y{— 00

d’ou, a aide de la proposition 3.2,
I llim (loglyD f u(dt)e *= [ e (20)" L exp(—1/2¢*t)dt = p(dt)e ™. O
y|— o 0

Avant de passer au cas d = 3 signalons un résultat voisin du théoréme 3.4, qui
nous sera utile dans la partie 6. On s’intéresse maintenant a la loi du premier retour
en 0 aprés l'instant n. De fagon précise on pose, pour tout n=1,

T =inf{k=n; X, =0} .
Soit u™ 1a loi de T{"/n sous P,. Alors, sous les hypothéses du théoréme 3.

lim (logn)u®=p, (3.s)

ou u(dt)=1y, ,[(t)t” 'dt et la convergence a licu au sens de la topologie vague.

La preuve de ce résultat, beaucoup plus facile que celle du théoréme 3.3, est
laissée au lecteur. Une fagon simple de procéder consiste a traiter d’abord le cas ou
X est apériodique (fortement apériodique au sens de Spitzer [397]) et 4 utiliser alors
I'estimation bien connue:

Po[X,=0] ~ (2no?n)~ 1.

Théoréme 3.5. Supposons d = 3, et que X posséde des moments d’ordre d— 1. Soit q la
probabilité que X ne revienne jamais a son point de départ. Alors:

PITy<o0] ~ a(o%k) Iy~ (39
ou
ky=(d—2)(I'(d/2))" *n%?>.
De plus
lim p,=p

14 Radd
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ou la convergence a lieu au sens de la topologie étroite et u est la loi du temps
d’atteinte de O par un processus de Bessel d’indice v=1—d/2, issu de 1/

u(dt) =k,02 ~4Q2nt) 4% exp(—1/262t)dt . (3.v)

Remarque. Le résultat asymptotique (3.t) est bien connu: voir par exemple Spitzer
[39] dans le cas d=3. L’expression de la densité de p est donnée par Getoor et
Sharpe [17]; le théoréme de retournement de Williams [41] montre que u est aussi
laloi du dernier temps de passage en 1/o pour un processus de Bessel de dimension
d issu de 0.

Preuve. Remarquons d’abord que
© -1
q= <Eo|: go l(xn=0)]> =(F(0,1))~*.

P,[Ty<o0]=F(y,1)/F(0,1)=qF(y,1).

La proposition 3.2, appliquée en prenant =0, montre que:

On a aussi

|11im I 2F (. 1) = o) =2 exp(—1/26%)d=(cky) ",
y|= o0 0

d’ou la premiére assertion du théoréme.
Ensuite on écrit, pour tout >0,

[ u(dtye™ = (F(y,e”"1)/F(0,e™*"1%)/P,[ T, < 0],
et on remarque que

lim F(0,e™")=FO,D=q ™",
|-

d’ou, en utilisant (3.t) et 4 nouveau la proposition 3.2, la deuxiéme assertion du
théoréme. [

Les théorémes 3.3, 3.4 et 3.5 visaient a obtenir un équivalent asymptotique de
P,[T,=n] quand |y| et n tendent vers linfini de fagon convenable. Le but du
prochain théoréme est d’établir des majorations uniformes, en y et n, pour les
mémes quantités.

Théoréme 3.6. Pour r>0 soient
fi)=1Ar"2,
fo(m)=(logl/r), +r_21(rg 1/2)

et,sid23, f(rN=r2"4art 4
Supposons (dans le cas d=3) que X posséde des moments d’ordre d— 1. 1l existe
une constante C, telle que, pour tous ye Z*—{0} et n21,
(@) sid=1: P[Toy=n]<C fi(n~ 2y,
(i) si d=2: (logn)P,[T,=n] < C,fo(n" |y]),
(iii) si d=3: n*? 7P [Ty <n] < Cyfy(n™y)).
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Preuve. }e cas d=1 est facile: on applique le théoréme d’arrét a la sous-martingale
(XnPa);)sc;ns au cas d=2. Supposons d’abord n~1|y|<1/2. Alors, si |y| Sn'/4,
(logn)P,[ Ty <n]<logn=4fy(n~"7Jyl).
Ensuite, si n'/4 <|y|<n'/?,
(logn)P,[ Ty =n]=4(log|y)P,[To =n]
<4(logyDu,([0; 1y~ *n]) .
11 suffit donc d’établir, pour tout y et pour 4=2,

(logyDu,([0; AN = Clog(4), (B.v)
pour une certaine constante C.
Avec les notations précédentes, on a:
1,([0; A <e| p,(dr) exp(—1/A)
<eF(y,e” /PEA/F(0,e7 1014,

11 existe une constante 6 >0 telle que:
F(0,e” VPP > F(0,e~ P > 5logly| .

Pour montrer (3.v) il suffit donc d’établir, pour une certaine constante C’, et pour
tous y et 4:

F(y,e P4 < C'logA. (3.w)
Or:

F(y,e” PP = (2m) =2 [ exp(—(1—e™ /P14 jy)Po)p(y, e~ PP 4)de
0

d’ou, en utilisant le lemme 3.1 et la minoration simple 1 —exp(—u)=u/2 pour
0<u<l,

F(y, e~ P4y < € | exp(—t/24)di(1 At~ 1)< C'log A .
0

d’ou (3.w). Supposons maintenant n~*/?|y|>1/2. On commence par écrire:
(logn)P,[ T, =n]=(logn)u,([0; n/ly|*])
Ze(logn) | p,(dt) exp(—t|y|*/n)
=e(logn)F(y,e”"'")/F(0,e™ '),

Or, d’une part F(0,e” ") > 6logn, d’autre part, toujours a l'aide du lemme 3.1
F(y,e™ M= C [ exp(—IyPt/2n)di(1 at™) < C'(n/Iy)%)
0

d’ou aussi le résultat voulu si n™/2|y|>1/2.

Il resterait a traiter le cas d = 3. Les preuves sont semblables a celles du cas d =2
et seront laissées au lecteur. Le role clé est toujours tenu par les estimations du
lemme 3.1. O
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Remarques. (i) Les résultats «browniens» correspondant aux théorémes 3.3, 3.4 et
3.5 sont développés dans [27]. Par exemple dans le cas d =2, soit B un mouvement
brownien planissu de 1/0 et pour ¢ >0, p, 1a loi du temps d’atteinte par B du disque
de centre 0 de rayon &. Alors liné (log1/e)u, = ot la mesure u est précisément cette

qui apparait dans le théoréme 3.4. La premiére preuve de ce résultat est due a
Spitzer [37].

(i) L’hypothése «X posséde des moments d’ordre d—1» dans I’énoncé du
théoréme 3.5 est sans doute un peu trop forte. Pour obtenir I’équivalent (3.t) il
semble cependant nécessaire de supposer 'existence de moments d’ordre d—2, ou
alors de faire d’autres hypothéses sur la loi de X ,. Remarquons d’autre part qu'un
affaiblissement des conditions de moments dans le cas d = 3 conduirait 4 de moins
bonnes majorations dans le théoréme 3.6. Nous verrons dans la partie 5 que ces
majorations jouent un role essentiel pour nos applications.

(iii) Décrivons briévement les modifications a apporter a nos résultats si I'on
omet ’hypothése (H3). On introduit la forme quadratique Q définie pour e R?

par ,
Q(G) = Eo[(g : X1)2] .

Soit 4 l'unique opérateur symétrique positif tel que, pour tout 6, Q(6)
=A40-A6. Pour yeZ’ soit fi, la loi sous P, de Ty/|A~'y|?, conditionnelle-
ment a {Ty<oo}. L’énoncé du théoréme 3.4 reste alors vrai a condition de
remplacer p, par i, et de prendre ¢=1. Il en va de méme pour le théoréme 3.5,
a ceci pres quiil faut remplacer (3.t) par:

P[Ty<co] ~ qdet(A)ky)™"|A~ "y,

Enfin le théoréme 3.6 reste vrai sans modification.

(iv) On aurait pu établir les principaux résultats de cette partie en utilisant le
théoréme limite local et en s’inspirant dela méthode qu’emploie Spitzer [39] pour
montrer (3.t) dans le cas d=3. Notons cependant qu’il nous aurait alors fallu, au
moins pour traiter le cas d=>4, établir une forme du théoréme limite local plus
preécise que celles que montre Spitzer ([39], p. 77-79), ce qui nous aurait demandé
autant de travail que la preuve du lemme 3.1. Pour cette raison en particulier il
nous a semblé préférable de procéder directement.

(v) Certains des résultats de cette partie sont a rapprocher des calculs effectués
par Montroll et Weiss [30], sous des hypothéses un peu différentes des notres.

4. Le cas de la dimension un

L’objet de ce court paragraphe est de donner une premiére application des
estimations de la partie 3 aux intersections de trajectoires de marches aléatoires
indépendantes en dimension un. La preuve du résultat principal (théoréme 4.1) est
facile. Il nous a cependant paru utile de détailler les arguments car ils prefigurent
ceux que nous utiliserons dans la partie 5 pour I’étude en dimension supérieure.
D’autre part ’¢tude en dimension un présente certains caractéres particuliers
qu'on ne retrouve pas en dimension plus grande.
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Soit X une marche aléatoire a valeurs dans Z satisfaisant les hypothéses (H1) et
(H2) de la partie 3. Pour n> 1 soit R, le nombre de points distincts de Z visités par
X avant l'instant n. Jain et Pruitt [20] (théorém 6.1) ont montré que:

lim n~ 2R, =sup{B,; s< 6} —inf{B,; s<c?}, (4.a)

n— o0

ou la convergence a lieu en distribution, B désigne un mouvement brownien
linéaire et 02 = E[ X#]. Nous nous proposons ici d’étendre (4.a) 4 la situation ou R,
est remplacé par le nombre de points de Z visités a la fois par k marches aléatoires
indépendantes, avant l'instant n.

Théoréme 4.1. Soient k=1 et X*, ..., X* k marches aléatoires indépendantes sur Z
satisfaisant les hypothéses (H1) et (H2). On pose o7 = E[(X")*].

Soit I, le nombre de points communs aux trajectoires de X*, ..., X* avant l'in-
stant n.

Alors,

n— oo

lim n™ '], = inf (sup{B’; s< ¢?})—sup (inf{B}; s< 6?})
ik i<k
ou la convergence a lieu en distribution et BY, ..., B* sont k mouvements browniens
linéaires indépendants issus du méme point.
Preuve. Pour 1 <i<k et tout n=1 soient
X, =sup{X};p=nj,
X, =inf{X};p=n}.
On a manifestement:

I,,g(inf)?f,—sup)_(f,-i—l) . (4.b)
i<k +

i<k
Le théoréme d’invariance de Donsker (voir par exemple [1]) montre que:

lim n~1/2 (inf)?f,—sup)_(f,)

n—o i<k i<k

= inf (sup{By; s < 07}) —sup(inf{B; s = 7)) (4.0)

avec convergence en distribution, les B’ étant comme dans I’énoncé du théoréme.
Compte-tenu de (4.b) et (4.c) il suffit pour obtenir le résultat du théoréme
d’établir que

lim = 1/2 (In— (éixélt;)?f,—sup)_(f‘)) =0,

n—> 0 ik

avec convergence en probabilité. Pour cela il suffit encore de montrer que:

lim n~Y2E[I,]=lim n~'/2E [(1I<1£X;—sug X,Q)]

n—>ow

=E [1n£ sup{B., s<¢?}—supinf{Bi, s< aiz}] . (4.d)
i< i<k
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Nous allons montrer (4.d). On peut sans perte de généralité supposer que X' =x,
ps., pour 1 Zi<k. Alors, avec des notations évidentes,

Hm=2<kﬂﬂéﬂ>

yeZ \i=

=Z(kPhJ%§ﬂ>

YEZ \i=

Notons n~Y?Z={n"12y; yeZ}. Alors:

k
n- 1/2E[In]=n_1/2 2 < Pic.-—n‘”u[TOén])
1

uen— 127 \i=

= 1£ du ¢,(u), 4.e)

a condition de poser:
k
¢n(u) = ]._[1 Pfxi—nl/zu][’rb é n]
iz

ou [v] désigne la partie entiére de v. Maintenant le théoréme 3.3 entraine, pour
tout u=0,

u-2

lim Pl -1 [ToSn]= | (2no?)” 2532 exp(—1/207s)ds
n—co 0

= | (1)~ 1257 32)u| exp(—u?/25)ds .
0
On obtient ainsi, pour tout u=0,

lim ¢,(u)= ﬁ (df (2m)~ 125732y exp(—u2/2s)ds) 4.9
-0 i=1\0

L’application du théoréme de convergence dominée étant aisément justifiée a
l'aide du théoréme 3.6 on déduit de (4.¢) et (4.f) que:

af

k
lim n~Y2E[I,]={ du 1 (f (2m)~ 1257 32)y] exp(-u2/2s)ds> ) (4.8)
n— o R i=1\0
D’autre part, on a:

E [iigi (sup{Bi;s<0?}) —sup (inf {Bi;s< o?})]

k

= | du T P[inf{B};s<07) Su=<sup{Bi;s<0}}]
R i=1
k [0}

={duT] <§ (2m)~ 125732y exp(—u2/2s)ds>.
R i=1\0

i=

Finalement on voit que (4.d) est une conséquence de (4.g), d’ou le résultat du
théoréme. [
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Remarque. Le schéma de la preuve du théoréme 4.1 est celui qu’avaient déja utilisé
Jain et Pruitt [20] pour traiter le cas k=1. Le point intéressant est que les
estimations de la partie 3 permettent aisément d’obtenir un équivalent de E[I(n)]
quand n tend vers linfini. Cela restera vrai pour des marches aléatoires en
dimension supérieure. Cependant, et c’est en cela que le cas de la dimension un est
trés particulier, 'estimation du moment d’ordre un sera loin d’étre suffisante pour
établir les théorémes limites recherchés. En fait nous serons amenés a déterminer
un équivalent asymptotique de tous les moments de I,,. L’outil essentiel sera encore
les estimations de la partie 3.

5. Convergence en distribution vers le temps local d’intersection

Soit (d,k) un couple d’entiers satisfaisant la condition (2.a) (soit d=2, k=2
quelconque, soit d = 3, k=2). Nous avons vu qu’on peut alors définir une notion de
“temps local d’intersection” pour k mouvements browniens indépendants en
dimension d. Considérons maintenant k marches aléatoires a valeurs dans Z¢,
indépendantes et satisfaisant les conditions (H1), (H2), (H3) de la partie 3, et soit I,
le nombre de points communs a leurs trajectoires. Notre but dans cette partie est
de montrer que la suite (I,), convenablement normalisée, converge en distribution
vers un temps local d’intersection pour k mouvements browniens en dimension d.
Notre approche repose sur la méthode des moments. Pour cette raison nous ne
parviendrons pas a conclure dans le cas d=2, k=4, car il n’est pas clair (cf.
lemme 2.2 et proposition 2.3) que la loi du temps local d’intersection soit alors
déterminée par ses moments.

Théoréme 5.1. Soient X', X2, ..., X* k marches aléatoires (k=2) indépendantes a
valeurs dans Z?, satisfaisant les hypothéses (H1), (H2), (H3) de la partie 2. Soit ¢' la
constante intervenant dans U hypothése (H3) écrite pour X*. Pour tout n=0 soit I, le
nombre de points visités a la fois par X*, X2, ..., X* avant U'instant n.

Alors, pour tout entier p=1,

lim ((logn)"/n)’EL(1,)"] = (2n)**E[ ]

o

o} a3
l=jv 5 ...J‘é(o)(ng_Vng,-u, Wk—l‘_mi)dsl...dsk
00 0

Sk-1

est le temps local d’intersection sur [0;62]x ... x[0;02] de k mouvements
browniens plans indépendants W*, ..., W¥* issus de 0 (voir la partie 2).

Corollaire 5.2. Sous les hypothéses du théoréme 5.1, et si k=2 ou 3, la suite
((logn)*/n)I,, converge en distribution vers (2m)*l, ou I est défini comme ci-dessus.

Preuve du corollaire. Les estimations de la partie 2 montrent que si k=2 ou 3 la loi
de [ est déterminée par ses moments. Le résultat du corollaire découle alors du
théoréme 5.1 et d’une application de la méthode des moments (voir par exemple
Feller [14], p. 269). O
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Preuve du théoréme 5.1. Nous nous limiterons au cas k =2. Sans perte de généralité
on peut supposer X3 =y,, X5=1y,, P-p.s. Pour tout y e Z* on pose:
T(y)=inf{kz0; X; =y},
T'(y)=inf{k=0; X7 =y} .
Alors, pour p=1:

E[(1,)"]=E [( 2, 1(T(y>§n>1<T'<y>§n>)p]
ye

Vi, Vp€

- = ¢ froosn |p| firoosn]. ca
Remarquons que, pour tous yy, ..., y,€Z?,
F,0n, ...,y,,)gP[fjl {T(yi)én}] G110, (5b)
ou
F0ss w039 = % PITO)< - <T0r) <1,
Gy(¥1» .--,yp)=a§PP[T(yau))§ o STQo) =]

Fixons maintenant un couple (¢,0)€ S, x S, et écrivons:

(logn)zp - - 3 / 5 . 3
P y;..;ezzP[T(yc(”): i ET Qo) SHIP[T Y1) S - ST (Vo) =)
=(m§2)pdu1 e dun 0, (g, . w0y, . uy) (5.c)

ou on a noté pour uy, ..., u,€R?,
On(ulo AR up) = (logn)pP[T([nI/Zua(l)]) é oo é T([nllzua(p)]) é n] s

et, pour u€IR?, [u] désigne le point de Z? le plus proche de u (cette définition est
ambigu€ sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle qui n’a pas d’'importance
ici).

Soient uy, ..., u, p points distincts de R? — {0}. En utilisant les théorémes 3.4 et
3.6 ainsi que la propriété de Markov on trouve:

) 7% dt
lim 0,(uy, ..., u,) = (j) ?iexp(—lud(l)lz/Ztl)
n— oo 1

ﬁj‘tl dt,

0 2

o —(t1+ ... +tp-1) dt

TPCXP(" [Uop) = Uo(p— 1)|2/2tp)
?

exp(— |uo(2) *“a(1)|2/2t2)

ce qu’on peut encore €crire, avec la convention u,g,=0,

. p
nl-l—{?o on(ub (RS} up) = (271:)11 .“ dsl e dsp 1__[1 psi —8i- 1(uo(i— 1) uq(i)) (Sd)

Qp(a'%)
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ou, comme dans la partie 2, on note Q,(t)={(sy,...,5,);0=s;= ... <5,=1} et
ps(u, v) désigne la densité de transition gaussienne en dimension deux. Un résultat
analogue vaut lorsque 6,(u,, ..., u,) est remplacé par 0,(u,, ..., u,).

L’étape suivante de la preuve consiste a appliquer le théoréme de convergence
dominée au membre de droite de (5.c). On écrit:

Oyl ) 0B, [ ([ 2, D S 1]
- 11 (MogmPoLT([n ] ~ [0 Pty D <.

i=

Le théoréme 3.6 montre alors, pour une certaine constante C >0,

)4
O,(uy, ..., up) = Cpfz(]”au) —n- 1/Zyol) I;Iz fZ(Iua(i) —Ugi- 1)|) > (5.€)
ou, comme dans le théoréme 3.6, on note pour r>0:

fo(r)=(ogl/r), +”—21(r> 1/2+
Il est important de remarquer ici que la fonction u— f,(|u|) est de carré intégrable
sur IR%. En utilisant (5.€) pour justifier Papplication du théoréme de convergence
dominée on déduit de (5.d) que
lim ( I duy ... du,0,(uy, ..., u,)00(us, ..., up))

n—c \ (R2)P

‘ )4
=Q2n)* [ duy...du,| [ ds,...ds, TT P, s (o — 195 o)
(R2)P i=1

-Qp(df)

J4

( | dsy... dsy TT Ps;— s, (Uari—1s uo"(i))) .
Q,(c3) i=1

Revenons maintenant a I’identité (5.c) et sommons sur tous les couples (o, 0"). La

proposition 2.1, ou plus exactement une légére extension de cette proposition,

entraine alors:

lim ((ogn??/n) 3 Gy y)GiVns ) = GOMELF]. (59

y
ou [ est défini comme dans ’énoncé du théoréme.

En reprenant les calculs ci-dessus on voit aisément que le résultat limite (5.f)
reste vrai si on remplace G, par F, et G, par F,, (5.a) et (5.b) entralnent alors:

lim ((logn)**/n")EL(1,)"]= (2m)*"E[F*], (g

d’ou le résultat du théoréme, dans le cas k=2.

Dans le cas général la preuve est exactement semblable: on utilise principale-
ment le fait que la fonction u—f,(ju|) est de puissance k'*™°-intégrable pour tout
k=2. O

Remarque. 11 semble plausible que le résultat du corollaire 5.2 soit encore vrai pour
k=4. Pour le vérifier rigoureusement il suffirait d’établir que toute valeur
d’adhérence de la suite des lois de ((logn)¥/n)I, posséde certaines propriétés qui,
jointes a la connaissance des moments, caractérisent la loi de (2m)*L.
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Théoréme 5.3. Soient X*, X? deux marches aléatoires indépendantes a valeurs dans
Z3, satisfaisant les hypothéses (H1), (H2), (H3) de la partie 2. Pour i=1,2 soient g; la
constante intervenant dans I'hypothése (H3) écrite pour le processus X', et ;>0 la
probabilité que X' ne revienne jamais & son point de départ.

Pour n=0, soit I, le nombre de points visités par X* et par X* avant instant n.
Alors, pour tout entier p=1,

lim n”PPE[(L,)"]=(4:42)"(0102) " *"E[I']

¢ o3

oul=] Jzé(o)(Wsl — W?2)ds dt est le temps local d’intersection sur [0; 03] x [0; 02]
0 0

de deux mouvements browniens indépendants W', W? dvaleurs dans R3 et issus de 0.
En particulier la suite n~'/*I, converge en distribution vers q,q,(c,0,) 2l

Preuve. Le schéma de la preuve est semblable a celui de la preuve du théoreéme 5.1.
Nous indiquerons seulement les principaux points ou les deux démonstrations
différent. On part de I'identité (5.a) qui reste vérifiée. Ensuite on écrit a la place de
(5.c), pour tout couple de permutations (g, ¢”):

W5 PITG)S - STap) S0

Y1...Yp€
'P[T/(yo"(l))é éT/(ya’(p))én]
=(R§3)p duy ...du0,(uy, ..., u)0,(uy, ..., u,), (5.h)

ou 0,(uy, --'»”p)=np/2P[T([”1/2uo(1)])§ - = T([nllzua(p)])én]‘
En utilisant les théorémes 3.5 et 3.6 on trouve que, pour tous u,,...,u

points distincts de IR®— {0}, ’

p
hm 0n(u1> "'aup)qufol_zp J. dsl e dsp ].—.[ ps,-—si_i(uo'(i—lp uo’(i)) (5'1)
n—= oo Q5(a) i=1

ou py(u, v) désigne maintenant la densité de transition gaussienne en dimension
trois et comme d’habitude on fait la convention s, =0, u, o, = 0. Le théor¢me 3.6, et
en particulier le fait que la fonction u—f5(|u|) soit de carré intégrable sur R3
justifient application du théoréme de convergence dominée, qui conduit a:
lim ( { duy ... du,0,(uy, ..., u,)00uy, ...,u,,))

n—> o \ (R3)P

p
=(‘11‘12)p(010'2)_2p(mf2)pd“1'-'d”p( § dSl"'dSF,1:__[1pSi_Si—l(ud‘(i—l)’uG(i)))

2p(0})

P
( [ ds... ds,, il=—[1 Psi—si—1(Ugr—1s %’(i)))- (549)

2,(c%)

On conclut comme dans la preuve du théoréme 5.1 en utilisant (5.h), (5,) et la
proposition 2.1. [

Remarques. (i) Les analogues «browniens» des théorémes 5.1 et 5.3 [voir (1.d) et
(1.e)] sont établis dans [27]. Ces résultats sont appliqués dans [27] a I’étude de la
mesure de Hausdorff des points multiples du mouvement brownien.
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(i1) Nous n’essaierons pas d’écrire en toute généralité les résultats correspond-
ant aux théorémes 5.1 et 5.3 dans le cas ot 'on omet ’hypothése (H3). On obtient
en général comme loi limite la loi d’'un temps local d’intersection pour des
mouvements browniens indépendants «non isotropes». Nous allons décrire un cas
particulier simple qui nous sera utile dans la partie 6. On considére deux marches
aléatoires indépendantes X*, X? 4 valeurs dans Z¢ (d=2 ou 3) satisfaisant les
hypothéses (H1) et (H2). Soient Q,, Q, les formes quadratiques associées 4 X! et
X? et Ay, A, les opérateurs symétriques positifs définis par:

0:(0)=14,01,  Q,(0)=|4,0*.

Supposons A, =AA, pour un 1> 0. Alors a 'aide des remarques de la fin de la
partie 3, on vérifie que les résultats des théoréme 5.1 et corollaire 5.2 (dans le cas
d=2) et du théoréme 5.3 (dans le cas d=3) restent vrais, a condition de définir:

0-1=(detA1)1/d, O'2=(dCtA2)1/d.

(iii) Soient X', X? deux marches aléatoires a valeurs dans Z¢ (d=2 ou 3)
indépendantes et satisfaisant les hypothéses (H1), (H2), (H3). Pour n=1 posons:
Jo= 2 2 1(x.§=x3)~

O0<uzn OZv=n
Remarquons que J,, est 'exact analogue discret du temps local d’intersection pour
deux mouvements browniens indépendants. On peut montrer pour J, des résultats
asymptotiques analogues a ceux que nous avons établis pour I,. En utilisant a
nouveau la méthode des moments on obtient:

—sid=2,
lim n~'J,=(0,6,) " *«([0;01] x [0; 63]) (5k)

-sid=3,
lim n™12J,=(0,0,) " *a([0; 011 x [0;03]), (5D

ou dans les deux casla convergence a lieu en distribution et o( - ) est le temps local
d’intersection de deux mouvements browniens indépendants a valeurs dans R,
issus de 0. La forme particuliérement simple des résultats limites (5.k) et (5.1)
suggere qu’il devrait étre possible d’établir pour les temps locaux d’intersection un
«théoreme d’invariance fort» analogue a celui que montrent Csaki et Revesz [3]
pour les temps locaux ordinaires du mouvement brownien linéaire. Précisément,
en supposant pour simplifier o, =0, =1, on voudrait trouver deux mouvements
browniens indépendants a valeurs dans R?, W et W’, définis sur le méme espace
que X' et X? et tels que, si o désigne le temps local d’intersection de W et W,
—-sid=2,

lim n=Y(J,—([0;n]*))=0, ps.

—sid=3,
lim n~Y2(J,—([0;n]?))=0 p.s.
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6. Un théoréme central limite pour le nombre de points
visités par une marche aléatoire plane récurrente

Soit X une marche aléatoire a valeurs dans Z2, satisfaisant les hypothéses (H1) et
(H2) de la partie 3. Si 4 est 'unique opérateur symétrique positif tel que E[(0 - X)*]
=|A40/* on pose o=(detA)'/?. Pour tout entier n>0 on note R, le nombre de
points (distincts) de Z? visités par X avant 'instant n. Dvoretzky et Erdos [7] ont
montré, dans le cas des marches aléatoires simples que:

lim ((logn)/n)R, = 2no?, (6.2)

avec convergence p.s. Le cas général a été traité par Jain et Pruitt [18, 207 qui ont
aussi étudié la variance de R, et établi I'existence d’une constante C >0 telle que:

varR, ~ Cn%/(logn)*. (6.b)

LAY

Ceci suggére d’étudier la convergence en distribution de ((logn)?/n) (R,— E[R,]).
Nous montrons le:

Théoréme 6.1. .
lim ((logn)*/n) (R,— E[R,]) = —4n*c*y(%,)

ou la convergence a lieu en distribution et y(% ) désigne le temps local d’intersection
renormalisé d’'un mouvement brownien plan avec lui-méme, sur le triangle
€,={(s,1);0=s<t=1} (voir la fin de la partie 2).

La preuve du théoréme 6.1 utilisera deux résultats intermédiaires. Le premier
(lemme 6.2) est manifestement une conséquence du résultat de Jain et Pruitt (6.b).
Nous en donnerons une preuve indépendante afin que notre démonstration du
théoréme 6.1 soit compléte.

Lemme 6.2. 1] existe une constante C telle que, pour tout entier n=2,
E[(R,—E[R,])*1=Cn’*/(logn)*.

Preuve. Pour tout k=1, soit

@ =sup{E[(R,— E[R,])*]"/?; 2" <n<2"*1}. :

Soient maintenant k>2 et n tel que 2*<n<2**'. Notons n,=[n/2] et
n,=n—n;. On a:
R,—E[R,]=(R,,—E[R,])+(R,,—E[R,,])
—(1X(0,n,)nX(ny, n)] — E[1X (0, n,)nX(ny, n)l1), (6.0)

ou la notation X(p, q) des1gne {X,; p<k=q} (plus généralement on notera X (F)
={X,;keF}) et on a posé R,,z—|X(n1,n2)| Remarquons que R, et R,, sont
indépendantes et que R,12 a méme loi que R,,. On déduit de (6.c) que

var(R,)"? <(var(R,,) +var(R,,)""* + E[|X(0,n,)n X (ns, m)P ]2, (6.d)
Il découle du théoréme 5.1 que pour une certaine constante C:
E[IX(0,n,)nX(ny,n)|*]2< C k™ 225 (6.¢)
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(6.d) et (6.e) entrainent:

a,<2'2aq,_ +Ck™22*.

1/2

Soit b, =k?2 *a,. On trouve, pour tout ¢>2" /2 et tout k assez grand:

bysgb.-1+C;. (6.9

(6.f) entraine que la suite (b;) est bornée, d’ou le résultat du lemme. O

Proposition 6.3. Soient m=2 et pour tout 1 <i<m

Fi=[(i—1)/m;i/m].

Alors:
lim ((logn)*/n) (X(nF)NX(nF)l; 1Si<j=m)

= 4n2o* (B(F, % F)); 1 Si<j<m)

ou la convergence a lieu en distribution et f(-) désigne le temps local d’intersection
(non renormalisé) d’un mouvement brownien plan W avec lui-méme:

BAX B)= [f 8,0(W,—W)dsdi(=p(0, A x B)
avec les notations de la partie 2).

Preuve. Sim=21’énonceé de la proposition revient 4 la convergence en distribution
de ((logn)*/n) | X(nF{)nX(nF,)|. A une translation prés on peut voir X(nF,) et
X(nF,) comme les trajectoires de deux marches al€atoires indépendantes issues du
méme point. Le résultat de la proposition est alors équivalent au cas k=2 du
corollaire 5.2.

Dans le cas général la démonstration de la proposition reprend les idées de la
preuve du théoréme 5.1. Cependant il se présente quelques difficultés techniques
supplémentaires que nous allons prendre la peine de traiter en détail.

Soit K>0. Pour tout 1 <i<m on note, de fagon un peu abusive:

X (nF)=XmF)n{yeZ’;|y|sKn'??}.

Le théoréme d’invariance de Donsker (voir par exemple Billingsley [1]) entraine
que:

éim (sup P[sup(|X,|; k<n)>Kn'/ 2]) =0. (6.)
oo \nx1

(6.g) montre qu’on peut ramener la convergence en distribution de
‘ ((logn)?/n) | X (nF )N X (nF )|

a celle de ((logn)*/n) | X*(nF)nX*(nF ;)| Aprés cette premiére réduction, I'idée de
la preuve est la méme que celle du corollaire 5.2, a savoir qu’on utilise la méthode
des moments. On se fixe un entier p=1 et p couples (iy,j;), ..., (i,,],) avec i;<j
pour tout 1 <I=<p et on étudie la convergence de

«1ogn>2/n)PE[ﬁ |XK<nFi,)nXK(nFj,>|} .
=1
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Pour des raisons qui apparaitront plus loin il est ici préférable de se fixer ¢>0

suffisamment petit et pour tout 1 <i<m de remplacer F; par
Fi=[(i—1)/m+e;i/m—¢].

On écrit alors:

E[lf[l |XK(nF§,)nXK(nFj-I)}]

- 3 P[ﬁ (€ X(nF? )nX(nF;,)}]

»1...ypeZ? =1
Iyi S Knis2

- ¥ P[ A (nt2z,e X(nF;)nX(nFj.,)}] . (6.h)
zy...2pen~ 1272 1=1
lzilSK

Notons Z=(zy, ...,z,) et pour tout 1 <I<p:
T21 1 —lnf{k € nF”, X, = nI/ZZl}
T =inf{kenF; X, =n'?z},

avec la convention inf = co. On peut alors écrire:

Jv?

Pl:lél {nl/zz,eX(anl)n:X(n ] [ U {T; (1)— (2)~<— §7;(2p)§"}}

€S 2p

% P[Tfu)fo(z)—— §T52p)§n],
’ (6.)

et on obtiendrait une minoration au lieu d’'une majoration en remplagant les
inégalités larges par des inégalités strictes. Remarquons que certains des termes de
la somme ci-dessus sont toujours nuls, mais cela ne porte pas a conséquence.
Fixons maintenant 7€ S,, et étudions:

n—pfe(n;zzz [ (1)_7:(2)S cee é’I::(Zp)én]
|zil =
= | dxP[ [(’i])"f < ... STEn <n], (6)

{xe(R2); |[x]n| S K}

ou pour x € (R??, x=(x,, .. ,xp) on a noté [x],=([x], ..., [x,],), le point de
(n~Y2Z*P le plus proche de x, et |[x]1,|=sup{|[x.],l; 1<l<p}

Pour alléger les notations plagons-nous dans le cas ou ’hypothése (H3) est
vérifiée et ot =1 (dans le cas général on utilise la remarque (ii) de la fin de la
partie 5). En utilisant a la fois le théoréme 3.4 et le résultat limite (3.s) on trouve, si
les x; sont distincts et distincts de 0,

hm (logn)*’P[TGY < ... ST <n]
2p
— (27[)21’ _f dtl .. dtzp E Dty —tei- 1)(xi(i —1) xi(i)) s (61()

P
RACIEN
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avec la notation 7(i)=1 si 7({)=2[—1 ou 2l [de plus on convient que t;,=0 et
ps(u,v)=0 si s<0].

On voudrait maintenant appliquer le théoréme de convergence dominée au
membre de droite de (6,j), en utilisant (6.k). Pour cela on majore

(logn)?’P[Tr < ... sTEH<Snl< H ((logn)Psy,_ 11, [[Xe]n € X (0, m)])

= iI;I1 Cf. 2(|x1':(i) — Xg(i- 1)[) s (6.1)

avec les notations du théoréme 3.6. La majoration ainsi obtenue n’est pas tres
intéressante s’il existe des indices i tels que 7())=17(i— 1), puisque f,(0)= + 0.
Pour remédier a cet inconvénient on remarque que si T(i))=7(i—1)=I[ on a
nécessairement t(i—1)=2I—1 et 7(i)=21, et on déduit de (3.s) la majoration:

(log n)P[xI]n[[xl]n € X(sn, n)] é Ce > (6m)

- pour une certaine constante C,. Ensuite, grace au remplacement des F; par les F3,
on peut utiliser la majoration (6.m) pour écrire a la place de (6.1)

(logn)*?P[Th < ... ST <n]
2p 2p
= l__[l (Cf Z(IXE(i) — Xg(i— 1)l)) 1;11 (Cy). (6.n)
Wy*ai-1) =i 1)

La fonction de (x,, ..., x,) qui figure dans le terme de droite de (6.n) est clairement
intégrable sur tout compact. Ceci suffit a justifier application du théoréme de
convergence dominée au membre de droite de (6.j). On trouve, compte-tenu de (6.h)
et (6.1):

lim sup ((logn)?/n)’E [ 11 |XK(nF§,)mXK(nF§,)|]
n- o i=1
§(2n)21’ j dx1 wedx, Y § dey...dty,

‘CESZp l'I (Fi, "FJ,)

H Pty —tei-1 )(xt(l 1) t(l)) (60)
A Taide de la remarque suivant (6.i) on obtiendrait aussi aisément une minoration

pour la limite inférieure par la méme quantité. D’autre part cette quantité
s’interpréte (voir la partie 2) comme étant égale a

(@m)*’E [ IT Be(F}, x F; )],

ou f est comme dans I’énoncé de la proposition et S est définie par:
ﬂK(A X B) =A£B ﬂ(ds dt)l(lwsl <K)*

On a donc établi:

lim ((logn)*/n)’E |:11—£[ IX¥mF;)nX K(nFj‘)l] (2m)*?E H Bx(F: x F: ):|.
(6.p)
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On peut maintenant faire tendre ¢ vers 0 dans (6.p) pour aboutir a:

lim (logn)2/n)?E [lﬁ IXX(nF,)n X (nF ,.,)|] — 2n)*E [lﬁ B(F; x F ,.,)]
n— oo =1 =1
(6.9

La justification du passage de (6.p) a (6.q) ne présente pas de difficultés: les
estimations de la partie 5 permettent de vérifier aisément que:

1@3 ((logn)?/n)’E Lﬁ |XX(mF;)n X (nF 3-1)1}

=«wgmﬂmyE[fHX*mFonX*mng,

avec convergence uniforme en n. (6.q) et le principe de la méthode des
moments entrainent:

lim ((logn)*/n) (X*(nF)n X (nF)|; 1Si<j<m)
=Q2n)*(B(F;x F;1si<j<m), (6.1)

avec convergence en distribution. En faisant tendre K vers oo et en utilisant (6.g) on
déduit de (6.r) le résultat de la proposition. [

Preuve du théoréme 6.1. Soit p=1. On écrit pour tout entier n:
2r . p 2k-1
R,=X RP-3 ¥ I(kj), (6.5)
i=1 k=1 j=1
a condition de poser: pour 1<i<2?, 1<k<p, 1<j<2F 1,
RY=|X((i—1)2"n,i2" Pn)|,
Lk, )=1X((2=2)2"n, (2j = 1)27*"m)n X ((2j— 1)27*n, 22 *n)|.

Pour toute variable aléatoire intégrable U notons U= U — E[U]. On déduit de
(6.5):

2k-1

2p
R=3 R0~ 3 3 Ik (61
i=1 k=1 j=1
A Taide du lemme 6.2 et de I'indépendance des R on obtient:
2p 2 2p
E[(((logn)z/n) 2 Rf.i)) ] =(logn)*/n*) 3 E[(RP)*]=C27%,  (6.u)
i=1 i=1

pour une certaine constante C et tout n assez grand.
D’autre part la proposition 6.3 entraine:

k-1

lim ((logn)?/n) ké j;l I,(k,j)=4n%0? ki j;l B4, (6v)

ot la convergence a lieu en distribution, les A% sont définis par (2.p), et § est, comme
dans la proposition 6.2, le temps local d’intersection avec lui-méme d’un mouve-
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ment brownien plan. Le temps local d’intersection renormalisé y(% ) est défini (voir
la partie 2) par:

w 2k-1 p 2k-1t

#6)=3 3 Bah=lim 5 5 Fd). (6:9)

Le résultat du théoréme découle aisément de (6.t), (6.u), (6.v) et (6.w), en choisissant
d’abord p suffisamment grand avant de faire tendre n vers l'infini. [

Remarques. (i) Soit W un mouvement brownien plan et pour ¢ >0, S¢1a saucisse de
Wiener de rayon ¢ associée & W sur lintervalle de temps [0;1]. Si m désigne la
mesure de Lebesgue sur IR? on a:

liné (logl/eym(S® ==,

avec convergence p.s. et dans les espaces L. On peut montrer le résultat «au
second ordre» suivant, qui est 'analogue du théoréme 6.1:

lim (log1/¢) ((log 1/2)m(S") —m) = —n*)(¥,)

ou la convergence a lieu dans L? et y(%,) est le temps local d’intersection
renormalisé associ¢ au mouvement brownien W. La preuve de ce résultat [28] est
trés semblable a celle du théoréme 6.1, a ceci prés que le résultat correspondant d la
proposition 6.3 devient immédiat.

(i) Jain et Pruitt [20] ont montré que, pour toutes les marches aléatoires
planes récurrentes, (R,) vérifie la loi des grands nombres, i.e. lim(R,/E[R,])=1,
p.s. On peut donc se demander si le théoréme central limite reste vrai dans un
cadre plus général. Il serait en particulier intéressant de déterminer quelles lois
limites autres que la loi normale on obtient pour la suite (varR,) ~ (R, — E[R,]).

(i) En dimension d=3, Jain et Pruitt [19], [21] ont montré que, pour toutes
les marches aléatoires satisfaisant (H2), le théoréme central limite est vérifié par
(R,), avec convergence vers une loi normale. Dans le cas particulier ou la marche
aléatoire considérée satisfait aussi I'hypothése (H1) on peut donner une preuve
simple de ce résultat calquée sur celle du théoréme 6.1. Par exemple en dimension
d=3, on choisit un entier p=1 et on écrit,

R,= 3 RO—I(n,p) (6)
i=1

ou on a noté RY=|X((i—1)n/p,in/p)| et I(n,p) est une somme de «termes
d’intersection». On remarque ensuite qu’on peut a la fois choisir p grand, en
fonction de n, et s’arranger pour que I(n,p) soit négligeable devant R,=R,
—E[R,]. Pour cela on a besoin de connaitre le comportement asymptotique de
var R, qui nous est donné par le théoréme 2 de [19]:

varR, ~_ a’nlogn (6.y)

pour une certaine constante a >0 [les techniques du lemme 6.2 permettent de voir
facilement que var R, < Cn(logn)?]. A l'aide des résultats de la partie 5 on vérifie
que, par exemple en prenant p,=(logn)'/? on a:

lim (nlogn) ~ E[(I(n, p,))*] =0,
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d’ou
DPn .
lim (nlogn) /2 (R,,— Y Rf?) -0.
n=® i=1

Pour conclure et retrouver (1.k) on remarque que, pour n fixé, les variables RY
(1Li<p,) sont indépendantes et qu’on peut appliquer le théoréme de Lindeberg
sur les tableaux triangulaires (voir par exemple Feller [14], p. 530) & la famille
(RY—E[RY]). Pour vérifier la condition de Lindeberg il suffit de montrer que:

E[(R,— E[R,])*]= Cn*(logn)”.

Cette majoration est aisément établie a ’aide des résultats de la partie 5 en utilisant
les mémes techniques que dans la preuve du lemme 6.2.

(iv) Le théoréme 6.1 est étroitement lié au résultat de renormalisation de
Varadhan [40]. De la méme fagon on peut rapprocher le théoréme central limite
pour (R,) en dimension 3 des résultats de renormalisation obtenus par Yor [44]
pour les temps locaux d’intersection du mouvement brownien dans R3.

(v) Dautres résultats asymptotiques concernant la suite (R,) ont été établis
par Donsker et Varadhan [5] qui ont déterminé un €quivalent de log E[exp— AR, ]
(A>0) quand n tend vers l'infini. Il est remarquable que le résultat ainsi obtenu soit
'exact analogue d’un résultat établi par les mémes auteurs [4] relatif a la saucisse
de Wiener dans R%. Ceci pose a nouveau la question de I'existence d’un théoréme
d’invariance «suffisamment fort» qui permettrait de passer de I'une des deux
situations a l'autre.

7. Conclusion et remarques

Les résultats des parties 4 et 5 donnent dans certaines cas particuliers une réponse
au probléme général suivant. Soient X*,...,X* k (k=1) marches aléatoires
indépendantes a valeurs dans Z*, satisfaisant les hypothéses (H1), (H2) de la partie
3, et I, le nombre de points visités a la fois par X*, ..., X* avant l'instant n. Alors
peut-on trouver une fonction déterministe f(n) telle que la suite (f(n))~'I,
converge en distribution? Le probléme n’a d’intérét que si I, =00, p.s. On a le
résultat €élémentaire suivant.

Proposition 7.1. Supposons de plus que X, ..., X* ont des moments d’ordre d—1.
Alors E[I ]= o0 si et seulement si l'une des conditions suivantes est réalisée:

—d=1 ou 2, k quelconque,
-d=3, k<3,
-d=4, k<2,
-dz5k=1.

Preuve. On écrit:

k

E[I,] =y§ld< L P[ye X0, oo)]> .



Intersections de marches aléatoires (I) 505

Si d=1 ou 2 le fait que les X* soient récurrentes montre immédiatement que
I,=00 ps. Si d=3, (3.t) montre que la relation E[I]= oo équivaut a:

=0,
yeZ2—{0}

ce qui équivaut encore a:
kQ—d)y+d—1=2 -1,
d’ou la proposition. O

Remarque. L’hypothése de moments sur les X* n’est certainement pas la meilleure
possible. Il suffit en fait que I’équivalence (3.t) soit vérifiée pour toutes les marches
considérées.

Les résultats des parties 4 et 5, et les rappels de I'introduction concernant le cas
k=1, montrent que le probléme du comportement asymptotique de I, est résolu
dans tous les cas ou E[I]= o0, & 'exception des cas d=3, k=3 et d=4, k=2
[remarquons aussi que si d=2, k=4 on obtient seulement la convergence des
moments de ((logn)*/n)I,]. Un peu comme la dimension d =2 était critique pour le
probléme de la visite des points, ces deux valeurs du couple (d, k) peuvent étre
considérées comme critiques pour le probléme de I’étude des intersections de
trajectoires de marches aléatoires indépendantes. En effet elles correspondent & la
situation ou les trajectoires de k mouvements browniens indépendants en
dimension d n’ont pas de points communs, alors que le contraire se produit si on
remplace les mouvements browniens par des marches alétoires (voir a ce sujet les
remarques d’Erdos et Taylor [12]). Les résultats correspondants aux cas critiques
sont établis dans [29]. Supposons pour simplifier que les X* (1 <i<k) satisfont
’hypothése (H3) de la partie 3, notons o; la constante associée 4 X' et g¢; la
probabilité que X' partant de 0 n’y revienne jamais. Alors:

—sid=4, k=2,
lim (logn) ™I, =(2m)"*(0,0,) " *q,4,N*

—~sid=3, k=3,
lim (logn) ™ '1,=(21) " *(016,03) ~%q14,4:M ,

ou dans les deux cas la convergence a lieu en distribution, N est une variable
normale centrée réduite et M suit une loi gamma de parameétre 1/4 de moyenne 1,
dont la densité s’écrit:

474 1/4) " Ix 3 exp(—x/4).
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