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Abstract. A new method of constructing analytic continuations of matrixelements of
fieldoperators is presented for the example of the fourpoint-functions whose boundary
values generate a double commutator. Writing the Wightman-functions as matrixelements
of the translationoperator we get an integral representation of these functions over
absolutely integrable complex-valued measures which depend analytically on.the vari-
ables of the Wightman-functions. By controlling the growth-properties of the analytic con-
tinuation of these measures we end up with an integral representation of the analytic con-
tinuation of these four Wightman-functions into an JS?+-invariant domain of holomorphy
which connects the original four tubes.

I. Einleitung

Die ursprϋnglichen Absichten der Wightman-Formulierung einer
Feldtheorie ([13], p. 72, [20]) lieBen sich bisher nicht vollstandig ver-
wirklichen. Dennoch bleibt das Problem der analytischen Fortsetzung
von Erwartungswerten von Feldoperatoren interessant. In einem direk-
teren Zusammenhang mit mefibaren GrδBen als die Wightman-Funk-
tionen stehen Streumatrixelemente, die sich als Fouriertransformierte
von vollstandig retardierten Kommutatoren schreiben lassen [10]. So ist
heute das Problem der analytischen Fortsetzung von Erwartungswerten
von Feldoperatoren vor allem im Zusammenhang mit dem Beweis der
Analytizitatseigenschaften von Streumatrixelementen aktuell, und zwar
auch in der Theorie der lokalisierten Observablen ([1-3, 7, 9]).

Am Beispiel der vier Vierpunkt-Wightman-Funktionen, deren Rand-
werte gerade den doppelten Kommutator von vier skalaren Wightman-
Feldern erzeugen, demonstrieren wir eine neue Methode zur analytischen
Fortsetzung von Vakuumerwartungswerten von Feldoperatoren.

Im Prinzip besteht diese Methode aus folgenden Schritten:
1. Wir schreiben die Wightman-Funktionen als Matrixelemente des

Translationsoperators T(x) = U(x, 1) zwischen geeigneten Zustanden
((0, Λ)-*U(a, A) sei die unitare Darstellung der orthochronen eigent-
lichen Lorentzgruppe «£?]., die gemaB den Wightman-Axiomen im Hil-
bertraum § der Zustande unserer Theorie existiert).
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2. Aus 1. folgt leicht eine Darstellung der Wightman-Funktionen als
Integrate ύber absolutintegrierbare komplexwertige MaBe. Diese MaBe
hangen analytisch von den Variablen der Wightman-Funktionen ab und
sind in einem viel groBeren Gebiet als diese analytisch.

3. Die Lokalitat der Theorie impliziert die Existenz einer gemein-
samen analytischen Fortsetzung der in 2. eingefύhrten MaBe.

4. Der entscheidende Schritt dieser Methode besteht nun darin, aus
der Kenntnis des Wachstums dieser MaBe in den Tuben das Wachstum
der gemeinsamen analytischen Fortsetzung dieser MaBe in ihrem Holo-
morphiegebiet zu erschlieBen.

5. Die Kenntnis der Wachstumseigenschaften der analytischen Fort-
setzung der MaBe erlaubt, eine gemeinsame analytische Fortsetzung der
Wightman-Funktionen als Integral ύber die gemeinsame analytische
Fortsetzung der MaBe anzugeben. Das so erhaltene Holomorphiegebiet
der Wightman-Funktionen wird durch die Wachstumseigenschaften der
MaBe bestimmt.

Unmittelbar ist keineswegs klar, ob auf diese Weise eine echte Er-
weiterung des ursprunglichen Holomorphiegebietes resultiert. Das ex-
plizit durchgefύhrte Beispiel der Vierpunkt-Funktionen jedoch zeigt, daB
die obige Methode eine nichttriviale Erweiterung des ursprunglichen
Holomorphiegebietes (die vier Tuben) liefern kann.

Darύber hinaus bestehen folgende Hoffnungen:
a) Diese Methode sollte auf alle hoheren ft-Punkt-Funktionen ύber-

tragbar sein.
Die Schritte 1., 2. und 3. lassen sich ohne weitere Schwierigkeiten

durchfύhren. Bisher erscheinen die Komplikationen im 4. und 5. Schritt,
die insbesondere in der groBeren Anzahl der Variablen bestehen, ύber-
windbar.

b) Die bisherigen Untersuchungen des Holomorphiegebietes der
ft-Punkt-Funktionen benutzten die aus der ^|-Invarianz dieser Funk-
tionen folgende Darstellung durch Funktionen der Invarianten bezύglich
&+ ((C). Die Gesamtzahl

(n\
r ' ~ ' ' \4

dieser Invarianten ist fur n = 5 gleich der Anzahl der Vektorvariablen
(Ci 9 C«) und fur π > 5 grόBer als die Anzahl der Vektorvariablen. AuBer
durch die grδBere Anzahl der Variablen fur ft > 5 wird die Untersuchung
des Holomorphiegebietes in den Invarianten dadurch erschwert, daB die
Invarianten nicht unabhangig voneinander sind. Diese beiden Nachteile
kδnnen mit der oben angedeuteten Methode vermieden werden. Damit
erδffnet sich eine Mδglichkeit, Fortschritte im Sinne der ursprunglichen
Absichten der Wightman-Theorie zu erzielen.



Uber das Holomorphiegebiet der Vierpunkt-Funktion 233

c) Bei den niedrigen n-Punkt-Funktionen besteht eine Symmetric
im Analytizitatsverhalten im Orts- und Impulsraum. Daher scheint diese
Methode eine neue Mδglichkeit zur Untersuchung von Streumatrix-
elementen zu erδffnen. Im Hinblick auf solche Untersuchungen wurde
das explizit durchgefύhrte Beispiel gewahlt.

Bei der Durchfύhrung dieser Methode fur die Vierpunkt-Funktionen
wollen wir die Postulate der Theorie eines skalaren Wightman-Feldes
([13, 17]) zugrundelegen, halten es aber fur sehr wahrscheinlich, daβ
weite Teile der Argumentation auch in einer Theorie lokalisierter Obser-
vablen richtig bleiben.

In der Bezeichnungsweise von [13] untersuchen wir die vier Vier-
punkt-Wightmanfunktionen, deren Randwerte gerade den doppelten
Kommutator

(flo, [Λ(*ι),

= 2Bl 234(*1 »

erzeugen (Ω0 bezeichne hier den Vakuumzustand im Hilbertraum §
unserer Theorie, Aj(x) seien vier skalare Wightman-Felder). Indem wir
die FF-Funktionen als Matrixelemente des Translationsoperators zwi-
schen geeigneten Zustanden aus ί> aufschreiben, gelingt es leicht, eine
einfache Integraldarstellung der ΐ^-Funktionen uber Funktionen an-
zugeben, die in einem viel grόBeren Gebiet als die W-Funktionen ana-
lytisch sind (Abschnitt II). Die Lokalitat impliziert die Existenz einer
gemeinsamen analytischen Fortsetzung dieser Integralkerne, deren
Wachstum in den vier Tuben bekannt ist (Abschnitt IV). Im III. Abschnitt
stellen wir Mittel zur Kontrolle des Wachstums dieser gemeinsamen
analytischen Fortsetzung in ihrem gesamten Holomorphiegebiet bereit.
Damit kann schlieBlich im Abschnitt IV eine gemeinsame analytische
Fortsetzung der vier PF-Funktionen als Integral uber die analytische
Fortsetzung der Integralkerne konstruiert werden. Ohne explizit die
&\ -Invarianz der Theorie auszunutzen, erhalten wir so ein j5?!-invarian-
tes Holomorphiegebiet Ω, welches die vier Tuben enthalt und eine ein-
deutige analytische Fortsetzung der vier PF-Funktionen nach Ω.

II. Έine Integraldarstellung fur Wightman-Funktionen

Zunachst geben wir ein paar einleitende Anmerkungen uber die ana-
lytische Fortsetzung des Translationsoperators. Nach dem SNAG-
Theorem [6] laβt sich jede unitare stetige Darstellung der Translations-
gruppe x^T(x) als ein Operator-Stieltjes-Integral uber ein eindeutig
17 Commun. math. Phys., Vol. 23
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durch T(x) bestimmtes Spektralmaβ dE(p) auf 1R4 schreiben:

T(x)= I ei(x>p) dE(p)

P = (p°,p\p2,p3)

p»=$q»dE(q), μ = 0,1,2,3

wird als Energie-Impuls-Operator interpretiert. Die Spektrumsbedin-
gung gilt genau dann, wenn das Spektralmaβ dE(p) seinen Trager im
abgeschlossenen Vorwarts-Lichtkegel V+ hat. Ist nun / eine bezϋglich
dE(p) meβbare und integrierbare Funktion, so definiert das Operator-
Stieltjes-Integral J/(g) dE(q) einen beschrankten Operator/(P) auf § mit
der Eigenschaft

(ΦJ(P}Ψ}= S f(q)d(Φ,E(q)Ψ)
v*

fϋr alle Φ, Ψ e §.
Wir nennen eine auf einen Bereich B C Cn definierte Funktion A(z)

mit Werten, die Operatoren im Hilbertraum <r> sind, analytisch, wenn fur
alle Φ e § die Matrixelemente (Φ, A(z) Φ) analytische Funktionen auf B
sind. Sei χ eine stetige beschrankte Funktion, so ist χ insbesondere be-
zύglich dE(p) meβbar und integrierbar; dies gilt auch fur ei(z>q) χ(q) fur
ze3T+ =!&4 + iV+. Folglichist

fχ(z):= J ei^χ(q)dE(q) (IL1)
v^

fϋr alle ze^"1" ein wohldefϊnierter beschrankter Operator auf §. Uber
die z-Abhangigkeit dieses Operators gibt der folgende Satz nahere
Auskunft:

Satz II.l. Istx^>T(x) eine stetige unitάre Darstellung der Translations-
gruppe des Minkowskiraumes, so ist der flir stetige, beschrankte Funk-
tionen χ durch (II.l) definierte Operator fχ(z) eindeutig durch T(x) be-
stimmt und hat folgende Eigenschaft en:

(1) Tχ(z) ist stetig inze^,
(2) fχ(z) ist analytisch in
(3) ||fχ(z)||^sup|^

(4) fχ(z,+z2) = fχ(Zl) f ( z 2 ) = f (zj fx(z2),
(5) U(A) f(z) U(ΛΓl = f(Λz\ Λe&i, z

Dabei wurde fi(z) = f(z) gesetzt, und A-> U(A) ist die stetige unitare
Darstellung der orthochronen eigentlichen Lorentzgruppe J5?j, die ge-
maβ den Wightman-Axiomen in § existiert.

Beweis. Dieser Satz ist nur eine geringfugige Verallgemeinerung des
Satzes 4 von [18], der die entsprechenden Aussagen fur χ(q) = 1 macht.



Uber das Holomorphiegebiet der Vierpunkt-Funktion 235

Zur weiteren Vorbereitung und zur Einfuhrung unserer Bezeich-
nungen erinnern wir an einige Ergebnisse ϋber Wightman-Funk-
tionen [13].

Λ(*ι) A2(x2) Ω0 = Φ12(χl9 x2 - x,) : ^(1R8)-S

ist eine temperierte Distribution mit Werten im Hilbertraum § der Zu-
stande. Die Fouriertransformierte Φx 2 (p, q) hat ihren Trager in p,q e ΎrdE,
so daβ Φ12(x, ξ) Randwert im &" einer in (z, 0 e ̂ 2

+ analytischen vektor-
wertigen Funktion Φ12(z, ζ) ist. Aus der Translationsinvarianz folgt fur

f(z/)Φ12(z,0 = Φι2(^ + ̂ 0 (Π-2)

und weiterhin, daβ die Distribution

fur /e ^(IR4) nur von y — x abhangt. Die Positivitat des Skalarproduktes
in § besagt dann gerade, daβ (Φ12(x,/), Φ12(yJ)) = W(f, y - x,/) in der
Differenzvariablen eine temperierte Distribution vom positiven Typ ist.
Folglich ist W(f9 ξ,f) Fouriertransformierte eines polynomialbeschrank-
ten positiven Maβes mit Trager in ΎrdE ([21], Satz von Bochner).
Daraus folgt mit Lemma 1 von [5] :

M

| |Φ12(z,0||gC|CT 1 + -J- 1 + -H (Π.3)\ du \ dz)
mit nichtnegativen ganzen Zahlen N9 M, m. dζ bezeichnet den euklidischen
Abstand des Punktes Ce^+ von (C4\^r+, also

Die zum Matrixelement

(β0, A^xJ A2(x2) A3(x3) A4(x4) Ω0)

gehorige PF-Funktion besitzt daher die Darstellung

^1234(^1, z2, z3, z4) - (Φf2(- z2, Σ! - z2), Φ34(z3, z4 - z3)) .

Infolge der Translationsinvarianz haben wir

^1, Z2?

 Z3> Z4) = ^12 34(Z2 - Zl> Z3 ~ ̂ 2?

 Z4 ~ Z

3)

i 2 3 4(Zi - Z2 + Z, Z, Z3 - Z2 + Z, Z4 - Z2



236 E. Brϋning:

fur beliebige z e ̂ +, zj - zj,1 e ̂ ~+J = 2, 3, 4, also nach (IL4) und (II.2):

l > Z29 Z39 Z4) = (Φf2(~ Z, Zi - Z2), Φ34(Z3 - Z2 + Z, Z4 - Z3))

= (Φf2(- z, Zi - z2), f (z3 - z2) Φ34(z, z4 - z3)) .

Entsprechendes gilt fur £62134? £61243 und £62143- Damit sind die
W-Funktionen als Matrixelemente des Translationsoperators zwischen
geeigneten Zustanden dargestellt, die analytische Funktionen ihrer Va-
riablen sind.

Die Lokalitat der Theorie kann durch die Zustande Φjfe, folgender-
maβen ausgedrϋckt werden.

Fur (χ4 - x3)
2 < 0 gilt in y

Φ34(x3, x4 - x3) = ̂ 43(^4? ^3 - ^4) -

Daraus folgt fur beliebige ze«^+, ξ2 <0

T(- i ί) Φ3 4fe ί) ̂  T(J ξ) Φ43fe - « - (Π.5)

Es erweist sich fur unsere Zwecke als vorteilhaft, folgende Koordinaten
einzufύhren :

ζί=z2-z1, ζ3 = z4-z3, ζ=± (z3 + z4 - z1 - z2) ,

Die in diesen Variablen geschriebenen PF-Funktionen
bezeichnen wir mit M^, M21, M12, M22, d. h. ausfύhrlich

! ι(Cι, C, C3, Z) = (φ*2(- Z, - Ci), f (C - i (Ci + C3)) *34^ ί3))

= ^1234(Cl,C-έ(Cl+C 3 XC3) ?

ι2(d, C, C3, z) = (Φf2(- z, - Ci), f (C - ί (Ci - C3)) *43fe ~ W)

l , C - i ( C l - C 3 X - C 3 ) ,

^f ιλΓ(f+i(C 1 + f3))Φ43(^ -is)) (Π.6)

- C l , C + i ( C l + C 3 λ - C 3 ) ,

Z, C,), f (C + έ (Cl - C3)) *34^ C3))

Die "Wightman-Funktionen" Mjk sind analytisch in (£ι> £> £3)
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und ze^"+. Die Gebiete Ωjk sind die den vier Permutationen (1234),
(2134), (1243) und (2143) zugeordneten Vorwartstuben. Fur j'Φ/ oder
k Φ k' haben Ωjk und Ωyk, keine Punkte gemeinsam. Die Lokalitat und
die j£?ί-Invarianz der PF-Funktionen garantieren die Existenz einer ein-
deutigen ££+ (C)-invarianten gemeinsamen analytischen Fortsetzung die-
ser vier Funktionen in die Vereinigung (J Ω'jk der erweiterten "Tuben"

([13], p. 150).
Aus (II.6) und (II.3) gewinnen wir leicht Schranken fur das Wachstum

der Funktionen Mjk. Es ist z. B.

(IL7)
^ φ*(z) ̂ (z) vfίd) tpι(Cs) II t(ί - i (Ci + C3))ll .

Dabei sind tpf(z), tp^z) und tpf(ζ3), φ1(C3) gemaβ (II.3) definiert. Diese
Abschatzung kann mit anderen Konstanten C7 und nichtnegativen gan-
zen Zahlen NJ9 MJ9 m7 auf die ϋbrigen Funktionen Mjk ϋbertragen werden.
Da wir bei den folgenden Uberlegungen zunachst nicht explizit auf die
"z-Abhangigkeit" der Zustande Φjk eingehen, schreiben wir abkύrzend,
z.B.

Φ34(£3) = Φ34(z, C3) mit beliebigem z e ̂ "+ .

Die mit den Zustanden Φjk(z, ζ) gemaβ (II.6) gebildeten Matrixelemente
Mjk hangen nicht mehr von z ab.

Durch

= (Φ?2(- Γi), E(A) f(ζ - i (G + C3)) Φ34(C3)) (Π.8)

= (*f2(- ίl),T ,(C - i (Cl + C3)) ^34(C3))

mit

gemaβ Satz I.I fur Borelmengen_zl ClR4 wird ein beschranktes komplex-
wertiges Maβ mit Trager in V+ erklart. Ist Δr\V+ beschrankt, so ist
nach Satz I.I TΔ(z) eine ganze analytische Funktion und daher
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in (Ci, C, C3Jιe «T+ x C4 x 3~ + analytisch (Satz von Hartogs, [11], p. 28).

Fur die ύbrigen M^ gelten analoge Aussagen, insbesondere also in Ωjk

MJh(ζl9 f , C3) = J dM^ίd, ί, C3 P) (π.9)

mit MaBen dMjk(ζv, ζ, ζ3 p\ die in

analytisch sind.
Sei φ eine stetige Funktion, deren Trager in einer Kugel

7=0

liegt und die \ψ(p) d4p = 1 erfύllt.
Dann hat die Funktion φq(p):= φ(q — p) ihren Trager in

, q":=q-ε, ε:= (\/2ε',Q) .

Nach Satz 11.1 und dem Satz von Hartogs ([12], p. 28) ist das Kon-
volutionsprodukt

Λίιι(Cι, C> C3 Ψq) ••= ί <Pa(ί>) dMn^, ζ, ζ3; p3)

= (Φί2(-Cl), t g(C- i(d +ζ3))Φ34(C3))

fur feste q eine in (ζlf ζ, ζ3) e&~+ xC4 x J"+ analytische Funktion mit
T^Muίd, ζ,ζ3;φq)C-ε+V+ = V+, die nach (II.7) durch

abgeschatzt wird.
Sei (d, C, C3) e Ωn, also j; = lm(ζ - $ (ζ, + Q) ε V+, dann gilt

I I T9t(ζ- i(d +C3))II ^ sup|φβ(p)| e-C" '>= ||φ|| e-(e"'rt

FC

+

da Tr φq c (q" + V~*)n(q' - F+). Ist hingegen nur

(C 1 ) C ) ζ 3 )e«r + xC 4 x^ + ,

so kδnnen wir mit derselben Begrϋndung folgendermaβen abschatzen:
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Diese ϋberlegungen lassen sich auf die ϋbrigen Mjk ϋbertragen; wir
erhalten somit

1 V i/ / T y

ϊ Σ K ϊΊmCj ,

2 ~ '" (11.12)

Fur y e F + ist f e-(^>d4« = 16πe2(ε'y)(};,};)-2, d.h. nach (11.12), daβ
FJ

ί |M/k(Ci, C? C3 φq)\ d*q fur (d, C, C3)
 e βjfc existiert und folglich

ί MJk(ζl9 C, C3 </>,) rf4^ - 1 (ί Φ€(P) d4q) dMJk(ζl9 ζ, C3 p)

, c, C3 P) = M ί̂d, c, ί3)

Diese Ergebnisse fassen wir zu einem Satz zusammen:

Satz Π.2. Die Wίghtman-Funktionen Mjk9 j, fe = 1, 2 besitzen Integral-
darstellungen

mit Funktionen Mjt(Cι, C, Cs <P4), ^Je in

analytisch sind und nicht starker wachsen als

ί Σ l(«MmO)|

Dabei ist φ_eine beliebige Funktion mit der Eigenschaft (11.10) und
TtφqC(q"+V+)n(q'-V+)und

{.,.= sup le'K '
P

\Mj

= U+
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III. Wachstumseigenschaften analytischer Funktionen

Es bezeichne ̂ + die Vorwartstube in rc-Vierervektoren. Sind/+ bzw.
/ ~ in ̂ + bzw. 2Γ~ = - 3Γn

+ analytische Funktionen, deren Randwerte
als Distributionen existieren und auf einem Gebiet G C IR4 als Distribu-
tionen ύbereinstimmen, so liefert die Anwendung des "Edge of the
Wedge"-Theorems ([17], p. 74, 94) eine gemeinsame analytische Fort-
setzung / von /+ und /" nach ZΓ* u F~ u G. Dabei ist G eine offene Um-
gebung im C4'" von G. Da ^+u^~uG im allgemeinen kein Holo-
morphiegebiet ist, taucht sogleich die Frage nach der Holomorphiehulle
^f^/u^uG) von 3~+\j*r~\jG auf. Bei der Anwendung dieser
Situation auf Feldtheorien kennt man meistens die Wachstumseigen-
schaften der Funktion / in ^+u^~uG und ist aus verschiedenen
Grύnden (Beweis von Dispersionsrelationen, Berechnung von Holo-
morphiehύllen) auch an einer Kenntnis des Wachstums der analytischen
Fortsetzung ¥ von / nach J f (̂ ,+ u^~uG) interessiert. Eine Antwort
auf dieses Problem ist fur spezielle Situationen bekannt:

In [15] ist ein Theorem von Bros bewiesen, welches besagt: Ist / in
^~+ u^"~ u J analytisch und gilt dort |/(z)| < Cea|Im-^, a > 0, so gilt fur
die analytische Fortsetzung F in Jf (^u^'u J): |F(z)| ̂ Ceα|Im<
Dabei ist 3ft, von recht spezieller Gestalt [15].

Eine zweite Aussage dieser Art haben wir in [7].

Lemma A 2.1. Ist Tn

+ die π-Punkt- Vorwartstube des zweidimen-
sionalen komplexen Minkowskiraumes und ist F eine in der erweiterten
Tube Tn analytische Funktion, die in Tn

+u T~vln (In = T^nlR2 '")

* Σ |ImzP|

|F(z1?...,zn)|<C^ - , Zj = (z°9

erfullt, so gilt in Tn\

In der oben angegebenen allgemeinen Form ist das Problem der
Kontrolle des Wachstums in der Holomorphiehulle von ̂ +u^~uG
bisher nicht gelόst. Eine Losung desselben wϋrde betrachtliche Fort-
schritte in der Erweiterung des Holomorphiegebietes der n-Punkt-
Funktionen und insbesondere der Streuamplitude bringen.

Mit Hilfe solcher Aussagen konnten auch leicht Schranken fur das
Wachstum der gemeinsamen analytischen Fortsetzung der Mjk von
Satz II.2 angegeben werden. Doch der Fall der Mjk ist spezieller, kann
er doch, wie sich zeigen wird, auf die Kontrolle des Wachstums der
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analytischen Fortsetzung ,,modifizierter" Zwei-Punkt-Funktionen zu-
rϋckgefuhrt werden, und das gelingt am einfachsten mit Hilfe der Jost-
Lehmann-Dyson-Darstellung [19], kδnnte aber auch mit Hilfe von
Theorem II aus [15] und einem Theorem von Bros bewiesen werden.

Fur seine klarenden Worte ύber diese Problematik und die Kon-
sequenzen der Kontrolle der Wachstumseigenschaften exponentiell
beschrankter analytischer Funktionen bei Edge-of- the- Wedge- Proble-
men mδchte ich Prof. Glaser herzlich danken.

Dieser Abschnitt soil Hilfsmittel zur Kontrolle des Wachstums der
analytischen Fortsetzung der Mjk(ζl9 ζ, £3, φq), deren Existenz im vierten
Abschnitt nachgewiesen wird, bereitstellen. Dazu dient

Satz lll.l.Ist eine Funktίon F in der erweiterten Tube ZΓ' analytisch
und in $~+v^~~ \jj> durch

beschrάnkt (keV+ fest; n,m nichtnegative ganze Zahlen und dz = eukli-
dίscher Abstand des Punktes z vom Rand von ZΓ+ \j£Γ~ \j<$), dann gilt
fur alle

\F(z)\ ̂ * (1 + ||z|| l + —

mit ganzen Zahlen N = N(n, m)^0, M = M(n,
stanten Cί ^ C0, die unabhangig von fee V+1ist.

und einer Kon-

Beweis. Seize

und F± : = F\ 2Γ*- dann gilt fur die in
tionen G+ bzw. G_

fur

"+ bzw. 3~~ analytischen Funk-

Nach dem Laplace-Transformierten-Satz (z.B. [19]) ist daher G+ bzw G_
Laplace-Transformierte einer temperierten Distribution G+ bzw. G_
mit Trager in V+ bzw. V"9 und die Randwerte

g+(x):= Urn G±(x±iy)

in ^(IR4) von G+(z) sind gerade die Fouriertransformierten dieser
Distributionen G + .
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Daraus ergibt sich: F+(z) und F_(z) sind Laplace-Transformierte von
temperierten Distributionen F+ und F_, namlich von

die ihren Trager in — fc + V+ und k—V+ haben. Der Trager

von (IILl)
: = F+(p)-F_(p)

ist regular im Sinne von Schwartz [21]. Demnach ist die Aufspaltung
von H(p) in die Differenz_ zweier temperierter Distributionen mit Trager
in — k+ V* bzw. k—V+ auf verschiedene Weisen mόglich; die Nicht-
eindeutigkeit besteht in einer temperierten Distribution g mit Trager in

d. h. gilt auch

H(p) = F1(p)-F2(p\

so ist

und (III.2)

mit einem g e '̂(R4) und Ύrg C D(k\
Nach Voraussetzung ist F(z) in J = {x e 1R4 | x2 < 0} holomorph,

folglich F+ (x) = F_ (x) fur x2 < 0, d. h. die Fouriertransformierte
H(x) e '̂(IR4) von H(p) verschwindet als Distribution fur x2 < 0. Damit
erfύllt H(p) die Voraussetzungen fur eine Jost-Lehmann-Dyson-Dar-
stellung zum Koinzidenzgebiet

und es resultiert die Darstellung

= J d4qdκ2s(p»-qQ)δ((p-q)2-κ2)h(q,κ2).
•

Dabei ist /z(^, κ2) eine temperierte Distribution, die ihren Trager in der
Menge ^( f̂c) der Parameter (q, κ2)elR5 hat, die ein fur &k zulassiges
Hyperboloid definieren [19]. Die Ordnung der temperierten Distri-
bution h(q, κ2) ist durch die Ordnung der Distributionen G + , d. h. durch
n und m bestimmt und damit unabhangig von k e V+ , Nun ist fur unseren
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Fall Jf(9tύ = D(k) x R+, daher

H(p)= j d*qf(p-q,q) (III.3)
D(k)

mit einer Distribution

/(p, 0) = J rf%2 ε(p°) δ(p2 - κ2) h(q, κ2) ,
o

deren Trager in der Menge {(p, q) \ p2 ^ 0, q e D(k)} enthalten ist und
deren partielle Fouriertransformierte /(x, q) bezuglich p fur x2 < 0 ver-
schwindet.

Diese Tragereigenschaften von /(p, q) und /(x, g) gestatten eine Jost-
Lehmann-Dyson-Darstellung von /(x, q) im x-Raum zum Koinzidenz-
gebiet J\

f(x,q)= f d4udσ2ε(x0-u°)δ((x-u)2-σ2)ψ(u,σ2;q)
ιsr.(^)

(φ = getrennt stetiges bilineares Funktional auf 5̂ (1R^ σ) x e5^(IRj) mit

Bis auf eine temperierte Distribution mit Trager in p = 0 kann
/(p, )̂ eindeutig in

/(P, «) = Λ (P, «) - /- fe «λ Tr/± C {(p, 4) I p e F1, 9 e D(k)}

aufgespalten werden. Deren Laplace-Transformierte /+ sind dann in
(z, C)e^ r '±xC 4 analytische Funktionen mit bekanntem Wachstum
(Laplace-Transformierten-Satz; Satz von Paley-Wiener-Schwartz):

1 \ m ±

-T- (1+IICIi r* sup
«z/ qeD(k)

Die Ordnung der Distribution ψ(u,σ2;q) in (III.4) bestimmt eine
untere Schranke fur neN so, daβ durch

f ( z , ζ ) : = I d*qe"*'°^- f d*udσ2 ψ(u,σ2;q)
D(k) Z

-M? σ2>()

eine im direkten Produkt der Jost-Lehmann-Dyson-Hύlle von
^+ u^~ u^ und dem C4, d. h. in ê "/ x <C4 analytische Funktion erklart
wird. Infolge der Nichteindeutigkeit der Aufspaltung / = /+—/_ ist
zunachst nur

/(z, 0 - Λ (z, C) = Σ *v(0*v, fe C) e ̂ ± x C4
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mit ganzen Funktionen αv(ζ), die Laplace-Transformierte von Distri-
butionen άv(q) mit Trager D(k) sind [19]. Eine einfache Redefinition von
/(z, £), die aber die Wachstumseigenschaften nicht andert, macht /(z, ζ)
zur gemeinsamen analytischen Fortsetzung von /+(z, ζ) nach ^"'xC4.

Der Aufspaltung von /in /+ entspricht die Aufspaltung

H(p) = H+(p)-H_(p):= j d4qf+(p-q,q)- f d4qf-(p-q,q)
D(k) D(k)

von # in //+ mit Tr/5+ C +/t± F^. Die gemeinsame analytische Fort-
setzung der Laplace-Transformierten

H± (z) = J </4p ̂ 'z)#± (p) = /± (z, z)

von H+ erhalten wir daher in

H(z) = f ( z , z )

= J d4qeί(^^- J ^udσ2ψ(u9σ
2;q)[.(z-u)2-σ2Γl (ΠL6)

Aus dieser Darstellung folgt: Es gibt natύrliche Zahlen Nί9 Mί und eine
Konstante C l9 so daβ gilt:

- - sup
peD(k)

fur alle z e ̂  .
Nach^(ΠLl)^ und (IΠ.2) unterscheidet sich die analytische Fort-

setzung H von H+ und ^_ von der gegebenen Funktion F(z) hochstens
um die Laplace-Transformierte einer Distribution g(p) mit Trager in D(k) :

Aus der Ungleichung (III.7) und

C2(l + | | z | | 2 s u p { \ e \ }
PeD(k)

folgt die Behauptung, denn es ist

sup {-(η, p)} = max{\(η, k)\, [(,, k)2 - η2k2^2} .
p<=D(k)

Die Aussage von Satz III.l kann unter einem etwas anderen Gesichts-
punkt folgendermaBen formuliert werden; diese Form entspricht dann
der fur die Anwendung auf Feld-Theorien typischen Situation und liegt
auch unserer Anwendung zugrunde.
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Satz III. Γ. Es seien Fί(x) und F2(x) temperίerte Dίstributίonen, die
fur x2 < 0 als Distributionen ubereinstimmen. Die Trάger ihrer Fourier-
tramformierten F±(p) bzw. F2(p) seien in — k+V+ bzw. k—V+ enthalten
(keV+ fest). Dann sind Fί(x) und F2(x) verschiedene Randwerte einer in
der erweiterten Tube ZΓ' analytischen Funktion F(z\ die nicht starker
wάchst als

\F(Z}\ ^ C0 ^ax{|(k,lmz)|,[(k,lmz)2-k2(lmz)

Die ganzen Zahlen N,M^Q sίnd durch die Ordnung der Distribution

PI (P) ~ &2 (P} bestimmt.

Zum Beweis kann man wie oben direkt die Jost-Lehmann-Dyson-
Darstellung anwenden, oder man benutzt den Laplace-Transformierten-
Satz und das Edge-of- the- Wedge Theorem [17], um diesen Satz auf den
obigen zurύckzufϋhren.

IV. Gemeinsame analytische Fortsetzung von Wightman-Funktionen,
die einen doppelten Kommutator erzeugen

Zunachst wird die Existenz einer gemeinsamen analytischen Fort-
setzung M(ζl9ζ,ζ3ιφq) der in Abschnitt II eingefύhrten Funktionen
Mjk(ζί9 C, C 3; φq) nach ZΓ' x C4 x ^~' bewiesen. Mit Hilfe der Ergebnisse
von Abschnitt III kann das Wachstum dieser Funktionen in ̂ "' x C4 x "̂'
kontrolliert werden (Satz IV.I). Damit ist es moglich, eine analytische
Fortsetzung M(ζl9 ζ, ζ3) der Mjk(ζl9 ζ, ζ3)9 die zwei Kommutatoren er-
zeugen, als Integral ύber M(ζl9ζ9 ζ^;φq) anzugeben (Satz IV.2). Ab-
schlieBend diskutieren wir das auf diese Weise gewonnene Holomorphie-
gebiet der Funktion M(ζl9 ζ9 C3).

Satz IV.I. Die in Satz 11.2 eingefύhrten Funktionen Mjk(ζl9ζ9ζ$'9φ^
besίtzen fur jedes feste φ mit der Eίgenschaft (11.10) undjedes geR4 eine
eindeutige gemeinsame analytische Fortsetzung M(ζl9ζ9ζ3;φq) nach
^fx(C4x 3Tf. Es gilt

\M(ζι, C, C 3; 9q)\ ̂

j= l ,3
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mίt gewίssen ganzen Zahlen N, M ̂  0, 0<C<oo, die unabhάngίg von q
sind. ψ(z) ist so bestίmmt, daβ

I I \ m j + mk

ψf(z)ψk(z)=(l +

fur j,k = 1,2 gilt.
II. 2 erklάrt.

Beweίs. 1. Es bezeichne

ίO, £, C3; <?«) = lim MnO^ + i^, C, C3; <Pq)
~

den Randwert in (̂1R4), der in (C1? C, C3) e «T + x C4 x .T + analytischen
Funktion. Die Abschatzung fur Mn(C1? ζ, ζ3;φq) in Satz II.2 garantiert
die Existenz dieses Randwertes in 5 '̂([19], p. 230; [4]) und die Analyti-
zitat von M^(ξ, + iO, C, C3; Φβ) in (C, C3) eC4 x ,T+.

Entsprechend sei

M21(£i - iO, C, C3; ̂ ) := κ+Hm^oM21(^ - i^ ζ, C3; φq) .

Mit Hilfe von Gl. (11.5) liefert die Lokalitat der Theorie, daβ in ^"C/)

Mn(^ + to, C, C3; φ,) -M21fe - io, c, C3; <pq) -
Das "Edge of the Wedge"-Theorem ([17], p. 74ff.) erlaubt, fur feste
(C, C3) eC4 x ^"+ auf die Existenz einer gemeinsamen analytischen Fort-
setzung M1(Cι,C,C3;φβ) in Ci nacn de^r+u^'~ut/ zu schlieBen, die
dann nach dem Satz von Hartogs sogar in (£15 ζ, C3)e(^"fu^Γ~ut/)
x C4 x ^"+ analytisch ist und folglich nach dem Theorem von Glaser
und Streater ([13], p. 92; [16]) nach y x <C4 x *Γ + analytisch fortgesetzt
werden kann.

In C1e^ r +u^"~u t/,(C,C3)eC4x^Γ + ist das Wachstum von Mί

durch Satz II.2 bestimmt:
i- Σ l(«Mmζj)l

wo

C* = max{Cf,Cf}, ΛΓ* = max{ΛΓ1* Wf}, M* = max{M1*

unabhangig von φ und f̂ sind.
Daraus folgt nach Satz (III.l) fur ζ1 e ̂ "', (C, f 3) eC4 x «T+

iίd, f, C3; ve)l ̂  tp(z) ί:ζiφjvι(f 3) ̂ I(«''lmζ3)l

*/r \^i-max{ | ( ί ί ' , Imζ 1 ) | , [ (ή[ ' ,Imζ 1 ) 2 - '2Im 2 1 /2 V J
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mit

φ*(Cι) = C* |(Cι, Cι)Γ 1 + -Γ- M* = M*(M*, AT*) eN
V rfζι/

und C* = C*(C*, N*9 M*) sind unabhangig von φ und g nach Satz III.l
bestimmt.

In gleicher Weise erhalten wir eine analytische Fortsetzung

M2(ζl9ζ9ζ3 9φq)

von M12 und M22 nach y x C4 x ^"~ mit

|M2(d, ζ, C3 φ,}\ ̂  κζ,φqψ(Z) Ψ2(ζ3) β*κ«'."»fo>ι
• tp*(ί )eirmax{|(€''Imζl)l'[(^Jmζl)2~€/2(Imζι)2]1/2} '

2. Die Ungleichungen (IV.l) und (IV.2) zeigen: Mt und M2 besitzen
Randwerte

M,(ζl9 C, C3 + iO; φq) , M2(£lf C, C3 - iO; <?,)

in '̂(IR4), und diese Randwerte sind analytische Funktionen in

C, ^3) : = M±(ζl9 C, ί3 + iO; φq) - M2(d, C, ̂  - iO; φβ)

ist also in P' x C4 analytisch. Sei ξ\ < 0 und d e c^
r'+, dann ist

d, C, ^3) = Mn(C1? C, ίs + iO; φ,) - M12(d, C, C3 - iO; φβ) = 0 ,

infolge der Lokalitat nach Gl. (II.5); folglich ist H(ζl9ζ9ξ3) = 0 in
(ζί9 ζ) e ̂ ' x <C4 fur ^<0. Wie oben erhalten wir schlieβlich eine ge-
meinsame analytische Fortsetzung von M1 und M2 und damit von
Af/ fc(Cι, C, C3 φq)9 j, k = l92 nach 3~' x C4 x "̂'. Wie beim Nachweis der
Ungleichung (IV.l) folgt aus (IV.l) und (IV.2) die Abschatzung

\M(ζl9 ζ, C3 φq)\ ^ Kζtφqφ(z) V*(Cι

fur M. Dabei ist ιp(C) = c|(f, Q|N 1 + -r- aus v;x und t/;2 ebenso kon-
M

struiert wie φ* aus φf und t/ f .
3. Die Tragereigenschaften von M(ζί9 ζ, ζ3 φ^) bezϋglich q sind nach

dem Identitatssatz fur holomorphe Funktionen dieselben wie die der

Mjk(ζι>ζ>ζ3'>φq)
Nach diesen Vorbereitungen ist es einfach, eine analytische Fort-

setzung der Wightman-Funktionen Mjk durch ein Integral ϋber die oben
eingefuhrte Funktion M(ζi9 C, C 3? φq) anzugeben. Wir wollen, wie es die
bisherige Konstruktion nahelegt, diese analytische Fortsetzung durch
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erklaren. Eine hinreichende Bedingung dafur, daβ durch (IV.3) eine in
einem noch zu bestimmenden Bereich Ω analytische Funktion definiert
wird, ist, daβ das Integral in (IV.3) fur jede kompakte Teilmenge k C Ω
(absolut) gleichmaβig konvergiert. Eine hinreichende Bedingung fur diese
Konvergenz gewinnen wir aus den Wachstumseigenschaften nach Satz
I V.I. Danach ist namlich fur ζ e ̂ ~+

C19 C, C 3 ; Ψq)\ ^ \\9\\ <p(z) φ*(Cι) V>(f 3) e^™***'-™* (IV A)
mit

|=sup|φ(p)|,
p

Der Identitatssatz fur holomorphe Funktionen liefert:

φ-»M(ζl9ζ,ζ3;φ)

ist linear in φ e #C°(IR4) : = {/: IR4->C|/stetig, Tr./ kompakt}. Die Un-
gleichung (IV.4) zeigt:

Ist kc^~' x ^~+ x 2Γ' eine kompakte Teilmenge, so haben wir in
φ-^M(ζl9ζ,ζ3;φ), (ζί9ζ9ζ3)ek eine gleichgradig beschrankte Familie
stetiger Linearformen auf ^?(IR4), also Radonsche Maβe

3

l 9 9 3 ; φ q = ζίtζtζΛ*φ(q).

Setzen wir nun

= -(p^)+τ Σ
7 = 1 , 3

λ(*l> n^ ^3) : = sup [λp(η, ηi,

und
Ω : - {(Ci, C, C3) e ̂  x <T + x ̂ Ί A(ImC, Imd, ImC3) < 0} ,

dann folgt aus (IV.4) fur kompakte Teilmengen k C Ω die absolute gleich-
maβige Konvergenz von jM(C1,C,ζ3 iφq)d4q auf fe, denn fur (ζί9ζ9ζ3)ekist

1? C, C3; Φβ)l ̂
4^ ̂  IIΦII «(*) v*(d) v(C3) ί_ e-

-ε+F+

e2(ε-''> J e^h-'-^^p
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mit einer Konstanten C4, die der Oberflache der Einheitssphare S3 im
R4 proportional ist, und ψ%9 ψk, λk, e

2(ε>ηk} sind die Maxima der ent-
sprechenden Funktionen auf fc. Also ist das Radon-Maβ dMCl^3(p) fur
(Ci, ζ, C3) e Ω ύber V+ integrierbar, und Mφ(ζl9 ζ, £3) ist in Ω analytisch.

Die obige Abschatzung von Mφ(ζi9 ζ, £3) = J M(ζl9 ζ, ζ3 φq) d
4q kann

verbessert werden (private Mitteilung von Prof. Borchers): Setze

mit

Es ist ?7J stetig bei η* = 0 und ήj£V+,ήϊ = —ηf. Fur ̂  < 0 sei

mit

oίi [(??, ̂  )2 - ^/2 ??2] - (ηp P) (η, ηj) - (η, p) ηf

%2 [in, Vj)2 - Ά] Ά2^ = (*ι, p) (η, fy) - (ηj9 p) n2

der zu η und η^ senkrechte Anteil von p.
Wegen η e V+ ist pj = p2 - ^(p, ?j) - α2(p, ι?j) < 0 fur p e F+, und es

gilt

(p, ηj)2 - p2 η2 = (P, ί/ - pi fy2 < (P, ̂  )2

fur ηf < 0. Folglich ist

mit

ξ = ξ(l, Ά^ Ά^ :=η- 1(

In (IV.8) steht das Gleichheitszeichen nur dann, wenn η? ^ 0 fur j = 1
und j = 3. Fordern wir nun ξe V+, so ist

J eλp(n,nί,

F+ V+ Ls J

d. h. auch die Forderung ξ e V+ garantiert, daβ das Maβ dMξζζ3(p) ϋber
V+ integrierbar und damit Mφ(ζl9 ζ, ζ3) analytisch ist.

Wenn ξe V+, so ist

also (£19 £, £3)eΩ, aber die Umkehrung gilt nicht: Es gibt Punkte mit
λ(η, ηί9 η3) < 0 und ξ = ξ(η9 ηl9 η3) φ V* . Zusammen erhalten wir folgende

18 Commun. math. Phys., Vol. 23
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Abschatzung:

\Mφ(ζt, ζ, C3)l ̂  \\Ψ\\ V>00 V*(Cι) V>(C3

Fur ±η1,
±η3eV*istλ=- dξ9 also min {ξ2, λ2} = ξ2.

Dieses fύhrt zu dem

Satz IV.2. Wird M(ζί9 ζ, ζ3;φq) me in Satz IV.l erklάrt, so deβnίert

eίne eίndeutige &l-inυariante9 mindestens in Ω analytische Funktίon.
M(ζί9 ζ2, C3) 1st unabhάngig von der Wahl der Funktion φ mίt den Eigen-
schaften (11.10) und setzt die vier Wightman-Funktionen Mjk nach Ω fort.
Der Bereίch Ω ist durch (IV.l) erklάrt. M(ζl9 ζ, £3) wάchst nίcht starker als
foigende Ungleichung zulάβt:

Beweis. 1. Daβ Mφ(ζl9ζ,ζ3)= $M(ζl9ζ,ζ3; φq)d*q mindestens in Ω
analytisch ist, wurde bereits oben gezeigt.

2. Spater untersuchen wir die Menge Ω etwas genauer und zeigen
u.a., daβ Ω ein Gebiet ist, welches die vier Tuben enthalt. Daher konnen
wir folgendermaβen schlieBen:

Die Satze (IV.l) und (II.8) implizieren:

) q

= ί Mjk(ζl9 C, C3; φq)^q = MJk(ζ,9 C, C3)

Diese Relation garantiert mit Hilfe des Identitatssatzes fur holomorphe
Funktionen, daβ die durch jM(£ l5 C, Cs; <Pq)d4q erklarte Funktion un-
abhangig von der speziellen Wahl der Funktion φ mit den Eigenschaften
(11.10) ist und in gleicher Weise die ^-Invarianz der Funktion

M(ζl9 C, C3)> denn die Mjfc(Cι, C, C3)
 sind ^+ -invariant.

3. Infolge Jφ(p)d4p = l und TrφC(-ε+ F+)n(ε- F+) ist ||φ|| pro-
portional zu ε/4(ε = (|/2ε/,Q)). Nach 2. konnen wir fur beliebige aber
feste (ζl9ζ,ζ3)eΩ φ so wahlen, daβ 2(e,^) = 2β/ι/° = 4 gilt. Dann ist
||φ||e2<ε^ = const -fa0)4.

4. Die z-Abhangigkeit der Zustande Φjk(z, ζ) tragt zum Wert der
Matrixelemente Mjk nach (II.6) infolge der Translationsinvarianz nichts
bei. Daher hangt auch die analytische Fortsetzung M der Mjk nicht von
ze&~+ ab. Wir konnen also fur die Abschatzung des Wachstums von
Mz0 e ̂ ~+ beliebig aber fest wahlen, so daβ φ(z) = ψ(z0) = const. Mit 3.
folgt aus (IV.9) die Ungleichung (IV. 10).
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Der Beweis ist erst vollstandig, wenn Ω als Gebiet erkannt worden
ist, welches die vier Tuben Ωjk enthalt. Das wird im folgenden Satz
nachgeholt:

SatzIV.3. Sei Ω:= {(d^
mit der durch (IV.6) erklάrten Funktion λ. Dann gilt:

(a) Ω enthalt die Tuben Ωjk und ist echt grδβer als die Vereinigung
dieser Tuben.

(b) Ω ist ein Gebiet.
(c) Ω ist & Ί -invariant.
(d) Ω ist ein Holomorphiegebiet.

Beweis. (a) Sei z. B. (ζl9 ζ, ζj e fln, d h. (ζl9 ζ-ϊ(ζi + ζj, ζ3) e ̂ 3

+,
und

wenn dy wieder den euklidischen Abstand des Punktes yeV+ von
1R4\F+ bezeichnet; also (d, ζ, C3) e Ω. Bei den ύbrigen "Tuben" Ωjk geht
der Nachweis entsprechend, und damit gilt:

U 0JkcΩ.
j,k=l,2

Ω enthalt Punkte, die nicht in (J Ωjk liegen. Z. B. ist
j , f c = l , 2

j^χ cr+χ l/=( er
/nlR 4)χ er

+x( cr /nlR 4)cΩ\ \J Ωjk,
j,k=l,2

denn

fur reelle ξj. Ebenso leicht ist es zu zeigen, daβ das Holomorphiegebiet

βα — {(Ci, C, C3) e P' x ̂ + x ^'|a(ImCi, ImC, ImC3) <0}

α(iίι,^»/3):=-ί0 + l3l+ Σ max {l^0

echt in Ω enthalten ist.
(b) Wir zeigen, daβ Ω wegzusammenhangend ist. Nach (a) ist ins-

besondere die zusammenhangende Menge J Z Γ x ^ ~ + χ t / i n Ω enthalten.
Nun gibt es stetige Wege (d(ί), £,£3(ί)), Ogί^l, die einen beliebigen
Punkt aus ̂  x ̂  + x ̂ "' mit Punkten (&, C, ^3) aus ̂  x F + x Jf derart
in y x «T + x &' verbinden, daβ

λ(ImC,

gilt fur 0 ̂  ί' < ί ̂  1, d. h. ist ( ,̂ ζ, £3) e Ω, so verlauft dieser Weg in Ω.
Dieses folgt aus der Tatsache, daβ jeder Punkt ζ e y durch einen

stetigen Weg ζ(t) in ZΓ' mit Punkten ξ0 e $ so verbunden warden kann,
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= Imf(ί))

max{|(p, η(t))\, [(p, ιj(ί))2 -p2(ι/(ί))2]*}

gilt.

(c) Ω ist JSf I -invariant:

Zu zeigen bleibt nur, daβ die Tube

\ -invariant ist. Sei (ζl9 ζ9 ζ 3 ) e Ωλ und Λe&l; dann ist

λ(ImΛζ, lmΛζly lmΛζ3) = sup - {λA-ιp(lmζ9 Im
peV+ nS3

^ min {\\q\\} λ(Imζ,Imζ1,lmζ3)<0
-

(d) Um zu beweisen, daβ Ω ein Holomorphiegebiet ist, schreiben wir
ί r\

U = Ωλ π \J X V x J ), Ω λ = I I ύΔλp
S3

(5° = offener Kern der Menge B) und beweisen, daβ

Ωλp: = {(Ci, f, f3) IyimC, Imf l 9 Imf 3) < 0}

mit

j=l ,3

ein Holomorphiegebiet ist. Nach ([11], p. 40) folgt daraus die Behauptung.
Dazu sei ί, f' ̂  0 und t +1' = 1 dann ist

λp(tη + t'η', tη1 + ί^i, tη3 + ί^3) ̂  Ap(ίι/, tηl9 tη3)

+ Ap(ίΊί', ίΊ/i, ίΊf'a) = ίλp(>/, iji, ι/3) + ί'/ίpO?', ι/i, f?3) ,

d. h. λp ist eine konvexe Funktion und damit Ωλ eine konvexe Tube,
mithin ein Holomorphiegebiet ([11], p. 43).

Wir schlieflen mit einigen Bemerkungen:

1. Die Darstellung des Holomorphiegebietes Ω in den ursprύnglichen
Variablen (zl9 z2, z3, z4) eC4'4 der Vierpunkt-Wightman-Funktion zeigt
in einfacher Weise die Invarianz von Ω unter den Permutationen (1234),
(2134), (1243) und (2143), die den vier Tuben entsprechen, die durch Ω
vereinigt werden. Es ist namlich

Ω = {(z1? z2, z3, z4) \z2-zie «T', z4 - z3

i (z3 + z4 - zt - z2) 6 ̂
 +, I(zl9 z2, z3, z4) < 0}
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mit

λ(zl9 z29 z3, z4) = sup {λ (zί9 z2, z3, z4)} ,
peS*nV^

λp(zί9 z29 z3, z4) = - i (p, j;3 + y4 - yl - y2)

+ i max{|(p, y4-y3)\9 [(p, y4 -^a)2 -P2G>4 - .Va)2]*} > )>/= Imz,. .

2. Es wurde gezeigt: Die vier W-Funktionen Mjk besitzen eine ge-
meinsame j^-invariante analytische Fortsetzung in ein ^f|-invariantes
Holomorphiegebiet. Damit liegt genau die entsprechende Situation vor,
die fur das Analytizitatsgebiet einer einzigen Wightman-Funktion AnlaB
zum BHW-Theorem ([13], p. 78) gab. So erhebt sich die Frage, welche
Ergebnisse hier Untersuchungen im Sinne des BHW-Theorems haben
konnten, bzw. welche zusatzlichen Aussagen man aus der nach dem
BHW-Theorem bekannten jSf + (C)-Invarianz der gemeinsamen ana-
lytischen Fortsetzung der PP-Funktionen in ein j£?+ (C)-invariantes Gebiet
gewinnen kδnnte. Ω ist offensichtlich und erwartungsgemaβ nicht <£+ (C)-
invariant.

Fur die Anregung dieser Untersuchungen und fur zahlreiche Hinweise und ermutigende
Diskussionen mόchte ich Herrn Prof. Dr. H. J. Borchers herzlich danken.
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