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Ein Existenzbeweis fur Lδsungen
des klassischen Zweielektronenproblems

R. FLUME

II. Institut fiir Theoretische Physik der Universitat Hamburg

Eingegangen am 8. Mai 1970

Abstract. A method due to Hale and Stokes [3] proving the existence of solutions of
the classical relativistic equation of motion of an electron in a given electromagnetic field
is extended to the two-electron problem. A lower bound of the impact parameter assures
the applicability of the method.

Einleitung

Klassische Bewegungsgleichungen fiir ein System punktfόrmiger
geladener Teilchen sind zuerst von Dirac [1] angegeben worden. Speziell
fiir das Zweielektronenproblem lauten diese Bewegungsgleichungen:

v,a + ie2(x»-(x)2xZ)

mx£= ••• .

Die Teilchen werden durch die Indizes a, b gekennzeichnet. Punkte
bedeuten Ableitungen nach der Eigenzeit. Die Metrik ist festgelegt auf
xμxμ = — 1 (x)2 = xμxμ es ist c Ξ 1 gesetzt.

e und m sind die Elektronenladung bzw. -masse. Fr

μv

b ist das aus den
Lienard-Wichertschen Potentialen abgeleitete, vom Teilchen b erzeugte
retardierte Feld. Um die fiir die Bewegungsgleichungen mόglicherweise
vorhandenen sog. run-away-Lόsungen, d. h. Losungen, die keine Grenz-
werte fiir die Impulse der auslaufenden Teilchen liefern, auszuschlieBen,
werden die folgenden asymptotischen Bedingungen an die Losungen
<,(τ)gestellt:

xμ(τ)^0
(2)

Λ ~~*ΛirP Λ —* Λ out ,~,

τ-> —oo τ—>oo .

Auf Grund dieser asymptotischen Bedingungen konnen die Bewegungs-
gleichungen mit Hilfe des integrierenden Faktors exp( —τ/τ0) in Integro-
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differentialgleichungen umgeschrieben werden (siehe Rohrlich [2]).

2 e2

°° / r — r'\ f 3 ]
Xa\τ) ~ J e X P l ~ \)^r.bXv,a "^ Wα^αfflτ VV

oo

τ

τ oo

*α(τ) = <,in + ί dτ' exp(τ7τ0) J exp(-τ7τ 0 )

c", (5)

Die Existenz der Integrale in (4) und (5) ist aquivalent den asymptotischen
Forderungen (3), (4).

Fur eine Klasse von Einteilchenproblemen lieferten Hale u. Stokes
einen Existenzbeweis fur Losungen der den Gl. (4), (5) entsprechenden
Einteilchenintegrodifferentialgleichungen. Es wird versucht, die Methode
des Existenzbeweises von Hale u. Stokes auf das Zweikόrperproblem
auszudehnen.

Reduktion des Problems

Im folgenden wird unter gewissen einschrankenden Voraussetzungen
die Existenz einer Lόsung von (4), (5) bewiesen, die speziell im Schwer-
punktsystem die Symmetrie aufweist:

*α(Ό = - xb(τ\ x4(τ) = x£(τ),

xμ = (x, x 4 ) .

Fur die Notwendigkeit dieser Symmetrie kann, ohne daβ irgendwelche
Erhaltungssatze bemiiht werden, folgendes Eindeutigkeitsargument
gemacht werden: Wegen der Raumspiegelungsinvarianz der Bewegungs-
gleichungen sind die raumgespiegelten Bahnen einer Lόsung wieder
Losungen der Bewegungsgleichungen. Unter einer Raumspiegelung
speziell im Schwerpunktsystem und gleichzeitiger Vertauschung der
Indizes α, b andern sich die Anfangsbedingungen nicht. Wird Eindeutig-
keit der Losungen bei vorgegebenen Stoβparametern und Impulsen der
einlaufenden Teilchen vorausgesetzt, muβ also die Lόsung unter Raum-
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spiegelung im Schwerpunktsystem und Vertauschung der Teilchen-
indizes in sich ubergehen, mithin die Bahnen der Teilchen die besagte
Symmetrie besitzen.

Mit Hilfe dieser Symmetrie konnen die in FμJ vorkommenden Be-
wegungsgrόβen des Teilchens b durch die des Teilchens a ausgedrϋckt
werden. Wird fur die Gleichung

xμ(τ) = I e x p ( ^ - ^ j | ^ F ^ i v , f l - ( x ) α

2 i ^ τ ' (7)

die Existenz einer Losung gezeigt, so ist wegen der Raumspiegelungs-
invarianz

Xa{~) — — Xt\τ)y Xa \τ) ~~ Xb \τ)

Losung des Gesamtsystems.

Die Fixpunktmethode

a) AΠgemeine Beschreibung der Methode

Im folgenden wird eine Losung der Integrodifferentialgleichung (7)
gesucht, die in einer noch zu definierenden Menge Mι stetiger Vektor-
funktionen / μ (τ) liegt. Wenn zu den ,,Beschleunigungenw' fμ{τ) die
,,Geschwindigkeitenil> fμ(τ) — \fμdτ und ,,Ortskoordinatenwς / μ(τ)
= \fμdτ' konstruiert werden, kann auf Mx eine der Lorentzkraft ent-
sprechende Operation F erklart werden:

Auf der Produktmenge (M1 xFMx) wird die der Gl. (7) entsprechende
Integraloperation J erklart:

(J(x\yλ))μ(τ) = J expf^^-) {'f -{x?xμ)dτ'

Es wird gezeigt werden, daβ die Abbildung J{MX xF(Mx)) den Bedin-
gungen eines Fixpunktsatzes genugt, sofern die Inklusion J(Mί x FiM^)
C Mί gewahrleistet ist. Ein Fixpunkt der Abbildung stellt eine Losung
der GL (7) dar.
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b) Mathematische Grundlagen

Bezuglich des Funktionenraumes C = {fμ(τ)',f : R1 —>K4 stetig}
werden einige Definitionen eingefϋhrt. C wird mit der kompakt-offenen
Topologie J versehen. Eine Subbasis von J stellen die Mengen dar:

VUtW=:{fμ;fμECJμ(U)cW, UcR\ Ukompakt, WcRA, FFoffen}.

In C wird eine Familie von Halbnormen eingefύhrt:

x μ (τ)eC, pn(xμ)= sup ||xμ(τ)||, w = l ,2 . . . .

|| || sei eine Vektornorm in R*. Folgende Mengen Vn>ε bilden eine Sub-
basis des Umgebungssystems der Einheit in C, d. h. der Funktion 0:

Es laβt sich in C eine Metrik angeben, welche die kompakt-offene
Topologie erzeugt. C ist bezuglich dieser Metrik vollstandig. Hale u.
Stokes [3] geben folgenden Fixpunktsatz an:

Satz 1. Seien MUM2 C C , J , F Operator en der art, daβ 1. M1 abgeschlos-
sen und konvex 2. J : (Mι x M2)-+M1 stetig und J(Mί x M2) kompakt (der
Strich bedeute den topologischen Abschluβ bezuglich der kompakt-offenen
Topologie), J{MX x M2)C M1? 3. F : M t -» M2 stetig, dann gibt es ein Element
(h, s) E (Mί x M2), so daβ gilt:

J{h, s) = h, F{h) = s .

c) Anwendung des Fixpunktsatzes

Definition von M1 und M 2 :

K:,-, αf seien (spater zu spezifierende) positive Konstanten; Θ ist die
Heaviside-Sprungfunktion,

M, = {Jc"(τ); iĉ  e C, lie1! ^ //, |3c2| ^ / ] , x3 = 0}, (8)

M2 = (yμ(τ); j ! " e C, ly1! ^ /Λ |y2| ^ /2

2, y3 - 0}. (9)

M l 5 M 2 sind im Sinne der kompakt-offenen Topologie abgeschlossen
und konvex.
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Definition des Operators J :

xx = v^ + j x'dτ', x2= I x2dτ\ x3 = 0, (10)

(J(x",y"))λ(τ) = j exp(τ-τ')(^-(x) 2xA)dτ', (11)
t

{xμ, yμ) EM1XM2

1.

Satz 2. J ist stetig auf M1 x M2 und J{M1 x M2) isί kompakt.

Beweis. a) Seien ε > 0, n (naturlich) vorgegeben. Es ist zu zeigen, daβ
es geeignete δ > 0 und m (naturlich) gibt, derart, daβ fur

gilt:

Da die Abbildung xμ->x im Sinne der kompakt-offenen Topologie auf
M1 stetig ist, wird die Stetigkeit von J aus der folgenden Majorisierung
ersichtlich:

m

S J e x p ( τ - τ') {\yλ

a - yλ

b\ + \xλ

b\ \(x)2

a - (x)2

b\ + |(x)α

2 | \xλ

a - xλ

b\}dτ'
τ

oo

+ j e x p ( τ - τ') \yλ

a - yλ

b - (x)2

a x
λ

a + (x)z

b x
λ

b\ dτ'.
m

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen der Kompaktheit
einer Menge M stetiger Funktionen (die einen regularen, lokal-kompak-
ten Hausdorff-Raum X in einen uniformen Hausdorff-Raum Y abbilden —
diese topologischen Eigenschaften liegen im Fall R1 -»R 4 vor) gibt der
Satz von Ascoli (Kelley, General Topology (1967), p. 235):

1. M ist abgeschlossen bezύglich der kompakt-offenen Topologie.
2. M(x) ist kompakt V J C G I (der Strich liber M bedeute hier die

AbschluBoperation bezϋglich der uniformen Topologie in Y)

M(x) = {y ye Y,3feM,mitf(x) = y}.

3. M ist gleichgradig stetig auf jeder kompakten Untermenge von X.
1 Hier und im folgenden ist τ 0 = 1 gesetzt.
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(1.) ist fur J(M1 x M2) per definitionem erfullt. (2.) ist im vorliegenden
Fall erfullt, da \(J(xμ,yμ))2\ gleichmaβig beschrankt ist.

((x", yμ) e M, x M 2 ) .

Die gleichgradige Stetigkeit ergibt sich aus der Abschatzung:

\(J(xμ, yμ))λ (τ) - (J(x", 7 ) ) λ (τ + δ)\
00 00

= J exp(τ - τ') {yλ - (x)2 xλ} dτ'- J exp(τ + 5 - τ ' ) {j;λ - (ic)2 xλ} dτ'
τ τ + <5

00

^ |(expτ - exp(τ + δ))\ j exp( - τ') | ... | dτ' + exp(τ + (5)

wenn beachtet wird, daB die in den Integranden neben den Exponential-
funktionen vorkommenden, nicht ausgeschriebenen Faktoren gleich-
maβig beschrankt sind.

Es werden die Anfangsbedingungen festgelegt:

x1(τ)= JxV^τ',
(12)

x2{τ)= j x2(τ')dτ' + b, x3 = 0 ,
— CO

b ist der Stoβparameter.
(Die Bedingung x1 (0) = 0 bedeutet insofern eine Einschrankung, als

der Stoβparameter so groβ sein muβ, daβ die Teilchen tatsachlich durch
x1 = 0 gehen. Die GrόBe des Stoβparameters wird spater noch eine ent-
scheidende Rolle spielen.)

Definition des Operators F:

_. . , . . 3 „ 3 ί 1

-1 (xξxl -xv

bx
μ

b + u\xϊ(xλtb, uλ) + xθ)

~uμ(xl(xλ^uλ) + xl}^a, (13)

Q — \Xb> Xμ,a Xμ,b
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%l soil die zu x£(τ) retardierte Position des Elektrons b darstellen

Xjt = xjt(τ-Δ), xg = xg(τ-J), xξ = xξ(τ - Δ),

(xϊ(τ)-x£(τ-Δ))2 = 0,

x*(τ)-xi(τ-Δ)>0.

Wegen der Raumspiegelungssymmetrie laBt sich die Bedingung um-
schreiben:

xμ

b=(-xa(τ-Δ),x4

a(τ-A)),

(Δ))2(t()t(A))202

Satz 3. F ist auf M1 stetig.

Die in F vorkommenden GroBen xμ(τ), xμ(τ), xμ(τ — A), xμ(τ — A\
xμ(τ — A)3. hangen im Sinne der kompakt-offenen Topologie stetig von
xμ ab. Der Ausdruck FμJxv ist stetig in alien diesen GroBen — und damit
ist F eine stetige Operation bezuglich der kompakt-offenen Topologie -
wenn gewahrleistet ist, daβ ρ groBer als eine positive Konstante ist.

ρ = i 4 ( τ - Δ) (x4(τ) - x4(τ - A)) + x(τ - A) (x(τ) + x{τ - A))

^ ( - |x| + x 4 ) τ _ Δ At, At = x 4 ( τ ) - x 4 ( τ - A).

Es werden die GroBen v, γ definiert3a.

K K
 N2κ\2 <i ~ ~^2

α I + \ 3 α- α,

Aus der Definition von M1 ergibt sich:

v2 ^ max (Ix1!2 + |x2 |2)=>ρ ^ ((1 + ι;2)^ — v)At ^ -^- At, (16)

zl ί = |x(τ) + x(τ - A)\ = |jc(τ) + jc(τ) + wzl t\ ^ 2|jc(τ)| - zl t

(w sei eine geeignete mittlere Geschwindigkeit),

Δt^\x(τ)\. (17)

Aus (16), (17) folgt:

ρ>^-|x(τ) | . (18)

2 Alle nicht kovarianten Ausdrϋcke beziehen sich auf das Schwerpunktsystem.
3 Teilchenindizes werden von nun an im allgemeinen fortgelassen, da es sich nur noch

um GroBen des Teίlchens a handelt.

3 a K, α seien so gewahlt, daβ u_ > .
a

9 Commun. math Phys., Vol 20
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|x(τ)| wird nach unten abgeschatzt:

\x(τ)\2 = (jx1dτ) + Ib + j x2 dτ')

I ί
^( min | x 1 |Vτ 2 + max^O,b- f max \x2\dτ'

/ \ [ 3 α2 \α 3 α2

= :r 2 (τ).

4 K:
K und α werden so gewahlt, daβ — — j - < b. Dann ist r(τ) und damit

auch ρ(τ) stets groBer als eine positive Konstante.
Aus dem Folgenden wird hervorgehoben, daβ die Konstanten κ2, u2

so gewahlt werden konnen, daβ F(M1) = M 2

+ CM 2 gilt4. Wenn noch
gezeigt wird, daβ durch geeignete Festlegung der Konstanten K, a die
Inklusion J ( M 1 x M 2

+ ) c M 1 gewahrleistet ist, gibt es gemaβ den
Satzen 1-3 einen Fixpunkt:

F{xμ) - yμ, J(xμ, yμ) = xμ, (3cμ, yμ) eMxx M2

+,

was die Losung des Zweielektronenproblems bedeutet.
Um \{Fxμ)\ abzuschatzen, werden zunachst einzelne in Fμvxv vor-

kommende Groβen majorisiert:

- < 4 r (gemaβ (18), (19)), (20)

\xμ

a(τ)-xμ

b(τ-Δ)\ 2y\xμ(τ)-xμ(τ-Δ)\

(22)

Die Groβe A ist durch (14) implizit definiert. Eine Dreiecksabschatzung
mit Hilfe einer mittleren Geschwindigkeit und eine anschlieBende

Siehe Gl. (28)-(30).
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Majorisierung durch die GroBe v fϋhrt zu der Ungleichung:

^ : J 0 (23)

Aus (14) folgt:

^ ( 1 + ^ ^ : l - σ (24)

XT <

dτ ~ (l+v2)* + l

| τ - z l | > m a x ( 0 , στ-Ao) fur τ ^ O (25)

κ ' 5 2 ί Y l l < K ( R )

Es wird α > l verlangt. Damit kann |3c4| abgeschatzt werden durch:

Aus (25) und (8) folgt fίir τ ^ 0:

K

-max(O, στ —zl0))2

(27)

(α + max(0, στ-A0))2
»

Die Majorisierungen (20)—(27) werden zur Abschatzung von |(F(xμ))λ|
benutzt:

1. τ ^ O

r2 r(oL + max(0, στ — ΔQ))2

r2 r(α + |τ|)2

r3 (30)

|τ|)2r
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r(τ) geht fur ein positives τ' durch ein Minimum:

τ =

4 K 2 K

2/c 2 K
 χ2 (31)

Das Verhaltnis κ/α ist spater so klein zu wahlen, daβ

4 K

3 α 2

2 K
~ -
3 α 2

(32)

gilt. Fίir die linken Seiten von (28)-(30) kann die gleiche obere Schranke
angegeben werden:

72y5 /c(288y5 + 42y3)

- r2(τ') ' r(τ')α2

xμeMu 1 = 1,2, - o o ^ τ ^ o o .

(33)

Der im Integranden von J neben der Lorentzkraft vorkommende Term
(x)2xμ kann auf ahnliche Weise wie die Terme der Lorentzkraft ab-
geschatzt werden:

\(χrχ"\<
6κ2v

(α + M)
= l, 2 (34)

Die Inklusion J(Mi xM2

+)CM1 ist gemaβ der Definition von M1 aqui-
valent mit den Ungleichungen:

|τ|)2

(35)

Im folgenden wird gezeigt, daβ sich eine von der Anfangsgeschwindigkeit
v_ abhangige Schranke fur den Stoβparameter angeben laβt, oberhalb
derer die Ungleichungen (34) erfullt werden. Es wird keinesfalls die
kleinste mόgliche Schranke angegeben.

Die Konstanten K, OL werden festgelegt:

^ _ κ . n _ α
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Die bisher an /c, α gestellten Forderungen werden durch ft und n aus-
gedrϋckt:

b>ί, — <ι>_, (36a)
n

„ 4
3 ftft2 A x 2

ft,

I ? >O'(36b)

π kann unabhangig von b so gewahlt werden, daβ

v_ > —
ft ft

und fur ft > 1 (36 b) jedenfalls erfiillt ist.
|(J(xμ, yμ))/l wird nach oben abgeschatzt, indem das Integral uber die

Summe der Majoranten der einzelnen Terme genommen wird und dieses
Integral unter Ausnutzung von Eigenschaften der Majoranten noch ein-
mal abgeschatzt wird. Die so erzielten Majoranten sollen in M1 liegen!

1. τ < 0 :

) exp(τ - τ')

+ J exp(τ - τ') ( Γ +
τ/2

dτ'

6b2 υ
dτ'

= 2 ;

2. 0<τ<τ':

< Γ +

(37)

(38)

3. τ'<τ:

Λ2 '
(39)



122 R. Flume: Klassisches Zweielektronenproblem

Die einzelnen Summanden der linken Seiten der Ungleichungen (37)—(39)
werden gegen Bruchteile der rechten Seiten abgeschatzt. Damit ergeben
sich hinreichende Bedingungen fur die Gleichgiiltigkeit von (37)—(39). Da
die GrόBen v, σ, y bei wachsendem b beschrankt bleiben (da κ/α = 1/n
= konstant festgelegt worden ist), Ao im wesentlichen linear mit b wachst,
ist einzusehen, daβ jede dieser Bedingungen fur genϋgend groBes b
erfullt ist, da Potenzen von τ - soweit es sich nicht um den exponentiell
abfallenden Term in (37) handelt — auf den linken Seiten hόchstens von
der gleichen GroBe wie auf den rechten Seiten auftauchen und in alien
Termen der Minoranten kleinere Potenzen von b als in den Majoranten
erscheinen.

Jede der als hinreichende Bedingungen anerkannten Ungleichungen
liefert eine untere Schranke fur den StoBparameter, oberhalb derer sie
erfullt ist. Die groBte der unteren Schranken fur den StoBparameter ist
eine hinreichende Bedingung fur die Gultigkeit der Ungleichung (35)
und damit fur die Existenz einer Lδsung des Zweielektronenproblems.
In den vorangegangenen Rechnungen wurden alle GroBen ihrem Absolut-
betrag nach abgeschatzt. Daher gilt der Existenzbeweis ebenso fur das
Elektron-Positronproblem. Durch die Begrenzung des StoBparameters
nach unten ist Einfang ausgeschlossen.

Herrn H. Lehmann danke ich fur die Anregung zu dieser Arbeit.
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