SUR LE SYSTEME DE SOUSLIN D’ENSEMBLES DANS
L’ESPACE TRANSFINI

ISAIE MAXIMOFF

Soit Q; le premier nombre transfini que précédent N; nombres
transfinis. La suite de nombres x,, (1 £x,<Q):
(1) x={x1,x2,x3,--~,xa,~-~}, 12 a<

sera nommée point de l'espace transfini d’ordre 4. Nous le désignons
par I®,
Appelons espace transfini & m dimensions ’ensemble de tous les

systémes [z, x®, ... xm™] od x®, (1<s<m), est un point
quelconque de I%. Cet espace sera désigné par I, ,m ou par IP
ol X = [xWx® . . . xm],

Une suite d’ensembles
(2) ElyE27E3""7Ea¢"" a<9i,

de points de I est appelée convergente (Q;) si pour chaque point X
de cet espace il existe une valeur a =ay, dépendant de X, telle que X
appartient nécessairement 3 tous les E,, (o= o), ou bien n’appartient
3 aucun des E,, (= ay).

L’ensemble E de tous les points X qui appartiennent 3 tous les E,,
(@ =) (o dépend de X), est appelé limite (R2;) de la suite conver-
gente (2) et nous écrivons E =limq.¢,Ea.

Soit
(3) EI’E2,E3:"'7EM"'7 a<9f1
une suite quelconque d’ensembles situés dans I¥. Nous dirons que
I'ensemble S=E;+E;+E;+ -+ - +E.+ - -+, (@<Q;), est somme
(%) et Uensemble P=E, - Ey-E3- - -+ ‘Eo- -+, (<), est partie
commune (2;) des ensembles de la suite (3).

Il est évident que l'opération lim,.q,E. se raméne encore aux
sommes (£;) et aux parties communes (£;) par la formule suivante:

lim Eo = (Ey-Ey-Ey- -+« “Eq- -+ +)
a— Q;
4) - 4 (Ey-Ey-Ey -+ Eq -+ )+ ---
+ (Es-Epp1-Egya- -+ ) + - - -
ol a<9,~,ﬁ<9,~.

Systéme initial. Prenons un systéme It d’ensembles quelconques M/

de I’espace I®. Nous dirons que It est le systéme initial.
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Tout ensemble E de I qu’on obtient, & partir des ensembles du
systéme initial au moyen des deux opérations: somme (;) et partie
commune (£;) répétées au plus une infinité N; de fois, est dit ensemble
du systéme B (de Borel) ou ensemble de Borel.

Soit v=(m1, n2, 13, + - -, By, * -+ ), K<y, une suite quelconque de
nombres 7, tels que 1=#n,<Q;. Désignons par {v} I'ensemble de
toutes les suites ».

Soit F(n1), F(niny), F(mmnans), - - -, F(mmns - - - ny), - - - une suite
d’ensembles quelconques de I$. Nous introduisons la désignation
E(V) = F(n1)~F(n1n2)-F(n1n2n3)' * e 'F(’}’Iqﬂz LR ’}’LK)' LR

Si A est la somme de tous les ensembles E(v), » parcourant tous les
éléments de {V}, convenons écrire A =&,E(r) ou

(5) A = @F(nl)~F(n1n2)'F(n1n2n3)- s e 'F(ﬂlﬂz LI '}'l',‘) c ottt LK < Qo.

Nous dirons que l'ensemble 4 appartient au systéme de Souslin si
tous les ensembles F(n:), F(niny), F(mmnens), « - -, F(mng - - - ny), - - -
sont contenus dans le systéme B.

Sans restreindre la généralité de définition on peut supposer ici que

(6) F(ny) DF(ning) DF(ninang)d - -+ dF(myng - - - ) > - -

Il est évident que tout ensemble du systéme B appartient au systéme
de Souslin.

Par le raisonnement parfaitement analogue au raisonnement
classique sur le systéme de Souslin dans l’espace ordinaire (voir Dr.
F. Hausdorff, Mengenlehre, Berlin, 1927, pp. 92-93) on peut démon-
trer le théoréme suivant.

THEOREME 1. S7 les ensembles F(ny, ns, - -+, ny), (1= k<), dans
la formule (5) appartiennent au systéme de Souslin, I'ensemble A l'est
ausst.

En effet, soient F(nns « - + n,) =S,wH,® ol
ninge . °m, ning: oM NiNg- oM,
Hoo = Mow Mo Moy "

n,

et les ensembles Mw = appartiennent au systéme de Borel.
. T 212 .
Maintenant nous rangeons les éléments de la matrice

nl nz n3---

al a} ok

2
P A
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en suite simple: my, mq, ms, - + -, Mg, - - -, (§<Qp), de telle manitre
que la matrice 4 soit égale & la matrice

mi ms3 my
me Mg  Myig
B=|ms mp my -

g  Mos Mao * -

Aprés cela nous introduisons la désignation

T myimg e e Mor4l
M2 (2 4 1)] = M ngritmg+iomysts g+ aesny s

r=01,23--,k=0123 .

(a)

De cette formule il suit que & tout ensemble M [s] correspond un et
un seul systéme (mi, ms, - - -, mg,) et inversement 4 tout systéme
(my, ma, - - -, my) correspond un et un seul ensemble M [s] Clest
pour cette raison on peut introduire la désignation nouvelle

(b) Moimg- - omgy = M[s].

Maintenant nous introduisons 'ensemble Mum,. - -myymy,,, d’aprés
(c) M oimy - mgpss = Mompmy- - my
Ceci étant, on peut écrire la formule

A=@VF(%1)F(’”1’”2) LI F(’ﬂ]ﬁzz LR n,‘) e =@pMm1Mmlm2Mm1mgms teT

s *

)

ol u=(mymams - - - ). Comme Mmm,...m appartient au systéme de
Borel, I'ensemble 4 appartient au systéme de Souslin, ce qu'’il fallait
démontrer.

Voici les deux théorémes qui sont conséquences immédiates du
Théoréme 1.

TuEOREME 2. 5% les ensembles E,, (1 =a<Q;), appartiennent au sys-
téeme de Souslin, la somme (Q): E1+Es+Es+ - -« +Eo+ - -+ Uest
ausst.

En effet, si nous posons F(mmne - - - ns) =E,, nous obtenons:
?F("l) 'F(ﬂlﬂz)‘F(’ﬂl’ﬂ2%3)- coe 'F(’}’lx1n2n3 e ’}’L,‘) )
=E 4+ E+E+4+- - -+ E;+ -, m<Qx<Q.

THEOREME 3. Si les ensembles E.,, (1 =n<Qo), appartiennent au sys-
téeme de Souslin, 'ensemble Ey- Ey-Ez- « - + +Ey,- « + + U'est aussi.
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En effet, si nous posons F(nins - - - n,) = E,, nous obtenons:

?F(nl)F(”an) RN .F(nlnz e n“). e = El'Ez'E3‘ I .EA_. cee
Kk < o.

Si un ensemble 4 appartient au systéme de Souslin, nous I'appelons
ensemble de Souslin.

Soit A un ensemble de Souslin quelconque. Dans ce cas il y alieu
la formule (5). Nous introduisons la désignation »=(ny, #s, - - -, n,),
(k< ), et nous dirons que le systéme r précéde le systéme (7, n)
=(n1, 2, - + -, Ny, 1) oU le systéme (7, n) suit le systéme (7).

Soit R, un ensemble quelconque de systémes (n1, #s, - + -, %) olu
1=n.<Q;r=1,2,3, -, k; k<Qq. Sir=(mny - - - n,) appartient a
Ry et s'il n'y a aucun élément (7, #) qui suit 1’élément 7 et appartient
a Ry, nous dirons que 7 est un élément fiznal de R,.

Etant donné un ensemble quelconque R, d’éléments 7, nous
formons la suite des ensembles R, provenant de I’ensemble donné R,:

(7) Ry, R,Ry- - ,Re, -, Ry, -+~

de maniére suivante. On obtient R,, si v est de premiére espéce,
v¥=v*41, en enlevant de I'’ensemble précédent déja défini R, tout
élément final, et, si v est de seconde espéce, on obtient R, en faisant
la partie commune des ensembles précédents R.,., (y’'<7y), déji
définis.

D’aprés ce qui précéde l'inégalité v <+v’ entraine R,> R,. Dé-
signons par A, I’ensemble des éléments de R, sans faire partie de R,.
On voit que la condition nécessaire et suffisante pour que A, soit
nul est que R,;;=R,. Chacun des ensembles

(8) AO’ Ala A2) A3’ Tty A‘h v

4 la puissance égale au plus & N;, et deux d’entre eux n’ont aucun
élément commun. Il y a donc au plus une infinité N ; d’ensembles (8)
non nuls; les indices v de ceux des ensembles (8) qui ne sont pas nuls
forment ainsi un ensemble de la puissance égale au plus a N, par
suite, il y a un nombre p, (p <Q:y1), qui a la propriété suivante: si
p’'Zp,on a A, =0d ol résulte

(9) -Rp=-Rp+1=-Rp+2="'=.Rp’="‘, P’>P-

Désignons par Rq,,, la partie commune & tous les ensembles (7). On
voit bien que les ensembles (7) sont, pour les valeurs suffisamment
grandes de l'indice, identiques & Rq,,,.

Il y a un nombre bien déterminé qui est le plus petit de tels qu’on
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ait R,=Ryg,,,- Nous le désignons par 5 et dirons que 7 est 'indice de
Ry:pour E<nona Ry> Ry etpour EZnonaR;=Rqg,.

Désignons par K(R,) I'ensemble R=R,=R,.1=R,42= - -+ et par
Ri(X) I'ensemble de tous les systémes r= (mn2 - - - ), K<y, tels
que X appartient & I'ensemble F(7) =F(mmn, - - - n,). Soit n le plus
petit nombre tel que KR (X) =R, (X)=R,1(X)= - - - . Dans ce cas

7 est dit 'indice du point X, et nous écrivons 1'égalité n=17(X).

D'ailleurs, R(X)=R,(X) est aussi appelé indice du point X.
Désignons par 4, (B,) I'’ensemble de tous les points X appartenant 2
l'ensemble 4 (B) ol B=CA et ayant l'indice 5. Alors nous avons les
formules

A=4o+ 41+ 42+ -+ 45+,
B=DBy+Bi+Bi+ - +B,+-, 057 < Qi
Il est évident que les ensembles
Aoy Ay, Aoy Agy - Aoy - - o, Bo, By, Ba, Bs, - , By, -+ -,
0= < Qyy,

n’ont aucun point commun deux & deux. Nous les appelons constitu-
antes respectivement de 4 et de B.

Maintenant nous allons démontrer notre théoréme fondamental
suivant.

THEOREME 4. Si A est un ensemble de Souslin quelconque, alors nous
avons les développements

A=40+ A1+ A2+ -+ A4+ -+,
B=By+Bi+B:+ - - +Ba+---, a < Qiy,

de U'ensemble A et de son complémentaire B=CA en une infinité N
d’'ensembles constituantes 4., Bay (0= <Qii1), chacun desquels ap-
partient au systéme B.

Démonstration de ce théoréme consiste de quatre parties.

La premiére partie. Tout d’abord montrons que l’ensemble R;(X)
défini précédemment contient tous les éléments précédents, c’est 2
dire,

(10) (r, n) e R(X) — (r) e Ry(X),

ou—signifie 'implication logique.

Cette proposition est vraie pour £=0.

En effet, si (r, n) appartient & Ry(X), on a X ¢ F(r, n), par suite,
X e F(r) d’on il suit 7 € Ry(X). Maintenant supposons que cette prop-
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osition est vraie pour £=« et démontrons la pour £=a+1; d’aprés
I’hypothése faite 7 ¢ R,(X). Donc, R.(X) contient (*) et (r, n), par
suite, (r) n'est pas un élément final de. R,(X); il en suit que
(r) & Rasa(X).

Soit 7 un nombre quelconque de seconde espéce, n < Q;4, et soit
(r, n) e Ry(X); alors (7, n) est contenu dans chaque R¢(X) ol £<19.

Si (r, n) e Re(X), on a (r) e R¢(X) pour tout £<7u, par suite,
r e R (X).

La deuxiéme partie. Désignons par Fi(r) 'ensemble des points X
tels que 7 € R¢(X). Cela veut dire que la relation 7 ¢ R¢(X) est équiva-
lente A la relation X e Fi(r). Si X ¢ Fi(r, n) on a (r, n) ¢ Re(X), par
suite, 7 ¢ Rg(X) d’ol il suit X & F¢(r). Donc,

(11) Fe(r, n) cF(r).
Il est évident que
(12) Fo(r) = F(r), Fealr) = GuFe(r, n), Fy(r) = Dgc,Fe(r), n < Q,

ol &, est le signe de la sommation s'étendant sur tous 7 <Q; et i<,
est le signe de la partie commune s’étendant sur tous £<7.

La premiére des égalités (12) est une consequence immédiate de la
définition de Ro(X). En effet, la relation X = Fy(r) est équivalente &
la relation 7 € Ro(X). Mais cette derniére est équivalente 2 la relation
X e F(r). La deuxié¢me des égalités (12) s’obtient par le raisonnement
suivant: la relation X e Fy () est équivalente a4 la relation
7 ¢ Rei(X). Mais dans ce cas 7 n'est pas élément final de R (X),
par suite, (7, #) ¢ Rg(X) d’ot X & Fe(r, n).

La troisiéme des égalités s’obtient par le raisonnement analogue:
larelation X & F,(7) est équivalente alarelation 7 e R,(X) =D« ,Re(X).
Mais la derniére est équivalente 2 la suite des relations:

reRo(X),rch(X),~--,?’ng(X),'”, £E<n,
équivalentes respectivement aux relations
X eFo(r), X eFi(r), -+, X eFe(r), -, £E<n.

Mais le dernier systéme des relations est équivalent & la relation
X & i< Fi(r) d'ottil suit F,(r) =D, Fi(r).
La troisiéme partie. Maintenant posons

(13) Se = & F(r),
(14) Ty = &, [Fy(r) — Fra(n)].

Fy(r) est ensemble de Borel, puisque Fo(r) =F(r). En partant des
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ensembles Fy(7) et en tenant compte de formules (12) on peut dé-
montrer que tous les ensembles F:(r) appartiennent au systéme B,
par suite, S; et T'; appartiennent aussi 2 ce systéme.

Il est & remarquer que .S; est I’ensemble des points X pour lesquels
Ry(X) 0, et T est 'ensemble des points X pour lesquels

Ri(X) — Rea(X) # 0.
La quatriéme partie. Maintenant nous allons démontrer que

(15) Se=A+ 2B,  Ti=2 4,+2 B,

n>§ n>£ >§
Pour cela nous faisons les remarques suivantes: En premier lieu, si
X ¢4 on a KRy(X)#0 et inversement si KRy(X)#0on a X ¢ 4.
En second lieu, si X ¢ B on a KRo(X) =0et inversement si KR,(X) =0
on a X ¢ B. En troisi¢me lieu, Rg(X) D> Re1(X) pour £<9(X) et
Ri(X) =R1(X) pour £=9(X) ou n(X) est 'indice du point X.

Soit X un point quelconque de IY. Nous considérons les cas possi-
bles suivants:

Le premier cas: X ¢ Sg. Dans ce cas R¢(X)#0. Inversement, si
Ri(X)#0 on a X eS: Si Xed on a KRi(X)##0, par suite,
Ry(X)=0d'ou X &.S¢, c'est adire, 4 €S;. Si X ¢ Bona KRy(X) =0,
par suite, R,(X) =0, mais X & S¢, par suite, X ¢ Ri(r) d’ou £<9, c'est
a dire, 'indice de X est supérieure & £ Donc S;=4 +2_,>:By.

Le second cas: X & Ty. Dans ce cas Rg(X) — Re1(X) #0, alors n >,
par suite, T =Z,,> ¢4+ 4> By De formules (15) on tire
Se—Te=A4o+ A1+ 42+ - - - + 4y,

(16) o)
I, —S¢g=Bo+ Bi+ Bs+ -+ + B;.

Au moyen de ces formules par le procédé d’induction on peut
démontrer que les ensembles 4; et B sont contenus dans le systéme
B, ce qu'il fallait démontrer.

Maintenant posons les définitions suivantes:

(a) Si pour un point x= {xl, Xgy X3y * * y Kay * t* }, (x<Qy), de
I'espace I® tous les nombres %y, (1=n<Qy), sont finis, x, < Qy, alors
nous dirons que x posséde un noyau %= {xl, Koy Xgy © g Xpy 0 },

(1=n<Q), qui est un point de I'espace de Baire I®.

(b) Désignons par #(E) I'ensemble formé des noyaux de tout les
points de E; #(E) est dit le noyau de I’ensemble E.

(c) Si Ejestle noyaud’un ensemble E de Borel, nous dirons que E,
est ensemble de Borel (N,) dans I?.

(d) Si E, estle noyau d'un ensemble E de Souslin, nous dirons que
E, est ensemble de Souslin (N;) dans I?.
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(e) Si E contient tout ensemble € tel que #(E) =n(E), nous dirons
que E est normal.

Ceci étant, prenons un ensemble de Souslin quelconque 4 de points
de I®. D’apres le Théoréme 4 on a

A=4i+4:1+ 424 -+ 4+,
CA=By+Bi+Bs+ -+ +Ba+-+, 0=a<Qy.
I1 est évident que si E est normal on a
17) n(CE) = C[n(E)]
d’ott il suit pour 4 normal
n(Ad) = n(do) + n(d1) + n(de) + - -+ +n(ds) + - - -,
Cln(4)] = n(Bo) + n(By) + n(Bs) + - -+ + n(Ba) + - - -,
o < Q.

(18)

Donc, nous avons obtenu le théoréme suivant.

THEOREME 5. Pour tout ensemble a de Souslin (N;) dans IO on
peut trouver les ensembles de Borel (N;):

o, G1, G, * -+, Gay * - bo, b1, b, -+ 5 bay - - - a < Qips,
de cet espace tels que
e=a+aun+ta+- - +at+---,
b=bo+bi+b+ - +bat+ -, a < Q.

TcHEBOKSARY, U.R.S.S.



