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(12) Thij == Vjin

where ¢ takes on a definite set of n—m values of the
integers 1, 2, - .-, » including the value &, and 2 and j take
on those m values that ¢ cannot assume. If each of n—m
congruences forms a system of parallels with respect to
every one of the remaining m congruences equations (11)
are satisfied for 2 = 1,2,3, -+-, n; ¢ = 4y, 4s, *++, tn—m;
J==J1+y Jm; ¢ ¥ 7, (12) is surely satisfied, and we have
the following theorem.

THEOREM. [If each of n—m congruences forms a system
of parallels with respect to every one of the remaining m
congruences, then the former have a family of m-dimensional
hypersurfaces as orthogonal trajectories. When m = n—1
this reduces to one of Lipka’s theorems.

PriNcETON UNIVERSITY

SUR LES VALEURS ASYMPTOTIQUES DES
COEFFICIENTS DE COTES

PAR J. OUSPENSKY

1. Parmi les formules de quadratures pour le calcul
approché des intégrales définies la plus simple est, sans
contredit, celle de Cotes, qui correspond & la division de
Iintervalle d’intégration en parties égales. Supposons
Iintervalle d’intégration (0, 1) subdivisé en » parties égales;
alors on peut déterminer » - 1 constantes Ao, Ay, 4s, -+, 4n,
nommées “coefficients de Cotes”, de maniére que la formule
2
n.

ff(x)dx = Ao f O A S [ Ao (2] )

soit exacte pour toute fonction f(x) se réduisant & un

polyndome d’un degré n’excédant pas n—1. Dans d’autres

cas cette “formule de Cotes” n’est qu’approchée. Comme

le degré d’approximation fourni par elle depend des

valeurs numériques des coefficients Aoy, 4;, 4s, -+, 4n, la
10
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question sur les valeurs asymptotiques de ces coefficients
pour n trés grand n’est pas, ce me semble, dénuée de
quelque interét.

2. En posant

y‘,():.:‘o, xl:——/—7 x2:~—’ ceey, xn:17

“ I Y L
r) = als ”)( <, )

Gl n

on a l'expression suivante pour le coefficient Ay, k& étant
un des nombres 0, 1, 2, ---, n:

A — | ‘P@E@_
T o e —xn)g (@)

Mais comme l’on sait que

o) — £ =L L =1 =2~k
: nonm noon n n
gL+ Cn—k-+1)
= (=1r n" ’

on trouve apres quelques réductions faciles:
(—1)y—k "r(x—1)-(x — )
nlE+DTn—k+1) Jo x—k

Ainsi la question se réduit & trouver 'expression asympto-
tique pour n trés grand de l'intégrale:

(1) 7, _f"x(x——l)

k étant un nombre quelconque de la suite O, 1, 2, - - -, n.
En faisant usage des formules bien connues

I'+1)I'n+1—2x) sin nx

A = dax.

n)

dzx,

zz—1 - @—n) = (—1)" 3 ’
r +1— ! :

nous allons présenter d’abord J, sous la forme d’une
intégrale double:
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—1r 5 1 n
I, = L_I)-_M f (1—Epqs f E S 77w
7 0 0 —k

Ensuite, en utilisant la formule évidente

o 5 : Ic
2log—=— Sin 7wz 3 )
¢ £ —1)¢ -
QL ¢ =& ] dx ) ( %

n—k I
. log —— sm Tr 1 0——- s 7t
e +f e ],
0

et en transformant les intégrales du second membre & 'aide
de la formule

h Sm Uz " o ha
e — (e —|—d10t&n——~|—7r(~ll —1 -
eJ O x

ot

que l'on établit aisément en supposant / un entier quelconque,
on parvient & cette expression définitive de J,:

J, = (—1F 4+ 1) In—E-+1)+T(n+2)

_£

1-§
1 dog—— rx
. - . & *dx
21 (—1 n—lj §Ic 1—& n—-kdé:j 5
[( ) JO ( V) —C0 Jf_:L

‘1 “log 1_5
— |, #a— g J ) fi—)_dw_]

0 o 0

Nous allons faire usage de cette formule en supposant
d’abord % différent de O et n. On voit de suite qu’en posant

1-5
Plog—%— ka
E &%dx
5 J élc n——k .
1 1—9 dg e 2+x2’
P f%‘ku gk, r% 55e<“ e
e = | §1—&" " d§
- 0 ) ) —0 2"‘*_56

(2)

5
g—= _kx
k(1 &\n—k 1-¢ ¢ dx .
-P3 fg(l g) dsfoo n2-i—a:2’

5
log
— k n—lc N —5 e k)%’d‘l”
f g (1 ) @ f =] 2+ x?

10%
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on a
(3) In = (—1 kG + D) Tn—k+1)+Tn+2)
X[(—=1) 1P — P4 (—1 1 P — Py
Mais comme
&
jw drde (g &

fcx _ -2
e AFEA ) = g

f 10%1% 0T gy gn—
o et T (m—h) (1 —Epk

on voit immédiatement que

1

Te(m + 12710

0<P <—]—~f%§"d§~* :
o n—kJo T T m—hk)(m+1D)2nty

ce qui permet de présenter la formule (3) de cette maniére:
@ Jp=()FrE+D)I 41—k +I'n+2)

0]
X [(-“1)"_11')1 — P+ Teln—Ty2nti

Toute la question se réduit ainsi & trouver les expressions
asymptotiques de P; et P,, ce qui présente un peu plus de
difficulté.

3. La solution de cette question dépend en grande partie
de la recherche de la valeur asymptotique de l'intégrale

_ﬁj (A —alde
l—x
log

pour 7 indéfiniment crmssant, tandis que /4 est un nombre
fixe, satisfaisant aux inégalités

teJ0

], —1<O<1.

0<h< Ok

et s un nombre entier positif donné. Considérons l'intégrale
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un peu plus générale

S s
l—x)s
x

®) Kn(e) =

dx,

0 (log
qui dépend d’'un parametre e« et se réduit 4 K, pour
« = (0. Nous allons supposer dans la suite que

1
— =
2:

I’inégalité presque évidente

1 3

()/fh(l—oc)"—?zx%dx _ 1 T(n+"§)r(§)

- — < Ik ’
Sl s e

0.

o

I\

et la formule asymptotique bien connue

lim __I‘(n +4)
nf I'(n)

font voir que pour chaque valeur fixe de %, l'intégrale

f " — e
ok
s

x

=1, pour n = ®,

est de Vordre 1/%%2, c’est & dire qu'il existe une constante L
telle que l'intégrale précédente soit << L/n?2.

I1 suit immédiatement de cette remarque que les valeurs
que prennent K, («) et ses dérivées pour ¢« = —21 se
réduisent aux quantités d’ordre O(1/n)*2. Ensuite la dérivée

d’ordre s de K, («) se present sous la forme
Ja ~£ A—x)tey—dy

1
N

1’intégrale qui figure dans le second membre de cette

(6)
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formule est positive et plus petite que (1-—A)*~2; de 'autre
cOté les formules asymptotiques bien connues font voir
que la quantité

I'm+at+1)T(1—e)
I'(n +2)
peut étre présentée ainsi

I'l—e«) (p(n @)
nime

¢(n,a) étant une fonction bornée de n et de e pour toutes
les valeurs de n et pour toutes les valeurs de e comprises
dans lintervalle (—2, 0). Il suit de ces remarques qu’on
peut poser

PR T =) | e

de? nte n

2—a

ot la fonction Y (n,«) est de la méme nature que la fonction
¢(n,«) tout & 'heure mentionnée. On a d’apres la formule
de Taylor

Kn(e) = Kn(—3) +(«+ 1) K,;(— 1) + .

(q 1)( —x)~ (a)
Flatppr X fa—— +_ }) " K,
Par ce qui précéde on a uniformément en «
K= D+ @+ HE(—H+ -
et o KEZCD o,

—1!
D’autre part en substituant au lieu de Kn () son expres-
sion (6) on obtient

fa (06—%')8_1 A Ky () de Jm (0‘._J)sf1 I'(1—x)

~3 (s—D! des "7 T )1 s—1D! nir
(e—xP~t Yn,z) ,

+j (s—1D! w7 .

La derniére intégrale est manifestement une quantité d’ordre
O(1/n? indépendamment de «. Quant & la premiére, 'appli-

dx
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cation répétée de l'intégration par parties conduit a ce
résultat
ef%w—ﬁﬂfu—@d
-1 (s—1)!  pl—= v
_ Il—a)
n—(log n)*

[1 1+ 'i("’ @) ] + 0 /n3),

A(n, &) désignant une fonction bornée de n et de «. Enfin
nous arrivons & cette expression asymptotique de Kp(c):

Kot = PO A O]

n'—*(log n)* log n

la fonction 4(n, «) étant de méme nature que A(n, «). En
posant « = 0 nous voyons que

fh(l —aldr 1
— s 7

(logl oc) n(log ny
ou d’'une maniére plus précise

h

(1—arde 1 [ ]
@ J:( l—x)s " n(log np 1+ logn

log~x—

u, désignant une fonction bornée de n.

4. Considérons maintenant l'intégrale

ey
etz

ot & est un nombre entier positif et w un nombre positif
quelconque. L'intégration par parties donne

C e eho 2 f ® Mypdr
—wmta h(m?+ e?) — (i a??”

En intégrant par parties de nouveau, nous avons

f‘” i ehom n f Bt —n?)
— (T 2 7l(n2+w2)” A - (n_z_l__ 2)3 Xy

mais comme

(®




152 J. OUSPENSKY [ March-April,

© (342 —n?) (T Tdx
val. abs. j; w*-(?:l_—“z)?* dx <3 (‘ém

3wy 3eho 66'""
=~ (7?4 w*)? + /zrc“ =~ o® o 7271 w7

nous voyons que
© eydr Teho
val. abs.J:m(ﬂg_l_%_z)2 < PR
Cette inégalité combinée avec la formule (8) nous conduit
4 cette formule utile

C erdy e e
(9) J:mn2+x2 - h(n2_i_w + 2 37
w désignant une quantité dont la valeur absolue est tou-
jours < 14.

5. Ces préliminaires établis, désignons par &, une racine
de DIéquation

—&
&o

qui est naturellement > 0 et < /2, et considérons I'intégrale

o log ey
JO §k(1“—) kd§f éi‘I—“‘;_.

En utilisant la formule (9) nous aurons

*6o ﬂog e"’”dx
(1 —&rkds J
jO ( ) d e 2+x

— lf b a—ga M’ a—g
0

log =1,

Mais
f““" (1— Epds
0 Z—l-(log Ef)

B f o 1—gra s f (1— &y ‘
ot e o)) s
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et

J’fo (1—75)7&01‘& - fs"_&:if)_”di
( 2—}—(log 5) ) (log 1;¢)-" 0 (IOg 1;%:)4 ’

done, en tenant compte de la formule asymptotique (7),
nous avons d’abord

f”’" (1— & ds 1
0 2_|_(10g1-5) ~ n(og n®’

et ensuite nous voyons que le rapport de l'intégrale

Yoo (1 —gpas oo (1—gpas
1—§& & 1—&
e R |

est asymptotique &
1

)
log n

ce qui nous conduit a4 la formule

1-£
& log 2= ko
gh(] — gyt ¢ eax
J; Sl d§J_O° n®+ a®
B 1f5° (1— & ds [1+ N J
- 7. - )
kJJo 2+(log1 S) klog n

ou N pour des valeurs suffisamment grandes de n et quelque
soit k reste au dessous d’une limite assignable, p.e., 14.
D’un autre coté, on trouve immédiatement

1—¢
1 log—— x
J; gk(1— '_E)n-—kd;f 3 e_@%

<= f(l 5)”d¢< e(n i);)l)’

et le rapport de cette quantité
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A—g&r 1 f" (1— g dg
0

kn+1) 3 n2+(10g'1;§)2

étant pour n suffisamment grand plus petit que, p.-e.,
2(1—§&)"t1(log n)*,
peut étre mis sous la forme
N'/(klogn) ou N'<2n(1—&)*(log n)?
tend vers zéro n grandissant indéfiniment. Ainsi nous
avons enfin

3 1og——1_4_:5 I g
gh(] — Ep—k g _erax
J; 1 =9) d'*f_oo . i

1" a—wra [1+ G]
k), 1——_5)2 klog n]’

n2+(10g'—.:——
<
ou bien )
1 {7 (a—gras Q
Pl:_f —..2[1+ ],
ko n2+(10g1 ,é) klogn

G désignant une quantité qui reste au dessous de 15 pour
n suffisamment grand quelque soit k. De méme

&

1 Y A—8rdé &

P, = — j — %2 [1+ — ],
n—rk,), n?d (log 1 : .5) (n—1Fk) log n

olt G est aussi <15 pour n assez grand quelque soit .
11 suffit maintenant d’introduire ces expressions dans la
formule (4) pour avoir

Jp = (=) rE+1DIn+1—k+IT'n+2)

ffo (1— &prds [(— 1yt 1

“ 1o n*’-l-(logl—%-}:)g " ok
(—1p-ig & ] 0 }

+

Blogn (m—hElognl ' kin—Fk)2ntt
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et aussi
1 I'in+2)
de = o TG FDr—k D)

. f5° (L— &P [(——1)’“‘1 i
—&\2 —_
- (log 1 . é) k n—1Fk

11 1 \n—k—1 )/
(—1DF1G  (—1) G]+ @}.

+ k2 log n m—Ek?log n] ' kin—Fk)2ntt

Le rapport de

(.) a (_ 1)76—-1 (___ 1)1l—k—l
k(n—k)2n+1 k n—1Uk
est plus petit que
1 1
<

on+17?

20t g —I + (— 1)k |
car le nombre entier n—Fk-4(—1)"k ne devient jamais
égal & zéro. De méme la valeur absolue du rapport de

(— 1)"_10 (— 1)n—k—-1g' ‘ (— 1)k—1 i (— l)n—k—l
K log n (n—1Fk)* logn k n—1k

pour » suffisamment grand, est plus petite que
5 P+ (n—k)?
logn lkin—Fk)|n—Fk-+(—1)"k|’
c’est &4 dire pour » pair
15 B+m—k?
logn kn—kn ’
et pour n impair
15 E4m—k)?
logn kn—k)|n—2k|"
Or quel que soit k = 1,2,3,.--, n—1,
k4 (n—h)?
kEm—Ekmn

2+ (n—k)?
Ten—T)|n— 2k

<1, n pair
et

<3, n impair
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de sorte que le rapport précédent est toujours plus petit que

45
log n

et tend vers zéro quand » grandit indéfiniment. De tout
ce qui précede il est maintenant facile de déduire cette
expression asymptotique de Ag:

r'n+1) [(—— Dty (—1)""‘“1],

A nogn)? T+ 1) T n—k+1) k n—r

valable en ce sens que le rapport des deux membres de
cette égalité tend uniformément vers 1, quand » croit
an dela de toute limite, &k ayant une valeur quelconque
1,2, 3, ..., n—1. Quant aux coefficients 4, et 4,, 'analyse
toute semblable et méme un peu plus simple donne

1

Ao = Aue> nlogn’

Ainsi nous avons
1 1 —n

Ao~y logn’ A (log n)?’ As > 4(log n)* ete

et pour n = 21, p. e,
(__l)l-l4l

V 7w p2(log op2
On voit que les coefficients 4y, 4s, - -+, A,—2 tendent vers
Pinfini, ce qui fait voir que la formule de Cotes perd, toute
valeur pratique tant que le nombre des ordonnées devient
considérable.

ToroxNToO, 25 Aolt, 1924.



