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0. English Abstract. The origin of this work is a question asked by Francois
Treves to the second author in 1982 :

Given a real-analytic map g: S™ — R, where S™ is the n-dimensional sphere, and
a differential r-form w of class C*° on S™ whose restriction to every non-singular fiber
is exact, does there exist a hélderian differential (r — 1)-form £ on S™ such that

dg A (w — d) =0,

where the differential dS) is taken in the sense of distributions ?

We prove an analogue of this statement for a continuous subanalytic form w, the
existence of a subanalytic continuous relative primitive € satisfying dg A (w — dQ2) =
0 under the assumption that the restriction of w to each non singular fiber is the
differential in the sense of distributions of a subanalytic form, in the more general
framework of triangulable subanalytic maps g: X — R"™ between non singular spaces.
(see Corollaire 6.3 below).

Recall that Masahiro Shiota has proved that every subanalytic morphism from a
compact space to R is triangulable (see [Sh1], [Sh2], Chap. II, §3) and that the second
author has proved (see [Tel]) that every proper subanalytic map becomes triangulable
locally on the base after base changes that are finite compositions of local blowing-ups.
S. Chanillo and F. Treves proved in 1997 (see [C-T], Lemma 2.2) a result analogous
to the statement above : under the hypothesis of vanishing of w to infinite order along
the singular fibers of g, they obtain a relative primitive of class C* satisfying the
same vanishing condition.

Recall also that a function h on an analytic manifold U is said to be holderian if
each point of U has a neighborhood V' such that there exist positive constants o and C
such that for z, 2’ € V one has |h(x) — h(2")| < Cloz —2'|*. A differential form on U is
said to be holderian if its coefficients are holderian functions on U and its differential
in the sense of distributions can be represented by a form with holderian coefficients.
Recall finally that for a function, to be subanalytic and continuous implies the Holder
property thanks to the Lojasiewicz inequalities extended to the subanalytic case by
Hironaka (cf [Hi], [Ha] and §1).

The main idea is to transform this problem of analysis into a problem of geo-
metry by representing differential forms by means of Whitney forms. Recall that the
differential form which Whitney associates (¢f [Whi, Chap. IV, §27]) to a simplex of a
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triangulated differentiable manifold is essentially a regularization of the volume form
of this simplex expressed in barycentric coordinates; it is this last form that we shall
call Whitney form. The triangulability hypothesis for the morphism allows us to carry
the problem over to a simplicial map f: A — T through subanalytic homeomorphisms
(¢f. Définition 2.1).

The subanalytic framework is also convenient because the volume forms of sim-
plices expressed in barycentric coordinates are piecewise linear and continuous in
the star of each simplex, and so are subanalytic and continuous. They are not only
Holder but even Lipschitz as differential forms on the entire space. In any case in
the subanalytic framework they do not need regularization, so that there is a one
to one correspondence between simplices and Whitney forms, a fact which plays an
important role.

The first difficulty is that the simplicial decomposition of A does not induce
a simplicial decomposition in the fibers of f. We have remarked that it induces a
decomposition into prisms (products of simplices) and that these decompositions are
naturally isomorphic for all fibers of points of the interior of a simplex of the base
T. The usefulness of this prismal geometry has been remarked independently and for
analogous reasons (integration in the fibers) by J. Dupont and his collaborators (see
[Du-L], in particular §3, and [Du-K], [A-D]).

In order to describe the degeneracies of the prismal structure of fibers which
occur by specialization to the faces of a simplex of T, we have introduced prismal
sheaves. The simplicial morphism canonically defines a prismal sheaf but in fact it
is more convenient to work with another prismal sheaf, which is a ”blowing-up” of
the previous one and is trivialized above each closed simplex of T'. On this trivialized
sheaf one can easily define Whitney forms; the Whitney form of a prism is essentially
the exterior product of the Whitney forms of the factor simplices of the prism. One
can then define the relative Whitney forms.

We first represent, modulo exact forms and forms annihilated by dgA, the given
form w as a linear combination with subanalytic coefficients of relative Whitney forms;
this is why relative Whitney forms play an essential role. Then we seek an 2 with a
similar expression satisfying dg A (w — df2) = 0, and the search for a relative primitive
is finally reduced to the solution in each simplex of A of a partial differential equation
of a very special kind which has to be satisfied by the coefficients of the form 2 we
seek. It is then comparatively easy to show the existence of subanalytic solutions for
this equation.

The first part of the text (§1 and §2) presents the viewpoint we take on the com-
binatorics of simplicial maps. The second part (§3) studies the behavior of Whitney
forms with respect to this combinatorics. It contains in particular a remark (3.12)
which we find interesting on the ”Whitney form version” of the boundary map of
simplicial chains. We have given the details of computations in the hope of paving the
way to other applications of this prismal geometry. In the third part (§4 and §5) we
give an explicit expression for a subanalytic form as a linear combination of Whitney
forms, with subanalytic coefficients. In the last part, the results of the previous ones
enable us to write down precisely the equations that have to be solved to find a relative
primitive ; this part contains the results of local integration and globalization which
complete the proof of Theorem 6.1 and its corollary 6.3, which is our main result.

1. Introduction. L’origine de ce travail est une question posée par Francois
Treves au second auteur en 1982 :
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Etant donnés un morphisme analytique g: S* — R ou S™ est la sphere de di-
mension n, et une r-forme différentielle w de classe C*° sur S™ dont la restriction a
chaque fibre non singuliére de g est exacte, existe-t-il une (r —1)-forme Q holdérienne
sur S™ telle que l'on ait

dg A (w—dQ) =0,

la différentielle dS2 étant prise au sens des distributions ?

Dans ce travail nous démontrons un analogue de ce résultat pour une forme w sous-
analytique et continue, dans le cadre plus général des morphismes sous analytiques
propres triangulables entre espaces non singuliers (voir le Corollaire 6.3 ci-dessous).
Rappelons que Masahiro Shiota a démontré que tout morphisme sous-analytique d’un
espace compact vers R est triangulable (voir [Sh1], [Sh2], Chap. II, §3) et que le second
auteur a prouvé (voir [Tel]) que tout morphisme sous-analytique propre devient tri-
angulable localement sur la base apres des changements de base qui sont des composés
finis d’éclatements locaux du but.
S. Chanillo et F. Treves ont prouvé en 1997 (voir [C-T], Lemme 2.2) un résultat
analogue a 1’énoncé ci-dessus : sous ’hypothese d’annulation a ’ordre infini de w le
long des fibres singulieres de g, ils obtiennent une primitive relative de classe C*>
satisfaisant la méme propriété d’annulation.

Rappelons aussi qu’une fonction h sur une variété analytique U est dite
holdérienne si tout point de U possede un voisinage V' tel qu’il existe des constantes
positives a et C telles que pour x,z’ € V on ait

(1.1) h(z) — h(z')| < Clz — 2'|°.

Une forme différentielle sur U est dite holdérienne si ses coefficients sont des fonctions
holdériennes sur U et si sa différentielle au sens des distributions peut étre représentée
par une forme a coefficients holdériens. Rappelons enfin que pour une fonction, étre
sous-analytique et continue implique la propriété de Holder grace aux inégalités de
Lojasiewicz étendues au cas sous-analytique par Hironaka (cf [Hi], [Ha] et §1).

L’idée principale est de transformer ce probléeme d’analyse en un probleme
géométrique en représentant les formes différentielles au moyen des formes de Whit-
ney. Rappelons que la forme différentielle que Whitney associe (¢f [Whi, Chap. IV,
§27]) & un simplexe d’une variété différentielle triangulée est essentiellement une
régularisation de la forme volume de ce simplexe exprimée en coordonnées barycen-
triques ; c’est cette derniére, non régularisée que nous appellerons forme de Whitney.
L’hypothese de triangulabilité du morphisme permet de transporter le probléeme sur
un morphisme simplicial f: A — T au moyen d’homéomorphismes sous-analytiques.

Le cadre sous-analytique convient bien pour cette raison et parce que les formes
volumes en coordonnées barycentriques des r-simplexes d’un complexe simplicial de
dimension r plongé dans RY déterminent des sections de A"T*R qui sont linéaires
par morceaux et continues et donc sous-analytiques et continues. Elles sont d’ailleurs
non seulement holdériennes mais méme lipschitziennes (i.e., leurs coefficients satisfont
la condition (1.1) avec @ = 1) comme formes différentielles définies sur 'espace entier.
Il n’y a donc pas a les régulariser comme le fait Whitney qui travaille avec des formes
de classe C*, et I'on a une correspondance biunivoque entre simplexes et formes de
Whitney, ce qui joue un role important dans la suite.

La premiere difficulté est que la décomposition simpliciale de A n’induit pas sur
les fibres de f une décomposition simpliciale. Mais nous avons remarqué qu’elle indui-
sait une décomposition en prismes (produits de simplexes), et que ces décompositions
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étaient naturellement isomorphes pour toutes les fibres de points de lintérieur
d’un simplexe de la base T. L’utilité de cette géométrie prismale a été remarquée
indépendamment et pour des raisons analogues (intégration dans les fibres), par J.
Dupont et ses collaborateurs (voir [Du-L], en particulier §3, et [Du-K], [A-D]). Pour
rendre compte des dégénerescences de la structure prismale des fibres qui se pro-
duisent par spécialisation sur les faces d'un simplexe de T nous avons introduit les
faisceauzr prismauz. Le morphisme simplicial définit canoniquement un faisceau pris-
mal mais en fait il est bien plus commode de travailler avec un autre faisceau prismal,
qui est un “éclaté” de celui-ci et est trivialisé au dessus de chaque simplexe fermé
de T'. Sur ce faisceau trivialisé il est facile de définir les formes de Whitney relatives,
dont la restriction a chaque fibre lisse du faisceau est une forme de Whitney ; elles
engendrent la cohomologie des fibres lisses. La forme de Whitney d’un prisme est
essentiellement le produit extérieur des formes de Whitney des simplexes facteurs du
prisme. Le calcul permet de définir naturellement les formes de Whitney relatives.
Apres avoir représenté (modulo les formes exactes et les formes annihilées par dg A -)
la forme w par une combinaison linéaire de formes de Whitney relatives, on cherche 2
sous la méme forme, et le probleme de la recherche d’une primitive relative se ramene
finalement a la résolution dans chaque simplexe d’équations aux dérivées partielles
d’une forme tres particuliere qui permet de démontrer assez facilement 1’existence de
solutions sous-analytiques.

La premiere partie du texte (§1 et §2) précise le point de vue que nous utilisons
sur la combinatoire des morphismes simpliciaux. La seconde partie (§3) détaille le
comportement des formes de Whitney vis-a-vis de cette combinatoire. On y trouve en
particulier une remarque (3.12) que nous pensons intéressante sur la version ” formes de
Whitney” de 'homomorphisme bord des chaines simpliciales. Nous avons détaillé les
calculs dans ’espoir de faciliter 'application de cette géométrie prismale a d’autres
problémes. Dans la troisitme partie (§4 et §5) nous exprimons explicitement une
forme sous-analytique comme combinaison & coefficients sous-analytiques de formes de
Whitney. Dans la derniére partie, les résultats des parties précédentes permettent de
poser de maniere précise les équations a résoudre pour trouver une primitive relative;
cette partie contient les résultats d’intégration locale et de globalisation qui achevent
la preuve du théoréme 6.1 et de son corollaire 6.3, qui est notre résultat principal.

Nous remercions les collegues qui nous ont encouragés pendant la préparation de
ce texte, et principalement Lé Dung Trdng et Claude Weber, ainsi que la School of
Mathematics de UICTP de Trieste et le Département de Mathématiques de I’Université
de Geneve qui mous ont offert la possibilité de venir y travailler a ce projet. Nous
remercions aussi le rapporteur pour ses remarques utiles.

2. Géométrie des morphismes triangulés.
2.1. Rappels.

DEFINITION 2.1. Soit X C R" x R™ un sous-ensemble sous-analytique tel que
la restriction g: X — R”™ de la premiére projection soit un morphisme propre. On
rappelle qu’une triangulation de cette situation est la donnée :

1. d’homéomorphismes sous-analytiques ¢ de R™ x R™ dans lui-méme et ¢y de
R” dans lui-méme, tels que le diagramme suivant soit commutatif

R*"xR"” —'+ R"xR™ O X

R" — R = R
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2. de décompositions de R™ x R™ et de R™ en simplexes linéaires de telle facon
que les homéomorphismes ¢ et ¢y soient analytiques a l'intérieur de chaque
simplexe et que pr; soit une application simpliciale. Ces données doivent étre
compatibles avec X : si I'image par ¢ d’un simplexe rencontre X, elle est
contenue dans X.

Dans la suite, étant donné un morphisme g triangulé comme ci-dessus, nous note-
rons A le sous-complexe simplicial de R"™ x R™ formé des simplexes dont I'image par
t rencontre X. Le sous-complexe simplicial de R™ formé des simplexes dont 'image
par to rencontre g(X) sera noté T, enfin f: A — T désignera le morphisme induit par

pry.

REMARQUES 2.2. 1) D’apres l'inégalité de Lojasiewicz, tout homéomorphisme
sous-analytique t est holdérien sur tout compact : pour tout sous-ensemble compact K
de R* x R™, il existe des nombres réels positifs C' et « tels que l'on ait : ||t(y)—t(x)] <
Clly — x|
2) L’image par pr; d’un simplexe est un simplexe et 'image réciproque par pr; d’'un
simplexe est une réunion de simplexes.

2.2. Morphismes prismaux.

DEFINITION 2.3. Un prisme (resp. un prisme ouvert, resp. un prisme fermé) est
un produit de simplexes (resp. simplexes ouverts, resp. fermés) linéairement plongés
dans un espace euclidien et muni de la topologie induite ; ’ensemble vide est donc un
prisme auquel, par convention, on attribue la dimension —co. Une face d’un prisme
est vide ou est un produit de faces de ses facteurs. Nous appellerons coordonnées
barycentriques d’un point d’un prisme la famille des coordonnées barycentriques de
ses projections sur les facteurs du prisme.

Un ensemble prismal de RN est une réunion localement finie de prismes fermés
telle que l'intersection de deux quelconques d’entre eux soit une face de chacun. Un
sous-complexe simplicial d’une triangulation de RN est un ensemble prismal.

Sauf mention du contraire, les simplexes et les prismes considérés dans la suite
sont fermés.

Un ensemble prismal de dimension pure d est une réunion de prismes de dimension
d.

Une orientation d'un prisme m = og X 01 X -+ X 0, est la donnée d'un ordre
sur ’ensemble {0,...,p} et d’une orientation sur chaque simplexe o;. Une orientation
d’un prisme détermine une orientation de chacune de ses faces. Une orientation locale
d’un ensemble prismal est la donnée d’une orientation de chacun de ses prismes.

Si un ensemble prismal de dimension pure d est une pseudovariété (resp. une
pseudovariété a bord, voir [Spa, Chap. 3, 11]), tout prisme de dimension d — 1 est
face de deux prismes (resp. un ou deux prismes) de dimension d. Le bord, quand il
existe, est le sous ensemble prismal constitué des prismes de dimension d — 1 qui sont
faces d’exactement un prisme de dimension d. Un ensemble prismal II qui est une
pseudovariété de dimension d est orienté s’il est muni d’une orientation locale telle
que les orientations induites sur tout prisme de dimension d— 1 par deux prismes dont
il est face soient opposées.

Rappelons qu’un morphisme simplicial d’un complexe simplicial dans un autre
est une application dont la restriction a chaque simplexe de la source a pour image
un simplexe du but et qui est linéaire en les coordonnées barycentriques.
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DEFINITION 2.4. Une application ¢ d’un ensemble prismal IT dans un ensemble
prismal ¥ est un morphisme prismal si
— l'image de tout prisme m = 09 X 01 X -+ X g, de II est un prisme (7)) =
To X T1 X +++ X Tg deE,
— la restriction a 7 de 'application ¢ est linéaire séparément dans les coordonnées
barycentriques de chacun des simplexes composant les prismes.

Un morphisme simplicial entre complexes simpliciaux est un morphisme prismal.
Un morphisme prismal entre des ensembles prismaux orientés est dit orienté s’il
respecte les orientations des prismes.

2.3. Trivialisation d’un morphisme simplicial. La construction suivante
éclaire la notion de faisceau prismal que nous verrons plus bas :

Soit f: ¢ — 7 un morphisme simplicial surjectif entre deux simplexes; pour
chaque sommet y; de 7, (0 < j < s = dim7), posons o; = f~(y;) et (o) =
T X 0g X --- X 0. On se propose de définir des morphismes

Vo im(o) w0 et 07 fHF) = (o)

dont le premier est un morphisme prismal et dont les restrictions au dessus de f~1(7)
et 7 X 09 X -+ X 04 sont des isomorphismes inverses I'un de l'autre.

Chaque sommet a; de o est dans I'un des simplexes o; et un seul. Pour chaque
Jj, notons I(j) I'ensemble des indices ¢ des sommets a; de o;. Etant donné un point
de o, de coordonnées barycentriques A; relativement aux sommets a;, les coordonnées
de f(z) relativement aux sommets y; de T sont

(2.1) ti= > A
i€l1(j)

Si I'image f(z) est dans l'intérieur de 7, les sommes Ziel(j) A; sont donc non nulles;
pour chaque j, notons x; le point de o; de coordonnées barycentriques

Ak
Liergy M’
relativement aux sommets ay, de o situés dans ;. Notons 6%/ I’application f~1(#) —

o; qui & x associe le point z;, et §° 'application de f~!(7) dans le prisme 7 (o)
T X 09 X -+ X 0g définie par

(2.2) ik = kel(j)

(2.3) 0%: x— (f(x),z0, - ,Ts).

La projection f induit un isomorphisme simplical du simplexe enveloppe convexe des
points z; dans o sur 7. Le point = est le point de ce simplexe dont les coordonnées
barycentriques sont celles du point f(x) dans 7. Ceci nous donne une description de
o comme joint itéré des simplexes o;.

On peut en effet définir le joint itéré og *- - - ¥ o, de s+ 1 simplexes o; linéairement
indépendants dans un espace euclidien comme la réunion des simplexes de dimen-
sion s + 1 qui sont les enveloppes convexes d’ensembles de points de la forme
(zj € 0j); 7=0,...,s. Le simplexe obtenu est simplicialement isomorphe au résultat
de la construction classique du joint itéré comme quotient de og X ... X g x [0, 1]*.
Rappelons cette construction pour s =1 :

oo * o1 = (00 x o1 % [0,1]) /{(a,b,0) ~ (a’,b,0), (a,b,1) ~ (a, ¥, 1)).
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Par construction, I’ensemble des sommets du joint coincide avec ’ensemble des
sommets des o;. Une orientation du joint peut donc s’interpréter comme la donnée
d’un ordre sur I’ensemble d’indices j et d'une orientation de chacun des simplexes o;.

Si f est un morphisme simplicial orienté et si on munit chaque o; de 'orientation
induite par celle de o, alors I'orientation naturelle du joint itéré déduite de celles de
7 et des o; n’est autre que celle de o.

DEFINITION 2.5. Etant donné un morphisme simplicial surjectif f: o — 7 entre
deux simplexes, on définit le morphisme ¢?: w(0) — 0 = 09 * -+ - * 05 qui, au point
de coordonnées

(tj)j=0,....5> (H0,i0 )iner(0)s - - - » (Hs.in)iver(s)

de (o), associe le point de o dont la coordonnée barycentrique relative au sommet
a; est \j = tjp4, ou j est 'indice tel que i € I(j).

Ce morphisme est un morphisme prismal.

Remarquons que, si o et 7 sont orientés ainsi que le morphisme f, cela détermine
une unique orientation du joint itéré og * - - - % o5 et une unique orientation du prisme
(o) telles que les morphismes 7(o) — o et m(0) — 7 soient orientés.

PROPOSITION 2.6. Les restrictions au dessus de f~1(7) et 7 X 09 X -+ X 05 des
morphismes prismauz ° : (o) — o et 07 1 f71(7) = 7(0) sont des isomorphismes
inverses l'un de l'autre.

Preuve. En effet tout point x de o s’écrit

s s P
r=3 =30 ( 3 i) =3 v
j=0 j=0 1=0

i€l(y)

2.4. Faisceaux prismaux.

DEFINITION 2.7. Soit P un ensemble prismal. Un faisceau prismal F sur P est
la donnée pour chaque prisme fermé p de P d’un ensemble prismal F(p) doté d’un
morphisme prismal e,: F(p) — p et pour chaque face p’ de p d’un morphisme prismal
hot o F(p) — F(p') de telle fagon que h, , = Idz(, et que si p” est une face de p/,
alors hyr p = hpr prohy . On dit que le faisceau prismal F est propre si les ensembles
prismaux F(p) sont compacts.

REMARQUE 2.8. En fait, la notion de faisceau prismal s’apparente davantage &
la notion de carapace (ce qui fut la premiere définition des faisceaux, voir Séminaire
Cartan [Car]) qu’a la notion de faisceau. Plus précisément, munissons ’ensemble des
prismes d’un ensemble prismal de 'ordre partiel donné par les inclusions des faces,
puis de la topologie dont une base de fermés est constituée des intervalles fermés
m < w < my. Les sections du faisceau prismal au dessus d’un fermé F' sont les
éléments du produit II,cF(p) compatibles avec les homomorphismes de restriction.

Soient ¢: P — 3 un morphisme prismal, F un faisceau prismal sur P et G un
faisceau prismal sur X. Un morphisme de faisceaux prismauzr de F dans G est la
donnée pour chaque prisme fermé p de P d’un morphisme prismal F(p) — G(¢(p))
compatibles avec les homomorphismes de restriction.
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LEMME 2.9. Etant donnés un faisceau prismal F sur P et p un prisme de P, au
dessus de lintérieur p de p ’ensemble F(p) est une réunion de produits de simplexes.

Preuve. Supposons dans un premier temps que p soit un simplexe 7. Tout
prisme de l'ensemble F(7) est le produit d’un simplexe d’image 7 par un nombre,
éventuellement nul, de simplexes. En effet, dans le cas contraire, il existe un prisme
oo X 01 de F(7) d’image 7 mais tel que ni og, ni o7 n’ait pour image 7. Cela implique
qu’il existe deux sommets ag et a; de og, dont on note Ay, et A4, les coordonnées
barycentriques correspondantes et deux sommets by et b; de o1, dont on note Ay,
et A\p, les coordonnées barycentriques correspondantes, tels que les trois sommets
(ao,bo), (ag, b1) et (a1,b1) du produit o x o aient pour images des sommets distincts
de 7. Alors, les coordonnées barycentriques d’un point de I'image de oy X o7 sont
fonction du produit Ay, s, , ce qui contredit ’hypothese de linéarité.

Si o est un simplexe de F(7) d’image 7, alors o est le joint des simplexes o; =
e;_-l (yi) N o du bord de o situés au dessus des sommets y; de 7. La fibre de e au
dessus d’un point de 'intérieur de 7 est donc homéomorphe au produit des simplexes
oi, d’out le résultat dans ce cas. On en déduit le résultat pour tout prisme de F(7).

Dans le cas d'un prisme p, produit de simplexes, le résultat provient de ce qu’il
est vérifié au dessus de chacune des composantes du produit. Une autre maniere de le
montrer est de subdiviser tout prisme p de la base P en simplexes, ceci par récurrence
en se fixant un barycentre dans chaque simplexe composante du prisme p, puis a
décomposer le morphisme F(p) — p au dessus de ces simplexes. O

LEMME 2.10. Pour toute orientation de p, il est équivalent de se donner une
orientation de la fibre F(b(p)) au dessus du barycentre b(p) de p, une orientation
compatible pour toutes les fibres F(y)yep, ou une orientation de l'ensemble prismal

F(p)-

Preuve. Cela provient de ce que la donnée d’une orientation d’un espace fibré
(orientable) équivaut & la donnée d’une orientation de la base suivie d’une orientation
de la fibre. O

Le bord (orienté) d’un produit orienté oy X o7 est
8(0‘0 X 0‘1) = Jog X 01 + (—1)‘00‘0'0 X Jo,

d’o, par récurrence, le bord orienté d’un prisme og X - -+ X 0 est :

(24)  B(og x -+ xog) =Y _(=D)loltHenle o oy x - x o
j=0

DEFINITIONS 2.11. a) Etant donné un simplexe orienté o et une face o’ de co-

dimension 1, alors ¢’ hérite de deux orientations. La premicre est celle induite par
Porientation de o, c’est-a-dire la restriction de I'ordre correspondant des sommets de
o, la seconde est celle qu’il a en tant que face de 0. Ces deux orientations different
d’un signe appelé nombre d’incidence et noté [o;o’].
b) Etant donné un ensemble prismal orienté P qui est une variété topologique, pour
tout couple (p, p’) de prismes orientés tel que p’ soit une face de codimension 1 de p,
le nombre d’incidence [p; p'] est défini comme étant +1 si Porientation de p’ coincide
avec 'orientation du bord de p, et & —1 sinon.
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LEMME 2.12. a) Soit 0 un simplexe orienté, notons o, ses faces de codimension

— - !

1, alors 0o =) _,[0;01]0},
b) Soit m = 09 X -+ X 0; X -+ X 05 un prisme orienté, et ¥ = oy X -+ X

i X --+ X a5 une face de codimension 1. Le nombre d’incidence [m;n'] est égal a
_1\loo|++|oj— el
1)lool loj 1|[UJ70],],

Q

—

Preuve. Le a) découle de la définition du bord d’un simplexe. On en déduit le b)
en considérant les permutations. 0

DEFINITION 2.13. Un faisceau prismal F sur un ensemble prismal orienté P qui
est une variété topologique est orienté si pour chaque prisme p de dimension maxima
de P, on a une orientation de la fibre F(b(p)) au dessus du barycentre de p, de telle
fagon que si 'on munit F(p) de Porientation correspondante (¢f Lemme 2.10), les
morphismes h, , sont [p; p']-orientés.

2.5. Exemples fondamentaux.

EXEMPLE 2.14. Soit f: S — T un morphisme simplicial surjectif d’ensembles
simpliciaux, on définit un faisceau prismal Sy sur 7" en posant, pour tout simplexe 7
de T, S¢(r) = f~'(). On continue de noter par f la projection de Sy sur 7. Si 7/
est une face de 7 et o un simplexe de f~1(7), le simplexe o/ = o N f~1(7) est une
face de o. On peut écrire o comme le joint de ¢’ et de sa face opposée ¢”. On définit
alors h, r: S¢(1) — S§(7') en prenant pour h, .: ¢ — ¢’ la projection simpliciale
de o sur ¢’ selon les fibres du joint.

EXEMPLE 2.15. Soit A un complexe simplicial fini d’'une subdivision simpliciale
linéaire de R™ x R™ tel que la restriction f & A de la premiere projection p soit une
application simpliciale sur un complexe simplicial f(A) d’une subdivision simpliciale
linéaire de R".

Supposons que o'? soit une face commune des simplexes o' et 02 de A et que
ces trois simplexes aient la méme image 7, simplexe de sommets yqg, ..., ys. Alors le
prisme 7(c012) est un sous-prisme de 7(c!) et de 7(0?). En fait, avec la notation de la
proposition 2.6, on voit que I'intersection de 7(o!) et 7(c0?) est le prisme 7x H(ajl- 00]2-),
ouj=0,...,s.

Remarquons que la composition 67 o ¢ (Proposition 2.6) donne un plongement
naturel de (o) dans R™ x II[;R™. On en déduit un plongement de 7(co!) et de m(o?)
dans R" x II[{R™, on vérifie aussitot que ces deux plongements coincident sur o2
et que l'on a donc défini un plongement de 7(o!) U m(0?) dans R x IIR™. Cela
montre que, si 7 € f(A) est fixé, la réunion des prismes 7(o) tels que f(o) = 7,
plongée de la facon naturelle que 'on vient de décrire dans R™ x II§R™, est un
sous-ensemble prismal F(7) muni d’un morphisme prismal surjectif e,: F(7) — 7.

L’ensemble prismal e; ! (7) est naturellement isomorphe & 7 x Uy, (II3_y(0F)) ot les o*

1

sont les simplexes de e ' () d’'image 7 et 0% = ¢* N f~!(y;). On peut donc appeler
fibre type F; de e, la réunion des II3_, (Uf).

Ce morphisme prismal a la propriété que I'image inverse d’un simplexe fermé de
f(A) est le produit de ce simplexe par un ensemble prismal; nous pourrons donc y
définir des formes de Whitney relatives.

Supposons que 7/ soit une face de 7 et posons o’ = o N f~1(7'). D’aprés ce qui
précede, chaque prisme de F(7) est de la forme 7 x gg X -+ - X 05 o 0; = f~(y;) No.
L’homomorphisme h,s » de F(7) dans F(7') est 'homomorphisme de dégénerescence
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m(o1) ’
ag
1 71'(0’4)
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02 —> m(o2) e
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[ & 2 4 2 d L ] 0
Yo Y1 Y2 1 7! T2
Sy au dessus de 71 U Py au dessus de 71, de 7’ et de T

FIGURE 1. Exemples de Sy et Py

qui associe au prisme 7 X 09 X - - - X 05 le prisme 7/ x 0 X - - - X 0, o0 0y = f 7 (y;) N0’
si y; est un sommet de 7’ et un point sinon.
Notons ep, : Py — f(A) le faisceau prismal ainsi obtenu.

Le théoreme qui suit montre I'existence d’un morphisme canonique ¢ : Py — Sy.

THEOREME 2.16. Soit f: A — T un morphisme simplicial. Considérons le fais-
ceau prismal Sy de Uexemple 2.14 et le faisceau prismal Py de l'exemple 2.15. Il existe
un morphisme surjectif : Py — Sy de faisceaux prismaux sur f(A) tel que
a) Pour chaque simplexe T de f(A) les morphismes 0° et ¥° de la Proposition 2.6
définissent un isomorphisme 0, de f~1(%) sur + x F.. Le composé 0, o) s’étend en
un isomorphisme prismal de Ps(7) sur T X F;.

b) La formation du faisceau Py est fonctorielle et universelle. Plus précisément :

1. pour tout morphisme prismal ¢': P’ — A, il existe un faisceau prismal F(P’)
sur f(A) et un morphisme de faisceaux prismauz F(¢'): F(P') — Py,

2. étant donné un morphisme surjectif ¢': F' — Sy de faisceauzr prismaux sur
f(A) tel que limage inverse de tout simplexe T de f(A) par fov)’ soit réunion
de produits de T par des prismes, il existe un unique morphisme x: F' — Py
rendant commutatif le diagramme de faisceaux prismauz au dessus de f(A) :

]:'/—X>'Pf
k %
Sy .

Preuve. Montrons ’existence d’'un morphisme de faisceaux prismaux 1 : Py — Sy.
Un point d’un prisme est déterminé par ses coordonnées barycentriques dans chaque
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FIGURE 2. 8¢ au dessus de T et de 7/

simplexe. Pour tout o on a défini (Définition 2.5) un morphisme prismal 7 : 7(o) —
o. Les morphismes 97 et w“l coincident sur 7(o N o’), et nous avons donc défini un
morphisme prismal ¢, : P¢(1) — f~H1) = S(7).

Entre autres, si 7’ est une face d’un simplexe 7, on a un diagramme commutatif :

Yo
Pi(r") ———= S (7).
Le a) résulte alors de la Proposition 2.6 et de la description de 'exemple 2.15.
Prouvons b) ; il suffit de vérifier '’énoncé restreint & un simplexe o de S¢(7). La
définition de Py et la structure de produit de 7(o) impliquent que pour tout prisme
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Sy au dessus de T Pr au dessus de T

P \

id

Sy au dessus de T Pr au dessus de 7

FIGURE 3. Deux exemples de Sy et Py au dessus de T

7" de 'image inverse de o par ¢, on a une application naturelle de n” dans 7 (o), d’out
le résultat. O

REMARQUES 2.17. 1) Le morphisme v est essentiellement un éclatement comme
le montre Pécriture locale A\; = t;u;;. En particulier, le morphisme ¢ : n(c) — o
n’est un isomorphisme que si o est isomorphe a son image par f. Soulignons que le



FORMES DE WHITNEY ET PRIMITIVES RELATIVES 285

. 5 N
)
S H

NS B
|
|
|
|

FIGURE 4. Spécialisations possibles d’un 5-simplexe au dessus d’un 2-simplexe 7. On a dessiné
les fibres au dessus des points génériques des différentes faces de T.
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morphisme 7w(0) =7 X ¢ X - -+ X 05 — 0 qui rend commutatif le diagramme

oo *0'5<7TX0'0X - X Og

ou 09 désigne le morphisme introduit en (2.3), est bien la j-éme projection pr; du
produit.
2) Le jacobien de 'application 97 est égal & :

lool o] los|
ty Oty e tyel

3) La catégorie des ensembles et morphismes prismaux est “la plus petite”
catégorie contenant celle des ensembles et morphismes simpliciaux et dans laquelle
on a existence et unicité a isomorphisme pres du produit fibré.

L’existence du produit fibré découle du fait que, puisque les applications prismales
sont linéaires sur chaque simplexe, le sous-ensemble d’un produit m; X 7w de prismes
défini par la condition fi(z1) = fa(z2), ot fi:m — T et fo: ma — 7 sont des
morphismes prismaux, est un prisme. La vérification de la propriété universelle est
immédiate.

2.6. Caractérisation des faisceaux prismaux provenant de morphismes
simpliciaux.

DEFINITIONS 2.18. a) Soit F un faisceau prismal sur un complexe simplicial T,
on dit que le prisme 7 € F(7) est trivial il s’écrit m =7 X 0g X -+ X 05

b) On appelle dimension relative d'un prisme m € F(7) et on note dim,;(7), la
différence dim 7 — dim 7.

¢) On dit que le prisme 7 € F(7) est équidimensionnel au dessus d’une face 7’ de
7 si la dimension relative de 7|7’ est égale a celle de .

Un prisme de dimension relative nulle est équidimensionnel au dessus de toutes
les faces de 7. Le morphisme o1 — 71 de la figure 1 n’est pas équidimensionnel au
dessus du sommet yo de 7.

PROPOSITION 2.19 (Caractérisation des faisceaux de la forme Sy). Un faisceau
prismal F sur un complexe simplicial T est de la forme Sy, pour un morphisme
simplicial f: X — T, si et seulement si :

1. Tous les prismes de F sont des simplezes,

2. Pour tout couple 7" < 1 de simplexzes de T, et tout simplexe o de F(7),
le morphisme hyr r + F(1) — F(7') est surjectif et on a un isomorphisme
simplicial hrr (o) = 0.

Preuve. Le fait que les conditions 1) et 2) soient nécessaires résulte aussitot de la
construction de ’exemple 2.14. Montrons qu’elles sont suffisantes; nous construisons
I'espace X de la définition 2.1 par recollement. Notons X, = e 1(7), alors pour toute
face 7' de 7, on a X, |;» = X, = hy - (X;). Définissons I'espace X comme quotient de
la réunion des X, par la relation d’identification des restrictions au dessus des faces
des simplexes de T'. L’application f: X — T est naturellement définie. 0O
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LEMME 2.20. Considérons le faisceau prismal Sy de base T'. Pour tout couple
7' < 1 de simplexes de T', et tout simplexe o de Sy(T), on a équivalence des propriétés
suivantes :

(1) dz’mrelhszT(o) = dz’mrel(a)
(ii) o est équidimensionnel au dessus de la face 7'.

(iii) Si 7" est la face opposée de ' dans T, la projection o|.n — 7" est un isomor-
phisme.

Preuve. Considérons 7 comme le joint de 7 et de sa face opposée 7. Puisque
dimo = dim0'|-,—/ + dim0'|.rw +1

et hy (o) = 0|, Passertion (i) est équivalente & dire que o|;~ est isomorphe & 7",
d’ott le résultat (voir Figures 1 et 3). O

PROPOSITION 2.21 (Caractérisation des faisceaux du type Py). Un faisceau pris-
mal F sur un complexe simplicial T' est de type P¢ ou f: X — T est un morphisme
simplicial si et seulement si les conditions suivantes sont réalisées :

a) Tout prisme m € F(7) est le produit de simpleres 1 = T X 09 X -+ X 05 avec
s =dimr,

b) Sit' <7 le morphisme hy » : F(1) — F(1') est surjectif et si un prisme w € F(T)
s’écrit m =T X 09 X -+ X 0s, alors on a hy 7 (7) = 7' X o) X - - X 0, 0t chaque
ag est l'un des 0.

Preuve. Siun faisceau prismal F est de type Py, il vérifie a) et b) par construction.
Montrons la réciproque. Soit donc un faisceau prismal F satisfaisant a) et b). On
lui associe un faisceau prismal S de base T de la fagon suivante : les prismes de
S(7) sont les joints itérés og * - - - * o5 des simplexes apparaissant dans les prismes
T =TXogp X x0sde F. Ce sont donc des simplexes. La propriété b) implique que,
pour tout simplexe o de S(7) et pour toute face 7’ de 7, on a hs (o) = o|,/. D’apres
la proposition 2.19, le faisceau S est de la forme Sy et le faisceau F est le faisceau Py
qui lui est associé par la construction de 'exemple 2.15. O

REMARQUE 2.22. Pour tout prisme 7 de Py(7) et pour tout sommet {y} de 7,
on a hyyy (1) = {y} X 0;(,) olt ;) est le simplexe ¢(r) N (e,) "' ({y}) de Sf.

COROLLAIRE 2.23. Considérons le faisceau prismal Py de base T. Pour tout
couple 7' < 1 de simplexes de T', et tout prisme m de P¢(7), on a Uéquivalence des
Propriétés suivantes :

1) dimpethrr -(m) = dimye ()
11) hT/ﬂ.(’]T) = 7T|7_/
iii) () est équidimensionnel au dessus de la face 7'.
Preuve. La proposition 2.21 et la remarque 2.22 impliquent 1’équivalence de (i)

et (ii), la proposition 2.19 et le fait que dim 1(7) = dim 7 impliquent 1’équivalence de
(i) et (iii). O

COROLLAIRE 2.24. Considérons le faisceau prismal Py de base T'. Pour tout sim-
plexe 7 de T, et tout prisme m de Ps(T), on a l’équivalence des propriétés suivantes :
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i) () est équidimensionnel en un sommet yo de 7.

ii) 7 est isomorphe au dessus de T a un produit T X o.

Preuve. Le corollaire est une conséquence directe de la proposition 2.21 et de la
remarque 2.22. Le simplexe o du (ii) est ¥(m) N (e;) " ({yo}) de Sy ot {yo} est le
sommet de 7 du (i) (voir Figures 1 et 3). O

3. Formes de Whitney.

3.1. Formes réguliéres, héldériennes et sous-analytiques. Soient N un
entier et U un ouvert de RY. On dira qu’une fonction ¢ définie sur un ouvert U de
RY est holdérienne d’exposant o si tout point de U possede un voisinage V' dans U
tel qu'il existe une constante positive Cy telle que pour tous (z,2’) dans V, on ait
I'inégalité

l9(z) — g(2')| < Cv o —a'|".

Soit ¢ > 0 un entier. Suivant Whitney [Whi], nous dirons qu’une r-forme
différentielle sur U est p-réguliére si elle est continue sur U et satisfait les conditions
suivantes :

- Si =0, il existe une (r+1)-forme ¢ continue sur U telle que on ait

Jo=Le

pour tout (r+1)-simplexe o contenu dans U. D’apres le lemme 16a de [Whi, Ch.III,
p-104], la forme £ est uniquement déterminée par cette condition; on la notera dw et
on I'appellera, suivant Whitney, forme dérivée de w.

- Si pest >0, w et dw sont différentiables de classe C*.

Une forme w est holdérienne si elle est 0-réguliere et si les coefficients de w et &
sont des fonctions holdériennes sur U.

DEFINITION 3.1. Soit h une fonction sous-analytique continue sur le compact
sous-analytique K C R d’intérieur non vide. Par hypothese le graphe de h est un
sous-ensemble sous-analytique fermé I' de K x P! contenu dans K x R. D’apres [D],
[D-W], le transformé de Semple-Nash ST de T est sous-analytique dans I' x PV. 1l
y est fermé et est donc compact. Au dessus des points d’analyticité de I', I’espace
ST est le lieu des points (z, h(x), [88—; R 8’9;]1\[ : —1]). Notons Hy, I'hyperplan de
PV correspondant & la derniere coordonnée de K x R, et RY C PV D’espace affine
complémentaire. Si ST se trouve étre contenu dans I' x RN ¢ I' x PN nous dirons
que la fonction h est a dérivées bornées sur K.

PROPOSITION 3.2. Si h est a dérivées partielles bornées, les dérivées partielles de

h au sens des distibutions sont représentées par des fonctions sous-analytiques bornées
sur K.

Preuve. En effet I'image de ST ¢ T' x RN dans I' x R par la projection sur la
i-ieme coordonnée est encore sous-analytique comme projection d’un ensemble sous-

analytique compact et c’est le graphe d’une fonction sous-analytique sur Z qui est un
représentant de la dérivée au sens des distributions gTh, puisque les deux coincident sur

Pouvert d’analyticité de la fonction A dont le complémentaire est de mesure nulle. O
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DEFINITION 3.3. Une forme w est sous-analytique si elle est O-réguliere et si les
coeflicients de w et £ sont des fonctions sous-analytiques bornées sur U. Elle est sous-
analytique continue si ses coefficients sont continus (mais pas nécessairement ceux de
sa différentielle, car imposer cela empécherait les formes de Whitney d’étre continues).

PROPOSITION 3.4. Soit U un owvert de RY, pour une forme différentielle w
définie sur U, les conditions suivantes sont équivalentes :

i) la forme w est 0-réguliére dans U, ses coefficients sont sous-analytiques et bornés
et ceux de sa forme dérivée sont sous-analytiques.

ii) les coefficients de la forme w sont sous-analytiques et bornés et sa différentielle au
sens des distributions admet un représentant sous-analytique.

Preuve. (i) implique (ii) : La formule de Stokes pour les courants implique que
la différentielle au sens des distributions satisfait

/ w=/dw.
Jo o

On en déduit que dw admet comme représentant la forme dérivée de w qui est sous-
analytique.

(ii) implique (i) : Pour les mémes raisons, un représentant sous-analytique de la
différentielle au sens des distributions doit coincider avec la forme dérivée de w ce qui
montre que w est sous-analytique. [

Rappelons que d’apres loc. cit., lorsque u est égal a zéro, une forme w est réguliere
et dw admet pour représentant £ si et seulement s’il existe une suite w; de formes de
classe C! sur U telle que, uniformément sur tout compact, w; tende vers w et des
représentants de dw; tendent vers ¢ au sens des courants. Whitney en déduit que si f
est un morphisme C' d’un ouvert U de R" dans RP et w une forme réguliere sur un
voisinage de I'image de U, alors f*w est réguliere dans U.

3.2. Formes différentielles sur les complexes simpliciaux et les en-
sembles prismaux. Soit A un complexe simplicial linéaire dans R™. Une r-forme
différentielle sur A est la donnée pour tout simplexe o de A d’une r-forme w, définie
sur o, c’est-a-dire que w, est une section définie sur o du fibré A"T*RY de telle
maniére que, pour toute face i : ¢/ < o de tout simplexe o de A, on ait wy |, = we.
Soulignons qu’il s’agit ici de la restriction a ¢’ des coefficients de w(o) et non pas de
limage réciproque i*(w(o)) par U'inclusion de o’ dans o.

Le faisceau des formes différentielles sur R est mou (voir [God, Chap.II, Exemple
3.7.1]). Rappelons que ceci signifie que toute forme différentielle définie sur un fermé
se prolonge a I’espace tout entier. On peut donc supposer que toute forme différentielle
sur A est obtenue en restreignant & chaque simplexe o de A une forme différentielle
définie sur un voisinage ouvert de o de telle facon que les restrictions de deux telles
formes sur leur ouvert de définition commun coincident.

Nous considérerons ici des formes différentielles w dont les coefficients sont des
fonctions sous-analytiques sur A analytiques dans l'intérieur de chaque simplexe.

La définition des formes différentielles s’étend aussitot aux ensembles prismaux :

DEFINITION 3.5. Soit II un ensemble prismal. On appelle r-forme différentielle
p-réguliére (resp. sous-analytique) sur II la donnée pour chaque prisme 7 de II d’une
r-forme différentielle u-réguliere (resp. sous-analytique) sur un voisinage ouvert de
m dans I'un de ses plongements affines, de telle facon que les formes différentielles
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correspondant & deux prismes coincident dans un voisinage de leur intersection dans
un plongement affine commun.

Clairement, la définition ne dépend pas des plongements choisis.

3.3. Formes de Whitney sur les complexes simpliciaux. Notons a; les
sommets du complexe simplicial A ; tout point 2 de A s’écrit = > \j(x)a; ou les
coordonnées barycentriques A; satisfont A\j(z) > 0 et ). Aj(x) = 1. Le support de \;
est I’étoile ouverte de a; dans A et la fonction A; est nulle sur le bord de cette étoile,
le link de a; dans A. Rappelons que 1’étoile (ouverte) d’un simplexe o dans A est la
réunion des intérieurs s des simplexes de A dont o est une face.

Dans cet article, nous utiliserons les formes de Whitney suivantes :

DEFINITION 3.6. La forme de Whitney d’un simplexe orienté o = (ao, ..., a,)
est la forme définie par :

p
w(o) =p! > (=1) NidAg A AdX; A= Ady,.

=0

Notons que lorsque o est un simplexe d’un complexe simplicial orienté ¢, la forme
w(o) est nulle en dehors de 1'étoile de o.

PROPOSITION 3.7. La forme de Whitney w(o) a pour support l'étoile de o dans A,
intersection des étoiles des sommets de o. FElle est linéaire par morceaux et continue,
donc sous-analytique et continue. Sa différentielle au sens des distributions admet un
représentant sous-analytique borné.

Preuve. Chacune des fonctions \; ayant pour support I’étoile du sommet a;, la
forme w(o) a donc pour support U'intersection de ces étoiles, a savoir I’étoile de o. Si o
est face commune de deux simplexes adjacents o1 et oo de A, choisissant 1’expression
(euclidienne) des formes de Whitney de o1 et o2 qui fait apparaitre les coordonnées
barycentriques des sommets de o1 et o2 opposés a o, on vérifie que les coefficients des
deux formes sont soit égaux soit opposés. De plus un calcul simple montre que

(3.1) dw(o) = (p+ 1) drog A~ ANdXp.

Cette forme différentielle a pour support ’étoile de o et jouit des mémes propriétés. O

REMARQUE 3.8. Rappelons brievement la facon dont Whitney, qui travaillait
dans le cadre différentiable, construisait des formes de Whitney différentiables : on
choisit une partition de 'unité subordonnée au recouvrement ouvert de A constitué
des étoiles des sommets de A.

Pour tout ¢, on note F; 'ensemble des points de A dont la i-iéeme coordonnée bary-
centrique \i(z) est > x5 +1 et G; 'ensemble des points de A dont la i-ieme coordonnée
barycentrique \;(z) est < 5 +2 .
Il existe des fonctions ¢ , définies au voisinage de A, de classe C' au moins,

telles que @} soit positive dans F et nulle dans G;. Les restrictions a A des fonctlons
bi = Z 7 forment une partition de l'unité (U, ¢;) ou U; désigne le complémentaire
de G;.
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FIGURE 5. Les ensembles F; et G;

Soit ¢ un simplexe orienté de A, de dimension p et dont les sommets sont
(ao, ..., ap); on définit la p-forme différentielle de Whitney associée & o et & la parti-
tion de 'unité (U;, ¢;), par la formule

P
D(0) =p!Y (—1)'piddo A+ Adey A+ A depy,.
1=0

La forme différentielle @(o) est de classe égale a la classe des ¢.

3.4. Formes de Whitney sur les ensembles prismaux. Soit p = oo x- X0}
un prisme orienté de I’ensemble prismal II. Notons pr; la projection de 7 sur o;; on
définit la forme de Whitney w(p) par

w(p) = prow(oo) A--- A priw(ok).

)

Par la suite, nous omettrons les “pr;” sans que cela ne préte a ambiguité.
En particulier, la forme de Whitney du prisme 7(c) =7 X 0¢ X - -+ X 0 s’écrit

(3.2) w(n(o)) =w(T) Aw(og) A+ Aw(os).

Replagons nous dans la situation de la proposition 2.6 avec un morphisme f :
A — T que nous supposerons orienté. Soit ¢ un p-simplexe orienté de A, la forme de
Whitney w(o) s’écrit :

p
W(U) = p! Z(—l)i)\id)\o Ao NdA A AdAy
1=0
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ou les \; sont les coordonnées barycentriques correspondant aux sommets a; de o.
Nous avons vu que les composantes prismales d’un point de m(¢) =7 X g¢ X -+ - X 04
s’écrivent ijo t;y; dans 7, et Zief(j) 1j:a; dans o;. L’application ¢ associe a ce
point le point de ¢ ayant pour coordonnées barycentriques les A;; = t;u;; (ol j est
tel que i € I(j)). Les coordonnées barycentriques \; correspondant & la composante
o; seront notées A; ;. avec i; =0,...,a; = dimoyj.

Regroupons les coordonnées de o par coordonnées correspondant a chacun des
0, w(o) devient :

s Qy
w(a) :(_1)a(y) p! Z Z(—l)ﬁ(j’e) )‘j7€ d)\070 VARIERIVAN d)\O,cm VANREIWAN
§=0 £=0
g0
(3.3) ANjo A AdA g A ANdhja, Ao Adso A+ AdAs g,
ou l'ensemble des p + 1 couples (j,4;) est en bijection avec (0,1,...,p) et a(v) est la

signature de la permutation
v (Oala-~-ap) - ((Ovo)a-~-7(0aa0)7(1a0)7~-~a(17a1)a-~~a(5a0)7"'a(Saas));

enfin (j,¢) = aw + -+ aj_1 +j+ ¢ (0 < ¢ < a;). Remarquons que v exprime
la compatibilité de 'orientation de o avec celle du joint og * --- * o5 des simplexes
orientés o; (voir section 2.3).

PROPOSITION 3.9. Reprenons les notations du théoréme 2.16. Une orientation
des simplexes o; et une orientation de T induisent une orientation de o comme joint
itéré (voir section 2.8). On a l’égalité

(1) () = (1)) B 7 (o)

ot afo,v) = slog|+(s—1)|o1|+- - -+|os—1|+a(v) etles (t;)j=o,..,s sont les coordonnées
barycentriques de T.

Preuve. Tout d’abord, on remarque que, pour chacune des coordonnées \;;, on
) ) 75t

a:
(34) (W) (dAji) = dity pja+t5 dpgs
d’autre part, pour tout kK =0,...,s,on a:

Z prs =1 donc  dugo A Adpga, =0,
ieI(k)

ol ay, est dim oy, = |og| = card(I(k)).

Reprenons l'expression de w(o) donnée par la formule (3.3). Pour chaque terme
de la somme, c’est-a-dire pour j fixé, la contribution des produits des différentielles
provenant de o; se calcule de facon différente de celle des produits des différentielles
provenant des autres simplexes oy. Plus précisément, au vu de (3.4), nous vérifions la
formule suivante pour k # j :

(3.5)

20

(wa)*dAk70A~ . '/\dAkﬂk = (tk)ak Z (71)““ M. is, dtk/\d,u,k’o/\~ . '/\dﬂk,ik AR -/\duk,ak.

i, =0
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Donc, pour j fixé, et pour k différent de j, tous les produits de différentielles associés
aux simplexes o} contiennent le terme dt; correspondant.

Pour déterminer la contribution des termes de la formule (3.3) provenant de o,
remarquons que

(3.6) thzl, doncona dtgA---Adts =0.
§=0

Comme on vient de le voir, tous les termes dty, sauf dt;, apparaissent déja dans
Pexpression de (¢7)*(w(o)). La formule (3.6) montre que les termes provenant de o;
et qui contiennent dt; ont une contribution nulle. La seule contribution non nulle du
développement de

(W) (dXjo N+ A cﬁj\g A= NdAja;)
est donc :
(3.7) ()% dpjo A Adpgoe A+ Adpiga,.
En reportant (3.5) et (3.7) dans (3.3), il vient :

(¥7)*(w(@)) = (=1)2WIpl (tg)™0 - -- () Y5 _o(—1)20tFei1tig
Do o (=1)" oy dto Adpoo A Adpoig A A duo,ao) Ao A

r2o(=1)" e dpjo N Adpge A A de,aj) ARRYA
ZZSZO(_l)iS Hs,is dts A dﬂs,O ARERNAN d:us,is ARERNA dﬂs,a;) .

1

adte A w(og). Arrivé ici,

Chacune des parentheses, sauf la j-eme, est égale a
nous savons que nous pouvons écrire :

(@) (w(0)) = (=1)") oy (to)*0 -+~ (ts)*
(ijo(fl)a@wtjdto AceoAdbj A A dts) Aw(oo) A+ Aw(os),

ol nous avons noté a(o) = sap + (s — 1)ag + -+ + as—1. Le signe est donné par
le nombre de permutations qui permettent cette écriture de (¢¥7)*(w(o)). De fagon
précise : le terme dtq est en premiere place, il faut faire oy permutations pour ramener
dt; en deuxieme place, ag + a1 permutations pour ramener dt, en troisieme place,
ainsi jusqu'a dt;_1, lequel nécessite ag + - - - + aj_g permutations pour venir en j-
eme place. Ensuite, pour ramener dt; ;1 en (j + 1)-eme place, il faut o + -+ + o
permutations, ainsi jusqu’a dts lequel nécessite ag + - -+ + as_1 permutations pour
venir en s-eme place. On en déduit le résultat. O

3.5. Formes de Whitney et formes relatives. Considérons le faisceau pris-
mal Py associé a un morphisme simplicial f. Soit m € Pf(r), de la forme 7 =
TX0g X+ X 0g.

Montrons maintenant comment w(co) s’exprime en fonction de w(o’) pour toute
face o’ de o et plus généralement w(p) en fonction de w(p’) pour toute face p’ d’un
prisme p.

Fixons d’abord quelques notations : Soit ¢ un p-simplexe orienté de sommets
ao, ..., ap et notons (Xg,...,A) les coordonnées barycentriques correspondantes. A
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toute face o’ de o, de sommets (a, ..., a;,), on associe la forme différentielle suivante
définie sur o :

q
w(o';0) =g (=1)FXi dhig A AdNig A AdN,.
k=0

La restriction de w(c’;0) & o’ est la forme de Whitney de ¢’ ; la forme différentielle
w(o’; o) n’est autre que 'extension a o tout entier de I’écriture de la forme de Whitney
de ¢’. En ce sens elle constitue une extension canonique de w(o’) & o.

REMARQUE 3.10. On peut définir une telle extension pour tout simplexe de
I’étoile Stao’ de o/, et les formes ainsi définies coincident sur l'intersection de deux
des simplexes de cette étoile. On obtient ainsi une forme différentielle w(o’; Stac’).

LEMME 3.11.

a) Pour une face o' de codimension 1 d’un simplexe orienté o, on a :
dw(c’; o) = [o;0"|w(o).

b) La forme de Whitney d’une face 7' de codimension 1 d’un prisme orienté m est
la restriction a cette face d’une forme différentielle w(n'; ) canoniquement
définie sur ce prisme et dont la différentielle est égale a la forme de Whitney
du prisme, au facteur [7; x| prés, autrement dit :

dw(r’; ) = [m; 7] w(m).

¢) Notons L(m) Uespace vectoriel des formes différentielles de degré |w| — 1 dont les
coefficients sont des fonctions linéaires en les coordonnées barycentriques des
simplexes o; constituant w et dont la restriction a chaque face de codimension
1 est un multiple scalaire de la forme de Whitney de cette face. La collection

des formes w(n'; w) pour toutes les faces 7' de codimension 1 de w forme une
base de L(r).

Preuve. Démontrons d’abord 1’égalité du a). Sans perte de généralité, on peut

supposer que les coordonnées barycentriques de o sont Ag, A1,..., A, et celles de ¢
sont Ag, A1, ..., Ap—1. D’une part la forme de Whitney de o’ s’écrit
p—1

W(o") = (p— DY (1IN drg A AdA A Adhy

i

Il
=]

et cette méme écriture définit la forme w(o’; o) sur o. Il vient (voir (3.1))

dw(co’;0) =pldho A -+ AdXy_1.
D’autre part, en remplagant A, par 1 — Zf;ol A; et dA, par — Zf;ol d\;, dans 'ex-
pression de w(o), on a

p
(3.8) w(o) =p! Y (—1)'Ai dXg A=+ AdAi Av- Addy = (=1)Ppl dXo A+ AdAp1.
=0

On en déduit le résultat puisque, dans ce cas [o;0'] = (—1)P.
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Prouvons b) et supposons que ©' = gg X --- X 0} X --- X 0 soit une face de
codimension 1 de m =09 X --- X g; X - -+ X 0y, alors

w(r';m) = wl(og) A Aw(al; o) A Aw(oy)

et donc
S
dw(m’;m) = Z(—l)“"’“‘"'*‘l"j*l|w(ao) A+ ANdw(oj) A Aw(ol;o) A Aw(os)
=0

(ou, bien entendu, pour j = i, dw(o;) = dw(o};0;)). Sur w, toutes les formes
différentielles dw(o;), pour j # i, sont nulles car la somme des coordonnées bary-
centriques intervenant dans o; est égale a 1 dans m. D’autre part, le calcul précédent
montre que dw(o}; 0;) = [04; 0] w(o;), d’ou le résultat d’apres le Lemme 2.12.

Prouvons I’assertion ¢). Puisqu’une forme de degré maximum sur un simplexe, dé-
pendant linéairement des coefficients, est un multiple scalaire de la forme de Whitney,
on a 'égalité :

L(m) = @Rw(ao) Ao ANL(op) A... ARw(os).
=0

Nous sommes donc ramenés au cas d’'un simplexe o. Soit w € L(o); sur chacun
des simplexes o}, de codimension 1 du bord de o, on a w|0;c = Myw(oy,) et donc
w— > Apw(oy,) = 0 sur le bord de o. Puisque, pour k' # k, on a w(o}; 0)|g;€/ =0, il
vient

(w— Z )\kw(afc;a))a =0.

; o
0, COo

Puisque cette derniere forme est linéaire en les coordonnées barycentriques et nulle
sur le bord de o, elle est nulle. Les formes de Whitney étendues sont linéairement
indépendantes sur o puisque leurs restrictions au bord le sont. 0

REMARQUE 3.12. Etant donné un simplexe orienté o de dimension r, notons o}, les
composantes de son bord. Le a) du résultat précédent implique que si ’'on considere
la forme différentielle [w(o) = =5 St ool w(al; o), on a Végalité d( [ w(o)) =
w(o). L’application qui & o associe [w(o) peut étre vue comme la version ”formes de
Whitney” du bord.

Considérons maintenant le cas d’un simplexe - face de o et appelons ¢y, les faces
de o admettant y pour face de codimension 1. Plus précisément, notons (Ag, A1, ..., A¢)
les coordonnées barycentriques du simplexe v dans o de coordonnées barycentriques
(Aos A1, ..., Ap). Pour tout h = £+1, ..., p, notons ¢, le simplexe de o de coordonnées
barycentriques (Ao, A1, ..., Az, An).

LEMME 3.13. Avec les notations précédentes, il vient :

p
(3.9) > wlenio) = (=D (L+ 1) dAg A~ AdAe,
h=0+1

Preuve. On a :

£
w(gn;o) = (1+1)! <Z(—1)j>\jd)\o Ao Addg A Adhe Adn 4+ (=1 AndAo A - A d)\g>

=0
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et donc
p ¢ - p
D> wdnso) =+ 1) (=1 N\dAg A~ /\d)\j/\---/\d)\g/\<z dAh>
h=0+1 j=0 h=0+1

+(=1) e+ 1) <Z )\h>d)\0/\ A dX

h=(+1

ot S, A =1- 3 oA, done 5, dh, = — 305 o dAp. 1 vient

P

£
> wienio) = (D1 (=) TN dAoA - AdAe+H(—1) T (E41)! <Z A,,) dXoA- - -NdAe
3=0

h=¢+1 h=0+1
et le résultat. 0O

Le lemme suivant est crucial pour la suite. Il énonce une égalité de formes
différentielles au sens des distributions ou des courants. Comme nous le verrons, la
preuve du théoréeme repose sur des constructions explicites de représentants sous-
analytiques des solutions d’équations impliquant des distributions.

LEMME 3.14. Avec les mémes notations que le lemme précédent, étant donnée une
fonction E définie, sous-analytique et bornée sur o, notant toujours w(vy; o) lextension
a o de la forme de Whitney de v, on [’égalité au sens des distributions :

P P
1 OF
. _ (1)1 YEhn .
10 dButio) = (DT 3 | Bt iy 3 Mgy | elénio)

ou Ey, est la fonction de p variables définie sur o par
En(Xo, - s Any oy Ap) = E(Xg, ..., 1 — 21::0,#}1)‘% ces Ap)-

Preuve. On a
d(Ew(y;0)) =dEANw(y;0) + E d(w(y;0))

ou le premier terme s’écrit

‘

dE Nw(y;0) = ( gfdA ) N 4 Z(—l)j)\jd)\o/\"'/\d/}\?/\"'/\d)\g
i=0 j=0

Séparons cette formule en deux sommes relativement a l'indice 4, la premiere en som-

mant de i = 0 a £ et la seconde de £+ 1 & p.

Dans la premiere somme et pour ¢ fixé, ou bien ¢ # j, alors dA; apparait dans le
produit dAg A --- AdXj A--- Ad)e et dans ce cas, sa contribution est nulle, ou bien
i = j et alors d\; = d); complete le produit avec j permutations pour retrouver la
j-eme place. La premieére somme est donc égale a :

(3.11) 0! Z)\ ( )d)\o/\ A d)g.
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La deuxieme somme, pour i = ¢+ 1 a p, est égale a

0(—1)* zp: (

4
)Z YA dAo A+ Addj A Adhg Ad;.

i=0+1 7=0
Comme on a
£
w(pi; o) = (£+1)! <Z DIXjdAo A= AdXNj A - Adhe AdAi 4+ (=1) T XNidho A A d/\g>
=0

autrement dit

1
C+1)

4
<Z(1)j/\jdA0 Ao AdAg A Adg A d/\i> = w(i; o) — (=1 T NdAoA- - - AdAy,

j=0
la deuxieme somme est donc égale a
P
ok 1
o(—1)" — 0) — (1) Nd g A - AdA
(-1) 1—;(8&)((“1) w(150) — (~1) g z

que nous décomposons comme suit :

.12 Vg 2 () @)

(3.13) zp: (

>)\d>\0/\ A dXg.
i=+1

En utilisant le lemme 3.13, la somme de (3.11) et (3.13) est égale a
(3.14)

", OE 1 ", OE L
i (ZOAZH_M dho A NdXg = (— )”1“—1 ZAia_Ai > wienio) | .
i= 1=0

h=(+1

Enfin, par sommation de (3.12) et (3.14), on obtient

1 L P 9E OE
. ([ 1\¢+1 .
dE Nw(v;0) = (—1) T E <i=0)\la>\ m) w(pn; o).

h=(+1
Maintenant
14
Edw(y;o) = E ¢! d(Z 17 X\jdXo A - /\d//\?/\~~~/\d/\g> =E0 (+1)d oA Ade
j=0
=EW+1)dx A ANdrg = (-1)E Z (¢n; 0

h=(+1

en utilisant (3.9). On obtient donc finalement

d(F w(y;0)) = (71)l+1 Z <E + 6—1—% (Z )\ig—i — g—)\Eh>> w(op; o).

h=(+1 0
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On peut encore écrire différemment cette formule, en remarquant que, sur o, les
variables \; sont dépendantes : on a

Notant
En(Xo, - s Anyo oy Ap) = E(Xg, ..., 1 — 21::0,#}1)‘% ces Ap)s

on a, pour i # h,

0OE, OFE OF

o\ O\ O\

On a alors
E+L p)\_BE_a_E
r+1 P 18)\1 O
1 & 8E, OF dE OE 1 P dE),
= Ep+ —— N 2 e - = By —— P heduadll
| i:ozi# <8>\i+8>\h)+ " o h+e+1i:;¢h N,

et le résultat. 0O

Remarquons que la donnée d’une orientation sur o équivaut a la donnée d’une
orientation sur ¢’, d’une orientation sur la face opposée ¢” et d’un ordre sur le couple
(0/,0”). La fonction usr = > 1_o A, est définie sur tout le simplexe o et est égale &
lsuro’. Ona:

dug/ dug/ dugw dug//
’U,o./(l — ’U,o./) uo./ ’U,o.// ’U,o.// (1 — ’U,o.//)
olt la fonction us» = 1 — u, est définie sur tout le simplexe o et est égale & 1 sur o”’.

PROPOSITION 3.15. Soient o’ une face de dimension q du simplexe orienté o de
dimension p et o” la face opposée, on a l’égalité :

w(o) = =2 (p) (o' 0) Aw(o”: ) A (duif’) .

_pfq q UU’(]-*UO")

Remarquons que cette formule traduit le fait que, & un coefficient pres, le volume
du simplexe est égal au volume de deux faces opposées par le volume normalisé d’un
segment qui les joint.

Preuve. Nous pouvons supposer, sans perte de généralité que les simplexes
orientés o’ et ¢ ont pour sommets respectifs les points ag, a1, ...,aq €t ag41,...,ap
pris dans cet ordre. Ecrivons, en fonction des coordonnées barycentriques correspon-
dantes ’expression

w(o’;0) Aw(o”; o) A (d()\o—l—-.--i-)\q) _ d()\q+1+...+)\p))
)\O++>\q )\Q+1+"'+)\p
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On obtient :

q
¢S (DA dho AL AN AL AdA

P

A (p—gq—1) Z (1) XjdAgs1 Ao AdNG AL AdN,

/\(d/\oJr +d/\ d/\q+1+---+d/\p) _
Ao+t Ag Agt1+ -+ Xp

¢'(p—gq—1)! Zq: Zp: (—Uiﬂﬁ
i=0 j=q+1 Aot oot A

(Ao A... AN A AdA) A (dAgpr A AN A AdA) A (dDo + -+ dAg)

) i\
-1 Y - A
P

=0 j=q+1 q+1+“ o
(oA A AN A AAA) A (dAgi1 Ao AN AL AdA) A (dAgir + - + dAp).

Etudions les deux termes obtenus : dans le premier terme, et pour i fixé, le produit

extérieur de (dAg A ... AdX\ A ... AdAg) et (dho + - -+ dAg) est nul sauf & produire
un élément (dAg A ... Ad\ A...Ad)g). Le nombre de permutations pour ramener le
terme d); de la derniére a la i-éme place est égal a (¢ —i+ 1)+ (p—qg—1) =p—i.
On en déduit que ce premier terme est égal a :

i —
(p—gq—1)! Z Z p”%d/\o/\.../\d/\i/\.../\d/\q/\quH/\.../\d/\j/\.../\d/\p,

i=0 j=q+1 Tt
c’est-a-dire
p . —_—
Qp—q—1! Y (“DPHN Ao AL AdN AL A A,
J=q+1

De la méme fagon, et cette fois en fixant j, on vérifie que le second terme est égal

a:
q . —_
p—q— 1> (=1)PFXidhg Ao AdA AL Ad),.
i=0
Notre expression est donc finalement égale a

- = ¢'(p—q—1)!
g(p—q—1)K ”Z YXidXo A AdN AL AdN, = ol (—1)Pw(o)

=0 ’

COROLLAIRE 3.16. Dans le cas particulier ot o’ est une face de codimension 1
et 0" est le sommet a,, la formule s’écrit

w(o) = (=P pw(d’;o) A TN
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COROLLAIRE 3.17. Plus généralement,on peut exprimer, pour tout prisme w
00 X -+ X 04, la forme w(w) en fonction de la forme de Whitney d’un prisme n’ =

oy X -+ x ol du bord de T :

’ " A du"«l'
CLJ(’/T) = (—]_)aw(ﬂ' ,’/T)/\CLJ(’/T ,7T) /\ m
=0 \ "% %
) " 1/ 1! 1 - o 5 /
oun" =0 xof x---xol estle prisme produit des faces opposées aux o) dans les o;
et orientés par l'ordre des leurs sommets, uy est la fonction somme des coordonnées
i

s i—1
barycentriques relatives a o et a = g o] H lof|+1
i=1 j=0

Preuve. La preuve consiste a appliquer la proposition 3.15 pour chacun des sim-
plexes o; du prisme 7. O

4. Formes différentielles sur les faisceaux prismaux.
4.1. Définitions.

DEFINITION 4.1. Soient P un ensemble prismal et F un faisceau prismal sur P.
Comme en 2.7, notons e,: F(p) — p la projection associée & chaque prisme p de P.
On appelle r-forme différentielle p-réguliére (resp. sous-analytique) sur F(p) la donnée
d’une r-forme différentielle p-réguliere (resp. sous-analytique) w, sur chaque prisme
7w de F(p) de telle fagon que les restrictions de ces formes différentielles aux faces
communes & deux prismes de F(p) coincident.

On appelle r-forme différentielle p-réguliere sur le faisceau prismal F la donnée
d’une forme différentielle p-réguliere sur chacun des F(p) de fagon & ce que, pour
chaque face p’ de p, la forme w, restreinte & I'image réciproque de p’ par e, coincide
avec w, . Rappelons que d’apres la définition 2.7, si p’ est une face de p, alors e;l(p’)
est une réunion de prismes de F(p). Nous noterons j,(F) I'espace vectoriel des r-
formes différentielles p-régulieres sur le faisceau prismal F.

En particulier, lorsque F est le faisceau T tel que T (p) = p pour tout p, l'espace
vectoriel Qg (7)) muni de la multiplication des fonctions est appelé algébre des fonctions
p-réguliéres sur P et noté Op ,. Pour chaque entier r, ’espace vectoriel Q;(T) est en
fait un Op ,-module.

Dorénavant, nous ne considérerons plus que des formes sous-analytiques, c¢’est-a-
dire satisfaisant dans un voisinage ouvert de chaque prisme p de P dans son affine
ambiant les conditions de la Proposition 3.4 et supprimerons donc 'indice p. Pour
chaque prisme p C P, les espaces vectoriels Q" (F(p)), munis des morphismes induits
par la différentielle au sens des distributions, forment un complexe noté Q°(F(p)).
Puisque la différentielle ne commute pas aux morphismes de spécialisation, on ne peut
pas mettre une structure de complexe différentiel sur la famille des espaces vectoriels
QO (F).

Notons e’ : Q*(T) — Q°*(F) le morphisme associé & e qui pour tout prisme p
coincide avec le morphisme naturel ek , : Q*(T(p)) — Q*(F(p)). Remarquons que,
étant donné un morphisme y : 7' — F de faisceaux prismaux sur P, on a

(4.1) er =x"oek.
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Définissons la forme différentielle de degré |p|

de, = der , = ex w(p).

Puisque la forme de, est fermée, les noyaux K = Ker(Ade,) forment un sous-
complexe de Q°*(F(p)).

D’apres le corollaire 3.17, pour toute face p’ de p, la restriction de dep|e;1(p,)
est de la forme de, A 6. Par conséquent, I'image de K par ’homomorphisme de
spécialisation Q" (F(p)) — Q"(F(p")) est contenue dans K,. D’ott nous obtenons par
passage aux quotients Q7 (F(p)) = Q"(F(p))/K,, un morphisme

rel
ret(F(p)) — Qo (F(p')-

Nous appellerons r-forme différentielle relative la donnée pour chaque simplexe
p d’un élément de lespace vectoriel quotient €27 _,(F(p)), de maniere compatible avec

les homomorphismes de spécialisation précédents.

LEMME 4.2. Soit w une r-forme différentielle sur un faisceau prismal F. Pour
tout prisme p et pour t € p notons iy Vinclusion de la fibre e, (t) dans F(p), alors
de, Nw =0 si et seulement si, pour tout t € p, on a :

—_—
yw=0.

Preuve. Cela résulte de I’écriture des formes différentielles dans les coordonnées
barycentriques du prisme. D’une part, les composées avec e, des coordonnées bary-
centriques de p font partie d’un systeme de coordonnées barycentriques du prisme
m, et d’autre part, pour tout facteur 7 de p, la forme de Whitney w(7) s’écrit
(=1)%s! dtog A+ -+ Adts—1 (voir (3.8)). O

REMARQUE 4.3. Toute rétraction y de p sur un point ¢ de p induit une rétraction
de F(p) sur la fibre e, ! (t) et donc une rétraction linéaire A" (dy) : A"(T*(e, ' (t))) —
AT (T*F(p)). Avec ces notations, on a

(w|e;1(t) — x(ffw)) Ade = 0.

Choisissons une rétraction y dans chaque simplexe, nous nous permettrons lorsqu’il
s’agira de formes relatives, d’identifier la restriction a une fibre et I'image inverse sur
une fibre.

On appellera différentielle relative et on notera d. la différentielle induite par la
différentielle d dans les quotients Q7 (F(p)).

rel

DEFINITION 4.4. Appelons forme différentielle verticale sur un prisme 7 au dessus
de 7 une forme différentielle qui est I’image réciproque par la projection 7 X gg X - -+ X
05 — 09 X - - X 0g d'une forme différentielle sur oqg X - - - X 5. Toute forme différentielle
verticale définit naturellement une forme différentielle relative.

4.2. Etude des formes de Whitney relatives dans Py. Soit Py le faisceau
prismal associé a un morphisme simplicial orienté f: A — T comme dans le théoréme
2.16, et m = w(o) un prisme de P; d’images 0 C A et 7 C T. Notons yo, ..., ys les
sommets de 7 et o; = o N e '(y;). Le but de cette section est la construction de
formes de Whitney relatives engendrant la cohomologie des fibres en tout degré. Le
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cas des formes de degré égal a la dimension relative des simplexes est facile puisque
la chute de dimension au bord de 7 implique la nullité de la restriction de la forme;
c’est 'objet de cette section :

LEMME 4.5. La donnée pour chaque 1 = w(o) € Py de la forme différentielle
verticale

(4.2) w(n(o)/7) =w(oo) Aw(or) A... Aw(os)
définit une forme différentielle relative de degré r = dimye1 0 sur Py au dessus de T'.

Preuve. FEtant données des orientations de A et de T telles que le morphisme
f soit orienté, les formes différentielles w(o) associées aux simplexes o ayant méme
image 7 et méme dimension relative se recollent en une forme différentielle sur f=*(7).
L’orientation de f induit une orientation de la fibre type o¢ X --- X o4 de chaque
simplexe et ces orientations sont compatibles entre elles. Au moyen de I’isomorphisme
69, on en déduit que les w(w (o)) se recollent au dessus de 7, et donc que les formes
différentielles w(mw/7) se recollent dans la fibre. O

LEMME 4.6.

a) La donnée sur chaque simpleze o de A de la forme différentielle
(4.3) ool sl (o) Aw(or) A Aw(as) =t tleslw(n (o) /1)

détermine une forme différentielle relative sur Py.

b) La donnée sur chaque simplexe o de A d’une fonction sous-analytique A, prenant
les mémes valeurs sur les faces communes & deuzr simplexes détermine une
forme différentielle relative sur Py dont la valeur sur w(o) est

(Ag 0 97) 15"t w(m(0) /7).
¢) D’aprés la Proposition 3.9 et avec ses notations, on a

p!

e W e Aw(r(e) /)

(4.4) (7)"(w(0)) = (~1)*)

Preuve. Prouvons a). Le lemme 4.5 montre que, au dessus de chaque simplexe 7 la
forme (4.3) détermine une forme différentielle relative au dessus de 7. Soit maintenant
7/ une face de 7 au dessus de laquelle la dimension relative de o ne varie pas, cela
signifie que pour tout sommet y; de 7 qui n’est pas dans 7/, on a |o;| = 0 (exemple du
2-simplexe situé a mi-hauteur dans la Figure 4). Posons 7’ = 7|/, alors w(mw/7)|r =
w(n’/7"). Dans les autres cas, 'un au moins des o; n’est pas nul et donc notre forme
différentielle s’annule au dessus de 7’.

Le b) résulte aussitot du a) et le ¢) de la proposition 3.9. O

LEMME 4.7. Posons m = (o), on a pour touty € T 1’égalité

/ﬂ(y)w(ﬂ'/r) =1.

Preuve. En effet w(w/7) est la forme volume produit des formes volumes des
simplexes verticaux du prisme 7. Cela résulte aussi du 2) de la Remarque 2.17. 0O
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DEFINITION 4.8. (Extension verticale d’'une forme différentielle relative). Soit 7’
une face de codimension 1 d’un prisme 7, notons 7" l'image de #’. De méme que
dans le cas absolu, on définit ’extension a m d’une forme différentielle relative sur =’
comme la forme différentielle w(n’/7'; ) donnée par la méme écriture en coordonnées
barycentriques. C’est une forme différentielle relative au morphisme de 7 sur son
image 7 dont 7/ est une face.

Remarquons qu’une face de codimension relative 1 d’un prisme m = 7X0g X - - X 0
de Py est nécessairement obtenue de la facon suivante : on remplace un des simplexes
o; par une de ses faces de codimension 1 et on fait le produit avec les autres. A chaque
face de codimension relative 1 est donc associé un sommet bien déterminé de 7.

LEMME 4.9. Soit " un prisme de Py d’image 7' et soit ™ un prisme dont ©’ est
une face de codimension 1. On a, avec les notations du lemme 3.11 :

- ! - - /
deo(r' /75 7) = {[ﬂ',ﬂ Jw(m/T")  sim a pour image 7',

0 sinon.

Preuve. Dans le cas ou 7 a pour image 7/, il s’écrit m = 7/ x g X - - - X 0 X - - X 04
et le prisme 7’ s’écrit 7’ =7’/ X 09 X -+ X 03 X -+ X 0g. Alors on a
/ I' — / . . DY
w(r'/rhim) = w(oo) A Aw(af;o5) A Aw(as),
d’olt le résultat, d’apres le lemme 3.11. Sinon, les prismes 7’ et 7 s’écrivent sous la
formen' =7 xXogX---Xogset m=TXo0gX X0, 0uT estune face de codimension

1 de 7. Dans ce cas, w(n’/7’;7) = w(mw/7) et sa différentielle relative est nulle, puisque
pour chaque o;, on a dw(o;) = 0 dans o;. O

4.3. Triangulations et formes sous-analytiques. Soit X C R"” x R™ un
sous-ensemble sous-analytique non singulier tel que la restriction & X de la premiere
projection soit propre et triangulable. Soit A C R™ x R™ le complexe simplicial
linéaire image réciproque de X par un homéomorphisme sous-analytique

XCR”me<t—ACR"><Rm

A

RTL

de triangulation et notons f la restriction & A de la premiere projection. Reprenons
les notations du théoréme 2.16 et en particulier notons ¢: Py — Sy le morphisme
prismal de loc. cit.

LEMME 4.10. Soit w une r-forme différentielle analytique (ou de classe C¥, k > 2)
sur X. L’image réciproque t*w est une forme sous-analytique sur A et l'on a d(t*w) =
t*dw.

Preuve. L’égalité d(t*w) = t*dw est vérifiée a I'intérieur de chaque simplexe de
A puisque 'homéomorphisme ¢ y est analytique. Remarquons que les coefficients de
t*w et t*dw sont sous-analytiques.

Montrons que la forme t*w est réguliere sur A au sens de Whitney [Whi, Chapitre
III, p.104]. Cela signifie qu’elle est continue et qu’il existe une (r+1)-forme w’ continue
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sur A telle que, pour tout (r + 1)-simplexe singulier ¢ : X" — A ou X! désigne
le simplexe type de dimension r 4 1, on ait :

Jo=] o
¢ ¢

D’apres loc cit. il suffit de le montrer pour des simplexes singuliers qui sont des im-
mersions analytiques a I'intérieur de chaque face, sauf éventuellement sur un ensemble
de mesure nulle. Pour un tel ¢, le simplexe ¢ o { est un simplexe de X possédant les
mémes propriétés. On a alors, en notant encore ¢ I'image de I’application (, les égalités

suivantes :
/t*dw:/ dw:/ w:/ t*w
¢ t(¢) at(¢) a(¢)

ce qui montre que la forme t*dw est la forme w’ cherchée. D’apres la généralisation a
notre situation du lemme 16a de Whitney [Whi, Ch.ITI], une telle forme, si elle existe,
est unique, ce qui entraine qu’elle est la dérivée au sens des distributions de t*w et le
résultat. 0

11 résulte de la démonstration de Whitney du théoreme de de Rham [Whi, Cha-
pitre IV, §29] que les formes de Whitney engendrent la cohomologie des formes 0-
régulieres. Nous verrons plus bas dans le Lemme 4.12 la version sous-analytique de ce
résultat.

LEMME 4.11. 1) Soit h une fonction sous-analytique continue sur un domaine
sous-analytique compact K de R* contenant Uorigine et tout segment joignant 1’ori-
gine a l'un de ses points. Supposons que h est analytique dans l'intérieur de K. Pour
toute bijection sous-analytique continue ¢: [0,1] — [0, 1] vérifiant $(0) =0, ¢(1) =1,
notant ¢(s)u pour ¢(s)uy,...,d(s)uk, la fonction

u»—)/o h(o(s)u)ds

est sous-analytique et continue sur K.
2) Si de plus la fonction h est arc-analytique, (voir [B-M1]), il en est de méme de la

fonction u — fol h(¢(s)u)ds.

Preuve. La continuité de la fonction résulte du fait que h est continue. Nous
allons utiliser le théoreme de rectilinéarisation des fonctions sous-analytiques (voir
[B-M2] Cor. 4.9, Parusiniski [Pa]). Appliquons le Théoréme 3.4 de [K-P], qui reprend
le Théoreme 4.1 de [Pa], & la fonction h: K — R . Nous obtenons une collection finie
de morphismes 7o : W, — R* telle que :

e Chaque W, est analytiquement isomorphe & R” et contient un compact sous-
analytique K, de telle maniere que |J, 7o (Kao) = K,

e La fonction h o 7w, est analytique dans W, et dans des coordonnées yi, ..., y; sur
R* les fonctions u; o 7, s’écrivent

RO N\ )
u; 0Ty = Bayt ...yt 150 <k,

ou les ey) sont des entiers non négatifs et B, est une fonction analytique ne s’annulant
pas dans K. Nous pouvons par un changement des coordonnées faire disparaitre les
B, en absorbant chacune d’elles dans 1'une des variables y;.
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Le morphisme 7, étant génériquement fini, le déterminant de la matrice (eg-l)) est
un entier non nul, disons d € Z. Il en résulte que nous pouvons trouver des puissances
¥i(s) = ¢(s)f de ¢(s), avec des exposants R; € éZ uniquement déterminés, telles
que 'on ait

($(s)us) 0 T = (1(8)y)) - (p(s)ya) 1< <k,

Choisissons maintenant un point z appartenant a K, de coordonnées y1,...,yr et
tel que 7o (2) = u € K. Nous allons calculer la composée (fol h(o(s)u)ds) o mg au
voisinage de z.

Nous pouvons supposer que pour s € [1—az, 1] le chemin décrit par les points dont
les coordonnées sont les (11 (s)yl)egl), cee (wk(s)yk)eg) reste dans K,,. Comme certains
des 1;(s) vont devenir trés grands lorsque s devient petit, le chemin va en général
sortir de K, avant d’atteindre s = 0, mais se prolongera analytiquement dans un autre
compact K pour des valeurs s € [1 — ag,1 — a1, et puisque notre chemin et les K,
sont sous-analytiques, ceci se reproduira un nombre fini de fois. Ainsi notre intégrale,
au voisinage du point z, est la somme d’un nombre fini d’intégrales de fonctions
analytiques, les h o 7, le long de chemins analytiques dépendant analytiquement du
point z; c’est donc une fonction analytique sur chacun des W,,. Ceci prouve 1).

Il reste & démontrer le point 2). Pour cela, étant donné un arc analytique u; = wu;(t)
nous devons vérifier que E = fol h(p(s)u(t))ds est analytique en ¢ si la fonction
h(u(t)) Dest. Par dérivation itérée sous lintégrale on calcule le développement de
Taylor, et 'on constate que ses termes sont le produit des termes correspondants du
développement de Taylor de fol h(u(t))ds par des puissances de ¢(s), qui sont < 1.

Or fol h(u(t))ds est analytique en ¢ parce que h(u(t)) l'est, d’ou le résultat. O

LEMME 4.12. Sur un complexe simplicial, ou plus généralement prismal, qui
est une variété, les formes de Whitney engendrent la cohomologie des formes sous-
analytiques.

Preuve. Faisons d’abord la démonstration dans le cas d’une décomposition sim-
pliciale. Il suffit de vérifier que le lemme d’intégration des formes exactes dans un
domaine étoilé de centre py et les lemmes de prolongement de Whitney [Whi, Cha-
pitre IV, §§25-26] sont valables dans le cas sous-analytique. Prouvons par exemple
que le lemme 25a, p. 136 est valable dans le cas sous-analytique. Avec des notations
analogues a celles de loc. cit., aprés avoir pris pour origine le centre pg, il s’agit de
vérifier que la forme

wi(p) = /1 . g w(sp)ds

est sous-analytique, ot1 g: IXR™ — R™ est 'application affine définie par g(s,p) = sp.
Cela résulte du Lemme 4.11 en prenant ¢(s) = s. Les lemmes de prolongement se
vérifient de maniere analogue.

Dans le cas d’'une décomposition prismale d’une variété, chaque prisme o1 X...X 0y
admet des décompositions simpliciales “standard” dont chaque sommet est un s-uple
(Viyy ..., v;,) de sommets ne faisant intervenir que des sommets des ;. Sur un prisme
la forme w(o1) A --- Aw(os) est la forme volume du prisme. Sa restriction & chaque
simplexe d’une décomposition “standard” du prisme est la forme volume du simplexe.
On est alors ramené au cas des décompositions simpliciales. O
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O(x,e) O(z,¢) N fﬁl(f(z)) 71-(Ol)(x,es) N fﬁl(f(z))

Ici, o est le tétraedre ABCD et 0(, . est le tétraedre abed. Pour une face ¢ de o, par
exemple le triangle ACD, alors ¢, ) est le triangle acd.

Dans Py, on n’a dessiné que la fibre de 7(o) au dessus de f(x). Le dessin de m(o) est
le produit de 7(o) N f~1(f(z)) par 7. De méme, on n’a dessiné que I'intersection de
7(0)(2,e) avec la fibre, i.e. m(0) 5.y N f~1(f(x)). Le dessin de 7(0)(5,c) est le produit
de cette intersection par 7(f(z),c)-

FIGURE 6. Les homothétiques o (4 ¢y et T(0) (g e)

A une forme sous-analytique fermée w sur X on associe donc une forme sous-
analytique fermée wy, combinaison de formes de Whitney de simplexes de A, telle que
t*w = w1 + da, ou « est une forme sous-analytique fermée sur A.

5. Formes sous-analytiques et formes de Whitney relatives. Pour une
application prismale associée & une application simpliciale f: A — T comme dans
I'exemple 2.15, étant donné un point = € o et € €]0,1], on note o(, -y 'homothétique
de o par '’homothétie de centre z et de rapport € (voir Figure 7). De méme, si ¢ est
une face de o, on note ¢, ) 'homothétique de ¢ par '’homothétie de centre z € o
et de rapport . Enfin, dans le faisceau prismal Py, on note 7(0)(y.c) et 7(9)(a,e)
respectivement les homothétiques de m(o) et m(¢) par homothétie de centre = et de
rapport €.

Si 1 est une forme différentielle induisant une forme de degré » non nulle dans les
fibres d’un morphisme simplicial ou prismal f: ¢ — 7, on notera n7(*) | ou simplement
nf §’il n’y a pas d’ambigiiité, la restriction, au sens des formes différentielles, de 7 &

la fibre f~1(f(z)). Posons qb{x,a) = P(ze) N fTHSf ().
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D’apres le lemme 4.2, I'intégrale

s
Pla,e)

ne dépend que des coefficients de n dans la fibre f~1(f(z)). D’autre part, le volume
euclidien de (Z){m o est égal a

Fooy = gleol L glesl
oll@l ) =t [ i)

(@)
ol 7 est le morphisme défini en (2.2).

CONSTRUCTION 5.1. Soit m =7 X /T =7 X 0¢ X -+ X 05 un prisme comme en
section 2. Rappelons que 'on note tg, ..., ts les coordonnées barycentriques de 7 et
ik, 0< 75 <s,0<k<dimoj cellesde ogx...x04 (voir (2.2)). Dans ce qui suit, nous
prendrons comme coordonnées cartésiennes de chacun des o, les coordonnées
pour 1 < k < dim oy, c’est-a-dire que 'on pose p1;0 = 172220" 4.5~ On fait de méme
pour le simplexe 7. Cela fournit un plongement de = dans R™ = RI7IxRlol ... x Rl7:|
et un plongement de 7/7 dans R™~I7I.

Prenons une autre copie de R™ dont on notera u; j, les coordonnées correspondant
aux 1 et 8 les coordonnées correspondant aux coordonnées ¢, de T et considérons
le sous-ensemble Z de 7 x /7 x I x R™ défini par les inégalités

(5.5) —eptj ke < ujr—pyr < (1 — k)

(5.6) D g — ) <e(l=> i)
k

k

pour 0 < j < s. Notons p la restriction a Z de la projection de m x I x R™ sur
7 x I. La fibre de p au dessus du point de coordonnées (t¢, f15x,€) est le prisme 7, ).
L’intersection de cette fibre avec ’espace linéaire défini par 6, = t;, 1 < £ < s est la
fibre ng’ﬁ passant par z.

Notons b: X — 7 x I éclatement de I'idéal (e, (¢,x);,%) dans m x I. Nous allons
montrer que certaines intégrales dépendant de parametres v € m x I deviennent ana-
lytiques apres composition avec b et sont donc sous-analytiques sur w x I. Nous allons
détailler le calcul dans une carte particuliere de 1’éclatement b; les calculs dans les
autres cartes sont analogues.

Considérons donc Papplication b : 7 x R~ 17l x T — 7 x R™~I7l x T définie par
ik 0 b= e}, pour k >0 et eob=c. Clest celle qui correspond a la carte de X ott
€ engendre l'idéal transformé dans X.

L’image par b du sous-ensemble de 7 X Rgo_ ™l % T défini par les inégalités

0<ep;p<1 et Zﬂ%,k <1

est 7 x /7 x L
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Considérons le diagramme suivant :

rx Rl x v,

Ca

rx R 1Tl x S, xR x I x W, 7 xIx W,
7T’(x,B Mo, B Mo
FX R X Ix R ——> 7 x R™ 17l x T x R ———> 7 x I x R™
/ / . /
VA P
X \
b

rx R x 1 mx I

Le produit fibré Z, de p par b est le sous-espace de 7 x R™ 17l x I x R™ défini
par les inégalités

2.7 ! /
—e W Suj —epyy < e(1—epy)

> (ujk —epy) <e(l szm

k

Notons pj la projection de Z; sur 7 x R™~ 17l x I. La dimension des fibres de pj, chute
encore pour ¢ = 0. Nous allons considérer 1’éclatement ¢: V — R Il x T x R™ de
l'idéal (e, (ujk);k)- A nouveau nous allons détailler le calcul seulement dans une carte
de V.

Considérons donc le morphisme cde TxR™ITIxIxR™ dans 7 x R 1T x Ix R™
déterminé par i 0 c = i} . et ujoc = euj; ;. Alors Z, est 'image par le morphisme

¢ du sous-ensemble Zb de 7 x R™~ITl x T x R™ défini par les inégalités

_E:U/]k— M_]k<1_€u]k

> Wy =) ST—eY phy

k k

La fibre du morphisme p; o ¢ au dessus du point de coordonnées (tj,u;- 0 €) a
pour image dans Z le simplexe 7(, oy ol x est le point de coordonnées (t;, j15,1) avec

_ I
Hjk = EH; -
Remarquons que toutes les fibres de P, o ¢ restreint a Z; ont la méme dimension.
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Soient maintenant w une forme différentielle sous-analytique bornée sur le prisme
m et my: W, — R des morphismes analytiques composés d’éclatements locaux tels
que chaque forme différentielle 7w soit analytique sur W,. Considérons pour chaque
a le morphisme induit 7 x I x W, — m x I x R™, que nous noterons encore 7, par
abus. Notons my g @ 7 X R 1T xIxW, 5 7xR™ "I xIxR™ le morphisme qui
s’en déduit par changement de base par le morphisme B. Nous pouvons supposer que
chaque W, contient un compact sous-analytique K, tel que la réunion des images des

K, recouvre 'image du prisme 7 qui se trouve dans R™. Nous supposerons de plus
k. k.j

. ~ a a,’ 7
que les fonctions u; , o o sont des mondémes n;r =y;* ...ym" en des coordonnées
Y1y, Ym sur Wy, en absorbant les unités dans les coordonnées et qu’il en est de

méme des fonctions 6y o .

Le produit fibré 7 x R™~17l x S, du diagramme ci-dessus a alors pour équations
dans 7 x R™7ITl x T x R™ x W, les eul; . —njk = 0 pour tous les k, j.

Remarquons maintenant que les différences des exposants des monémes de ces
équations binomiales, qui sont de la forme (1,0...,0,1,0,...,0, fa]f’], ooy —akd) en-
gendrent un réseau saturé. Les équations définissent donc une variété torique affine
sur R, qui peut étre résolue par un morphisme torique, ou monomial (voir [Te2],
6.1). Cela signifie que 1'on peut trouver un morphisme torique de variétés toriques
non singulieres Z, — 7 X I x R™ x R™ tel que la transformée stricte Y, de S, soit
non singuliere. Dans une carte locale de Z, munie de coordonnées z1, ..., 2z, 41 notre
domaine d’intégration est défini par des inégalités de la forme :

E, Aj / E
A MG S 2T = g S L= 20

Dot =) <12l

k k

Nous intégrerons sur ce domaine, dont les inéquations dépendent linéairement des
parametres MQ‘, . et analytiquement de e, la restriction aux fibres au dessus de t € 7
de I'image réciproque de notre forme différentielle, qui est a support dans I’espace
analytique non singulier Y, et y est analytique.

LEMME 5.2. Gardons les notations introduites au début de cette section. Soit o
un simplexe orienté de A ayant pour image T et de dimension relative d. Soit ) une
r-forme différentielle sous-analytique sur o dont la restriction aux fibres de 0 — T
est de degré r, avec v < d. Alors, pour toute face ¢ de o de dimension relative r et
d’image T, Uapplication Ag: o — R définie par

~ o,
z = Ay(x) = lim A -
e—0 V01(¢{x 8))

qui ne dépend que de la classe de 1 dans les formes relatives, est sous-analytique
bornée sur o.

Preuve. On a l'égalité :

/ n' / P!
¢le o m(¢)

f
(z,e)

v01(¢{x,a)) tlo%l - -tls%lvol(ﬂ(qb){x,a))




310 J.-P. BRASSELET AND B. TEISSIER

Nous allons étudier I'intégrale / ¥*n’ en utilisant la construction 5.1. Avec les
7T(¢)(fw75)
meémes notations, nous avons

/ vyt = / )
&), ., =1 ()NO~1(7)

ou v = (x,¢) est le point de m x I qui a pour coordonnées les (t;, tj k,€), ou © désigne
le morphisme R™ — RI7| défini par les fonctions 6, et T désigne I'image de v dans 7.
Enfin, +(n) désigne la retriction de la forme n a la fibre de Z au-dessus de 7 via la
restriction & Z du morphisme ©. Notons I(v) cette intégrale.

Pour tout point ¥ € b~ (v) nous avons

10)=16) = [ B )
P, (D)NO~1(D)

De méme, nous pouvons calculer notre intégrale I(v) comme intégrale sur la fibre
O (W) N Zy de Z, au-dessus de T € 7 de I'image inverse ¢*B*(n), qui est encore
sous-analytique.

D’apres la construction 5.1, pour un choix des W, rendant analytiques les coeffi-
cients de 7 lintégrale I(7) est la somme d’intégrales de formes analytiques restreintes
aux fibres du morphisme 7 x R™~I"l x R”™ — 7 induit par le morphisme © et aux
domaines qui sont les images réciproques de Z;, dans les cartes de 7 x Rl x Y.

Ces domaines dépendant analytiquement du parametre v, on en déduit que la
fonction I(¥) est analytique sur la carte de 'éclaté X que nous avons étudiée. Les
calculs dans les autres cartes sont analogues et fournissent ’analyticité de I(v) o b sur
X, et donc le fait que la fonction I(v) est sous analytique sur 7 x L.

Pour chaque ¢ € 7, la forme 2} (n) est un multiple sous-analytique de la forme
volume dV,,, de R™. Donc, le quotient

/ et
7T(¢)(f1.’5)

tl)%l ... tL¢‘9|v01(ﬂ(¢){z,s))

est borné comme fonction de z. De méme, 'intégrale

/ 1=B*(dViy)
py (D)

est sous-analytique. Comme le quotient des deux intégrales est borné, c’est une fonc-
tion sous-analytique sur p,(Zp); elle reste sous-analytique en restriction & ¢ = 0, ce

qui montre que la fonction Ay est sous-analytique sur o. O

En utilisant les notations de la proposition 3.9, pour toute face ¢ de o, de dimen-

sion relative r et d’image 7, telle que ¢y, ..., s désignent les faces de ¢ situées au
dessus des sommets yg, ..., ys de 7, nous noterons
r+s)!  ~
5.7 Aga) = (—1yew _TEN g0
(5.7) ola) = (1)) T o)

PRrROPOSITION 5.3. Soit 0 un simplexe orienté de A ayant pour image T et de
dimension relative d. Soit n une r-forme différentielle sous-analytique sur o, avec



FORMES DE WHITNEY ET PRIMITIVES RELATIVES 311

r < d. Notant (¢7)je les faces de o de dimension relative r et d’image T, on a sur
le prisme 7w(o) égalité

(wrdf) A [ wrn = SOl Ay, 0 p)w(r(@)/rim(o)) | = 0.

jeJ

Preuve. Soit ¢ une face de o de dimension relative r et d’image 7.
Notons 7j(z) la forme différentielle sous-analytique sur d){m o dont la valeur en

tout point z’ de (b{z o) st égale & /Ls(fc) 'w(éf’{m 5))~

Par définition de qu on a, pour ¢ suffisamment petit

[, wow- [, aw

(x,€)
ot Cy(e) tend vers 0 avec e.
En prenant 'image par le morphisme linéaire #° défini par la formule (2.3), au
vu de la Proposition 3.9 et de (5.7), on obtient

< Cyle)e”

(z,8)

< Cyle)e”

/90(¢f : (¢ n— t‘d)o Pl (Ag 01P)w(7T(q§)/T;7r(a)>

Notons

8=un—3 t0 A4y, 0 p)(n(¢7)/7i (o))

jeJ

ot (¢7) e décrit 'ensemble des faces de o de dimension relative r et d’image 7.

Remarquons que si ¢* et ¢’ sont deux faces distinctes de o de dimension relative
r et d'image 7, la restriction de w(¢’;0) & ¢’ est nulle, et donc la restriction de
w(n(¢!)/T;m(0)) a (¢?) est nulle. Etant donné un prisme ¢f de dimension r contenu
dans une fibre de f et dans une face de dimension relative r nous pouvons donc donner
I’estimation suivante indépendante de la face qui le contient :

/ 8
07(o7, )

ou C(e) est la plus grande des constantes Cy(e) correspondant aux faces ¢ de o de
dimension relative r et d’image 7.

L’inégalité (5.8) implique que la restriction de 8 & chaque 9"((;5{;8’8)) est nulle.
D’apres le lemme 4.2 ceci équivaut a dire que, pour toute coordonnée barycentrique
Ai de o, on a B Ad\; = 0. Ceci prouve le résultat puisque les \; forment un systéeme
de coordonnées dans 7 (o). O

(5.8) < C(e)e",

6. Primitives relatives de formes différentielles sous-analytiques. Notre
résultat principal apparaitra en section 6.4 comme corollaire du résultat suivant :

THEOREME 6.1. Soit g: X — R™ un morphisme analytique orienté propre et
triangulable entre variétés analytiques, et soit w une r-forme différentielle définie
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sur X, sous-analytique et continue, telle que sa restriction a chaque fibre non-
singuliére g~ (y) soit la différentielle d’une forme sous-analytique &,. Il existe une
forme différentielle sous-analytique 2 sur X, de degré r—1 et, pour chaque fibre non-
singuliére g~ (y), une forme oy, de degré r — 2 sous-analytique et continue, telles que
lUon ait :

§y — 1,2 = day,

ot 1, désigne le plongement dans X de la fibre g~ (y).

Ce théoreme exprime le fait que I’'on peut remplacer les formes &, primitives de
w sur chaque fibre non singuliére, par une forme 2 qui a 'avantage d’étre définie sur
tout X, mais ceci & une forme exacte pres sur chaque fibre non singuliere. L’existence
de € sera montrée au niveau du faisceau prismal Py, en la construisant d’abord
dans chaque prisme 7(c) de dimension maximum, puis “verticalement”, au dessus
de chaque simplexe 7 de la base, enfin en montrant que les formes ainsi obtenues se
recollent “horizontalement”.

Preuve. Choisissons une triangulation sous-analytique de g et, reprenant les no-
tations de 2.1, notons t: A — X I’homéomorphisme sous-analytique correspondant,
et f: A — T le morphisme simplicial orienté déduit de g. La forme t*w est sous-
analytique sur A. D’aprés la Proposition 5.3, on peut écrire sur le faisceau prismal
P I'égalité de formes différentielles

(6.9) (Y7des) A (7 (W) —wr) =0,

ol sur chaque prisme 7(0), notant 7 son image, la forme wy est égale a

w1 =3 (Age o)t -t o(m(9) /7w (o),

el

ot les (¢)¢er sont les faces de o de dimension relative r et d’image 7, et les Age sont
des fonctions sous-analytiques définies sur o. Notons encore Ay pour Age o 1 ; par
construction, lorsque le prisme 7(o) varie ainsi que son image 7, la donnée 7(o) —
Agew(m(¢Y)/7;7) définit une forme différentielle relative sur Py.

Cherchons les conditions pour que la forme différentielle w; soit exacte dans les
fibres. Le lemme 3.11, b) suggere de I'écrire comme différentielle d’'une combinaison
de formes de Whitney.

Examinons d’abord ce qui se passe dans le prisme 7(c) =7 X 09 X 01 X -+ X 0.
Les faces de m(o) de dimension relative r et ayant pour image T sont de la forme

m(P) =T X o) X 0] X -+ X 0

ou chaque o} est une face du simplexe o; et ol la somme des dimensions des simplexes
ol vaut r. Chaque face de 7(¢) de dimension relative r — 1 et ayant pour image 7 est
obtenue par le procédé suivant : On choisit un sommet y; du simplexe 7 et, dans le
simplexe o} au dessus de y;, un sommet x; 4. Si 'on note o7/ la face de o’; opposée

j Ja
au sommet z; 4, on obtient une telle face de m(¢) notée

(V) =T X o) X 05y X0F, X 05 X X0
La donnée du couple (¢,~) détermine donc 'indice j = j(¢,~y) du sommet y; au

dessus duquel ¢ et « différent ainsi que I'unique sommet x; ; de ¢ non situé dans ~.
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\
\
1
\
\
|‘|\I|. |

(o) ///
Ll RN
PR I

\
\

Yj T Yo Yj T

Sy au dessus de T Py au dessus de 7

Dans cette figure, o est le tétraedre de fibres o; au dessus de y; et un point au dessus
de yo, le triangle ¢ (hachuré) en est une face de dimension relative 1 et sa fibre au
dessus de y; est 03», face de 0. Le segment v est une face de codimension 1 de ¢,
différant de ¢ au dessus du sommet y; de 7. Le sommet z;, de a} est le seul sommet
de ¢ n’appartenant pas a .

Dans Py, le prisme 7(o) est le prisme triangulaire de base ;. Le “rectangle” 7(¢) en
est une face. Les éléments de la fibre de Py au dessus du sommet y; de 7 sont notés
comme suit : u =0g X --- X u X -+ X 05 oll u figure en j-eéme position.

On a également dessiné d’autres simplexes tels que o et ¢ dont 7 est une face.

FIGURE 7. Faces v de ¢ dans Sy et Py

Ecrire que la forme différentielle w; est exacte dans les fibres revient a résoudre
dans le prisme 7(0), pour chaque face 7(¢) comme ci-dessus, 1’équation
(6.10)

o - -t Agw(m(9) /s 7 (o))
= d (X5t a2 P el () 2w im(e)) )

ol la seconde somme porte sur les faces v de codimension 1 de ¢ différant de ¢ par un
sommet x; 4 situé au dessus du sommet y; de 7. Les inconnues Cff sont des fonctions
sous-analytiques des coordonnées barycentriques de 7 et de ¢, a support dans le prisme
(o).

Le calcul de d.(Cow(m(v)/7;m(0)) est une version relative, et dans m(c), du
Lemme 3.14. Notons (¢, )hen 'ensemble des faces de dimension relative r de o ayant
pour image 7 et admettant v pour face de codimension 1. En utilisant les notations
de Lemme 3.14 et celles des coordonnées barycentriques (2.2), il vient :

(6.11)

[
0o (CPwln(y) /7o) = (-1 Y <<C$ DD Aia(gi)h

h

) w(m(on)/7;m(0)),

ol la somme sur ¢ porte sur les coordonnées barycentriques A; de 7y, considérées comme
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coordonnées barycentriques de ¢y, ¢’est-a-dire que la coordonnée barycentrique de ¢y
correspondant au sommet de ¢, \ v n’apparait pas (voir le lemme 3.14).

D’apres les formules (6.10) et (6.11), la détermination des C¢ se ramene & la
résolution pour tout prisme o d’image 7, pour toute face ¢ de o d’image 7 et de
dimension relative r et pour tout sommet y; de 7, de I’équation

tjdg=>_ C‘f’+—

yCo >\ €l(y)

ou vy décrit ’ensemble des faces de ¢ de codimension 1 et d’image 7, ne différant de

¢ qu’au dessus de y; . Celles-ci sont de dimension relative r — 1 et la seconde somme

porte sur les coordonnées barycentriques \; de 7, dont ensemble est noté I(7).
Notons n(¢/7) le nombre de telles faces v de ¢. Nous allons chercher des solutions

de la forme C’$ = tjCif olt la fonction C2 est solution de I'équation aux dérivées
partielles associée au probleme

ac¢

1 v+
(6.12) o) Ay = CY

coincidant avec A, en restriction a .

Remarquons que, travaillant, a ce niveau de la démonstration, notre construction
nous assure de ’existence d’une solution locale. Le fait que I'on puisse trouver une
solution globale (dans les fibres au dessus de l'intérieur de 7) viendra de I'hypothese
d’exactitude de la restriction de la forme w aux fibres lisses.

/\ i €1(7)

6.1. Résolution de I’équation aux dérivées partielles. La résolution de
l’équation (6.12) procede de la proposition suivante :

PROPOSITION 6.2. 1) Sur le simpleve 0 = {u € R* u; > O,Zle u; < 1%,
l’équation
1<~ OF
E+-S w2 B
* r z_:u ou

%

avec un second membre B sous-analytique et continu sur o et analytique a lintérieur,
admet une unique solution sous-analytique et continue donnée par

1
E = / B(s¥u)ds
0

Elle est analytique a lintérieur de o.
2) Si de plus la fonction B est arc-analytique, il en est de méme de la fonction E.

1
E = / B(s%u)ds
0

Preuve. Posons

Nous avons la suite d’égalités

1
“Zau fo Zau 57'u)s?ds

B(u) = [sB(s%u)Ez;— 0 85(sB(sru ds—fo (B sru))+ Z 1u13u (s%u)séfl]ds,
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ce qui montre que la fonction E est une solution de I’équation. Elle est continue
puisque B Vest, et sous-analytique sur o d’aprés le Lemme 4.11 appliqué & ¢(s) = 7.
Prouvons maintenant I'unicité de la solution. Il s’agit de prouver que la seule solution
sous-analytique continue de 1’équation

k
1 oF

E+ - E — =0
+ T “’au-

K2

est la fonction nulle. Si E' est solution de cette équation, nous avons les égalités

0 1 5%71 k oF 1
—E(s7u) = i =—s7'E,
Js (s7u) r ;u ou; d

dont il résulte que E(s+u) = C(u)exp(—rs+) ot C(u) est une fonction sous-analytique
et continue. Si E # 0 on en déduit en faisant s = 0 que C'(u) est constante et égale
a E(0) et en faisant s = 1 que F(u) = F(0)exp(—r) ce qui montre que la fonction E
est constante et doit étre nulle.

Enfin, calculant
1 1
1 1 B 1
;Zi/o B(s7u)ds:/0 57ZUi(s7u)ds,

nous voyons que le développement de Taylor de F converge la ou B est analytique.
Ceci prouve la premiere partie de la proposition.
1
Le 2) est conséquence du 2) du Lemme 4.11 en prenant ¢(s) = s+. O

Posons
o b [T sty
(6.13) cy = n(cZ)/T)/O Ay(s™A)d
La forme
(6.14) > Clu(n(v)/7im(0))
vCo

est done, relativement & w(mw(¢)/7;7(0)), une primitive de (6.10) si nous considérons
chaque C’A‘js comme une fonction des coordonnées barycentriques A de o, indépendante
de la coordonnée attachée au sommet de ¢ non situé dans ~.

Remarquons que

1. toute autre solution du systeme d’équations (6.10) est une forme qui differe
de la précédente par une forme fermée.

2. la forme (6.14) est définie localement (en fait, dans 1’“étoile de m(¢)”).

Afin de montrer que I'on obtient globalement une forme primitive relative de ¥*(t*w),
il nous faut montrer :

a) que l’on peut construire & aide de (6.14) une forme définie au dessus de I'intérieur
de 7, et qui soit primitive relative de ¥*(t*w) (prolongement vertical),

b) que la forme ainsi définie se spécialise “correctement” au dessus des faces de 7 de
facon & déterminer une forme dans Sy (prolongement horizontal).
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6.2. Prolongement vertical. On peut supposer T triangulé de telle fagon que
les fibres singulieres de f : A — T soient situées au dessus du squelette de codimension
1 de T'. D’apres I’hypothese du théoreme 6.1, la restriction de t*w a toute fibre lisse
de f est exacte. Au dessus de tout point y de I'intérieur d’un simplexe 7 de dimension
maximum, on peut donc écrire dans la fibre lisse Fy, = f~1(y), en notant iy son
inclusion dans A

iyt w = d(,

ou la (r — 1)-forme (, est représentable par une forme

Gy =Y brw(y/Ti0),

Yk

la somme portant sur les simplexes o de dimension maximum au dessus de 7 et sur les
simplexes 7 de dimension relative (r—1) et d’image 7. Avec les notations précédentes,
il vient :

V=Y gheol el 0 ) wim (i) fri (o)

Yk

qui est une forme définie dans la fibre de P; au dessus de y.

D’apres (6.10) et le calcul précédent, sur chaque prisme w(c), la forme
G (twlr,) = ¥*(dG,) s'éerit
(6.15)

A (g 16!t b 0 9) () 73 7(0)) ) =
a (ot 2 R (2, Ogu(r()/in(0))))

ou chaque face 7, de dimension relative (r — 1) et d’image 7 apparait une seule
fois de chaque c6té de I’équation. Remarquons cependant que si v (dans la somme
de gauche) coincide avec 7 (dans la somme de droite), alors |vx;| = |¢i| pour

i # j et || = |#;j] — 1, autrement dit les deux termes tl]’““‘...tb’”‘ et

feol | 4ldi-1lyldsl—
0 j—1 75
D’apres le lemme de Poincaré appliqué au domaine étoilé w(o) N f~1(y) (fibre

non singuliere), et avec des notations évidentes, il existe une (r — 2)-forme «, sur
7(a) N f~1(y) telle que :

S (et e oy 0w — €2, ] win () 7 m(0))) = day.

Yk

1t|ﬁjf1‘ 9] sont égaux.

Comme précédemment (cf. 6.10), nous allons chercher des solutions ¢, sous la forme

S

ay, = Z t\OVk,o\ . t‘}:;k,lh—l‘t‘h'Yk,h‘fltlh'Yi,lh+l‘ . tL’Yk,s‘ Zngw(ﬂ'(ﬁ)/T; 7T(U)) ,
h=0 B

ou [ décrit I’ensemble des faces de codimension 1 de v ne différant de 5 qu’au dessus
du sommet y de 7.

Nous sommes donc ramenés a résoudre, pour chaque 7 () 'équation
(6.16)

tgy’“’ol o gles] [bk o — Cffk} w(r(yg)/m;m(0))) =
d (ZZ:() t‘O'Yk,O‘ . .t‘h'Y_k,lh—l‘t‘h'Yk,h‘*ltL’Yj,lh+l‘ . .tL'Yk,s‘ (25 ngW(ﬂ'(ﬂ)/T, ’/T(O’)))) ,
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laquelle est du méme type que I’équation (6.10). Les solutions en Dg" sont donc
données par la proposition 6.2. Elles sont sous-analytiques, la forme correspondante

Z Dirw(n(8)/T;7(0))

BCYk

est sous-analytique et déterminée a une forme fermée pres.
Posons, comme précédemment,

C?=t;C{ D} =t,Dj.

Dans le faisceau prismal Py, et dans chaque fibre lisse au dessus de l'intérieur d’un
simplexe 7 de dimension maximale, on définit la forme
(6.17)

H=

Scoca 6 0 Cum(3) /i) + d (Lpcqcocs 50+ 80 DY (m(8)/5m(0)) )

=5 coco B (Cowim(n) rm(0) + d (e, Djeln(B)/mi(0))))
ou les faces ¢,7, 8 de o ont toutes pour image 7 et sont de dimension relatives res-
pectives r,r — 1,7 — 2.

La forme H est définie sur le faisceau prismal Py au dessus de tout simplexe

(fermé) 7. D’apres la proposition 3.9, H est image réciproque d’une forme différentielle
Hs définie sur le faisceau prismal Sy au dessus de 7 :

Hs = Z 6'$w(7/7;0)+d Zﬁgw(ﬁ/r;a)

yCpCo BCy

Il en est de méme de a, au dessus des points y de l'intérieur de 7, laquelle s’écrit
ay = Y*(as,y). Au dessus d'un tel point, autrement dit pour toute fibre non singuliere
F, =g (y), il vient donc :

VG — ¢ (1, (Hs)) = d™(as y),
oll ¢, désigne le plongement dans X de la fibre g~ (y).

6.3. Prolongement horizontal. Soit alors 7/ une face de 7 et ¢’ la face de
¢ située au dessus de 7. Notons yg,...,%, les sommets de 7 et donc ¢y, ..., o,
les faces de ¢’ situées au dessus de ces sommets. Supposons dans un premier temps
dim,e ¢’ < 7. Cela implique

|¢O|+"'+|¢u|7u<r'
Mais comme |¢g| + -+ + |¢ps| — s = 7, il vient
|Putr| + -+ 05| = (s —u) >0

ce qui signifie que l'on a |¢;| > 0 pour l'un au moins des j = (u +1),...,s. On en

conclut que le coefficient t‘od)"‘ x ~t‘s¢“‘ tend vers 0 lorsqu’on s’approche de ¢’ et donc
la forme (6.17) 8’y annule.
Supposons maintenant que dim,e ¢’ > 7, cela signifie que

[Gol + -+ + [ful —u >
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et donc certains des |¢;| pour j > u peuvent s’annuler. En particulier, pour |¢y 41| =
-+ = |¢s] = 0, le prisme au dessus d’une fibre de 7’ coincide avec le prisme au
dessus d’une fibre de 7. La définition (formule (6.13)) de C en fonction de Ay integre
les signes et coefficients de la formule (5.7). Ce sont, d’apres la proposition 3.9, les
signes et coeflicients nécessaires pour que la forme différentielle (6.17) se spécialise
correctement et définisse une forme sur le faisceau prismal Sy.
Dans tous les cas, la forme que l'on peut définir sur 7 par le méme procédé
coincide donc avec la spécialisation de la forme définie sur 7.
Comme de plus les exposants de t‘od)o‘ e Ld)s‘ correspondent aux dimensions conve-
nables, nous obtenons donc une forme différentielle Hs définie sur Sy et satisfaisant :

Cy — LZ(HS) = d(asy)
pour toute fibre non singuliere g=*(y). Par ’homéomorphisme sous analytique ¢, on
en déduit le théoreme 6.1. O
6.4. Le résultat.

COROLLAIRE 6.3. Soit g: X — R™ un morphisme analytique orienté propre et
triangulable entre variétés analytiques, et soit w une r-forme différentielle sur X sous-
analytique continue telle que la restriction de w a chaque fibre non-singuliére de g soit
la différentielle d’une forme sous-analytique. Il existe une (r—1)-forme sous-analytique
continue Q sur X telle que l'on ait

dgNA(w—dQ)=0

ou dg est l'image inverse de la forme volume sur R"™.

Preuve. Par hypothese, la restriction de w a toute fibre non-singuliere de g s’écrit :

Wy = d&y.

D’apres le théoreme 6.1, il existe une (r — 1)-forme différentielle sous-analytique conti-
nue 2 telle que l'on ait

& — 150 = day,

pour toute fibre non singuliere de g, ou ¢, désigne le plongement dans X de la fibre
g~ (y). La différentielle de Q au sens des distributions admet un représentant sous-
analytique continu et qui vérifie (voir le lemme 4.2)

dg A (w—dQ) =0.

Ceci démontre le corollaire. O
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