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Abstract. Lie quasi-bialgebras are natural generalisations of Lie bialgebras introduced by Drin-
feld. To any finite-dimensional Lie quasi-bialgebra structure (G,u,y,¢) and a D-module struc-
ture M, where D is the double of the given Lie quasi-bialgebra, we associate one operator Ly =
Oy mdym +dy M0, called the laplacien of the Lie quasi-bialgebra associated to the 9D-module
structure. We establish the fondamentals properties of the laplacian and give an explicit formula for
Ly by mean of adjoint characters of G and G*.

Résumé. Les quasi-bialgebres de Lie sont des généralisations naturelles, introduites par Drinfeld,
des bialgebres de Lie. A toute structure de quasi-bialgebre de Lie (G,u,y,¢) de dimension finie et
une structure de -module quelconque M, ou D est le double de la quasi-bialgebre de Lie donnée,
on associe un opérateur Ly = 0, ydy m + dy 110, m appelé€ le laplacien de la quasi-bialgebre de Lie
associé a la structure de D-module. Nous établissons les propriétés fondamentales du laplacien
d’une quasi-bialgebre de Lie et nous donnons une formule explicite de Ly, en fonction des caracteres
adjoints de G et de G*.
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1 Introduction

Le but de ce travail est de construire pour une quasi-bialgebre de Lie donnée (G,u,y,¢) et un D-
module M, D étant le double de la quasi-bialgébre de Lie, un opérateur linéaire de degré O sur AG®
M, appelé le laplacien de la quasi-bialgeébre de Lie. La notion de laplacien que nous introduisons ici
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est une généralisation d’une part, de celle introduite par Kostant [10], [11] sur un espace vectoriel
de dimension finie muni de deux opérateurs linéaires disjoints [10] de carrés nuls, et d’autre part de
celle introduite par Lu [15] pour les bialgebres de Lie.

Les quasi-bialgebres de Lie [6] ou quasi-bialgebres jacobiennes [2], [4], [8] sont des généralisations
naturelles des bialgébres de Lie [5], introduites par Drinfeld comme étant les limites classiques
des algebres quasi-Hopf [6] ; contrairement aux bialgebres de Lie, elles sont caractérisées par
I’existence d’un défaut d’identité de co-Jacobi pour le co-crochet, qui est en fait le cobord d’un cer-
tain élément de A3G, oul G est I’espace vectoriel sur lequel est définie la structure de quasi-bialgébre
de Lie, alors que pour les bialgebres de Lie, ce défaut est nul.

Dans la section 2, nous faisons un bref rappel de quelques notions fondamentales qui sont les
outils de travail dans toute la suite, notamment le crochet de Schouten algébrique, la définition et
quelques propriétés des quasi-bialgebres de Lie.

Dans la section 3, nous définissons le laplacien d’une quasi-bialgebre de Lie et nous établissons
ses propriétés fondamentales. Tout d’abord, pour une quasi-bialgebre de Lie donnée (G,u,7y, @),
nous définissons le laplacien dans le cas ot la structure de D-module est triviale et on le note L ; nous
montrons que 1’opérateur ainsi défini est une dérivation de degré 0 de (AG, A) etde (AG, [, ]*) ou [, #
désigne le crochet de Schouten algébrique défini par le crochet d’algebre de Lie u et nous donnons
son expression explicite en fonction des caracteéres adjoints de G et de G*. Ensuite nous définissons
le laplacien dans le cas général pour une structure de -module quelconque M et on le note par Ly,
: nous montrons qu’il est une dérivation de degré 0 de (AG® M, A) et de (AG® M, [,1*M), ou [, ]*M
est un crochet d’algebre de Lie graduée sur AG® M généralisant le crochet de Schouten algébrique
sur AG. Nous établissons la formule donnant I’expression explicite de Ly, en fonction des caracteres
adjoints de G et de G*, et de I’élément de Casimir correspondant au produit scalaire canonique sur
P. Enfin, nous définissons la notion de laplacien paramétré par un couple (x,£), x e G et £ € G*,
qui est une autre généralisation de la notion de laplacien, cette derniére s’obtenant pour le couple
(0,0) et on montre qu’une quasi-bialgebre de Lie est unimodulaire si et seulement si son laplacien
paramétré de parametre (%xy, %g“) est identiquement nul, & et x” étant les caracteres adjoints de G
et G* respectivement.

La section 4 dénommée annexe est consacrée aux définitions et résultats de J. H. Lu sur le
Laplacien d’une bialgebre de Lie ([15]) qui sont utiles pour rendre le présent travail auto-contenu.

Dans toute la suite nous supposerons les structures d’algebre de Lie de dimension finie. Ainsi,
si (G,u) est une algebre de Lie et G* son espace vectoriel dual, le crochet de dualité entre AG et
AG* étendant celui entre G et G* est défini par

<ENENNELXIAX N A Xy >=Opdet(< &, xj>),

g,- € g*,i = 1,...,m,xj € g,] =1,..,n.
Pour tout X € AG, notons par ex € End(AG) 1’application définie par

YeAG - XANY eAG,
et par iy € End(AG") sa transposée définie par

<ixA,Y >=<A,XAY>VYeAGVAe€AG".

2 Préliminaires

Dans cette section, nous rappelons certaines notions standards utiles pour la suite du travail.
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2.1 Crochet de Schouten algébrique

Soit (G, ) une algebre de Lie sur le corps K, supposé égal a2 R ou C, oli 1 : A’G — G est le crochet
d’algebre de Lie sur G.

Définition 2.1. Le crochet de Schouten algébrique [14] est la structure d’algébre de Lie graduée
[L1¥, sur l’algebre extérieure, NG = EBpZ—l APTIG de G qui :

(i) s’annule si I’un des arguments est dans K,

(ii) étend le crochet de Lie y, i.e

[x,y1 = u(x,y),¥x,y € G,
(iii) satisfait la regle suivante sur le degré :
(X, Y] € AP*T*lgG,

siXeAPHIG et Y e AIYIG,
(iv) satisfait la régle de Leibniz graduée

X, Y AZF = [X,YF AZ+(=D)P4 DYy A X, Z]4,
siXeAPHIG Ye A* G et Z e AG.
Il est évident que [, ]* satisfait I’anti-commutativité graduée et ’identité de Jacobi graduée.

Remarque 2.1. On peut définir un tel crochet sur AG pour tout élément u € Hom(A*G,G) ; Ianti-
commutativité graduée et la regle de Leibniz graduée restent en vigueur, mais en général le crochet
[, ¥ ne vérifie pas ’identité de Jacobi graduée et il la vérifie si et seulement si (G, 1) est une algebre
de Lie [14]. Dans toute la suite le terme crochet signifiera un élément de Hom(A*G,G) ; il sera un
crochet de Lie s’il vérifie I’identité de Jacobi.

Soit (G,u) une algebre de Lie et soit M un G-module, c’est-a-dire que G agit sur M. Pour
X =x| A..Ax; € NG, Y € AG et m € M, définissons sur AG® M, un crochet d’algébre de Lie
graduée noté [LJ*M en posant [15] :

XANYem)=XAY)®m

k
(X, m*M = [x; Ao Axg,mPM = (—1)"2(—1)%1 A ASAXL®X -m
1

(XY @mM = (X, Y @m+ (= DIy A X mp M.

Le crochet ainsi défini satisfait I’anti-commutativité graduée, la régle de Leibniz graduée et 1’identité
de Jacobi graduée [15]. Il généralise le crochet de Schouten algébrique et LM = # lorsque
M=K

2.2 Définition d’une quasi-bialgebre de Lie et notations

Pour une algebre de Lie donnée (G, u), nous désignerons par 6, I’opérateur cobord de Chevalley-
Eilenberg défini par I’action adjointe de G sur AG, i.e 6, = d; ag-
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Définition 2.2. Une quasi-bialgébre de Lie est un quadruplet (G,u,y,®) ot (G,u) est une algebre
de Lie munie d’un co-crochet y € Hom(G,A>G) qui est un 1-cocycle de I’algébre de Lie (G,u), a
valeurs dans A*G pour ’action adjointe définie par u, i.e 0y =0 et d’un élément ¢ € A3G tels que

1 LAlty @ lyy(x) = (5,4)(0),Yx €G ;
2. Altly®1®1)(¢) = 0;

ou Alt est I’opérateur alternateur défini sur [’algeébre tensorielle de G par

AllX1®...0x,) = Z Sign(0)Xg(1)® ... ® X (n)»

o

x;i € G,i =1,...,n, o étant une permutation de {1, ...,n} et sign(o) la signature de la permutation o.

Remarque 2.2. Dans [1], [2] et [3], une quasi-bialgebre de Lie est appelée une quasi-bigeébre de
Lie.

Remarque 2.3. /- Dans le cas ou ¢ =0, le triplet (G,u,y) satisfaisant les conditions ci-dessus,
n’est rien d’autre qu’une bialgébre de Lie [5].

2- La condition 3 signifie que vy ne vérifie pas l’identité co-Jacobi et donc son transposé n’est
pas un crochet de Lie sur G*. Ainsi, contrairement a la notion de bialgébre de Lie, la notion de
quasi-bialgebre de Lie n’est pas auto-duale, I’objet dual est appelé une bialgebre quasi-Lie [6] ou
quasi-bialgeébre co-jacobienne [2], [8]. Dans ce travail nous considérerons pour des fins d’usage,
le transposé de v comme étant le crochet sur G* et nous le noterons aussi par y pour simplicité
d’écriture, i.e

<y(xX),EAN>=<x,7(n) > VX e GVNENEG .

Définition 2.3. Une quasi-bialgébre de Lie (G,u,y,¢) est dite exacte ou cobord si il existe un

élément r € A’G tel que le 1-cocycle y : G — A*G soit le cobord de'r, i.e

Y(X) = (6/11')()(:) = [x5 r]ﬂ = _[r5 x]ﬂ5vx € g;

et 1
¢ = _§[r5r]ﬂ'

La donnée d’une structure de quasi-bialgebre de Lie sur G détermine une unique structure
d’algebre de Lie [, ]p sur I’espace vectoriel D = G®G* qui laisse invariant le produit scalaire canon-
ique sur D,

<é+xy+n>=<Ey>+<xn>, VéE+xeD Vy+neD,
en posant
[x.ylp = p(x,y),

[x,€]lp = —adg*x + ad’;*g,
[g’ 77]1) = ¢(§’ 77) + 7(55 77),

ou < adi’é,y >=— <& u(x,y) >, < adg*x,n >=— < x,v(,n) > et ¢(&,1) = 10y, pour tous x,y €
G.é&neg'.
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En général, on montre dans [8] que les structures de quasi-bialgébre de Lie sur G sont en cor-
respondance biunivoque avec les structures d’algebre de Lie sur D = G@ G* laissant invariant le
produit scalaire canonique, dont G est une sous-algébre de Lie. Dans ces conditions le couple
(D, G), avec le produit scalaire canonique sur D, est appelé un couple de Manin [6]. L’étude des
quasi-bialgebres de Lie est rendue facile grace au twisting [6], [8] appelé modification dans [2], qui
consiste a construire de nouvelles structures de quasi-bialgebre de Lie sur G a partir d’une déja con-
nue ; ce qui permet de les étudier en termes de classes d’équivalence [8], en montrant que les classes
d’équivalence modulo twisting sont en correspondance biunivoque avec les couples de Manin.

Définition 2.4. Soit (G,u,y,¢) une quasi-bialgebre de Lie. D = G&G* muni du crochet de Lie [, ]p
défini ci-dessus est appelé le double de la quasi-bialgebre de Lie donnée, et noté G G*.

Nous avons le résultat suivant [2] :

Proposition 2.1. Soit (G,u,y,9) une quasi-bialgebre de Lie. Alors nous avons les relations suiv-
antes :

e S C N TL .
1. adﬂ(x’y) = [ad’; ,ady ,Vx,ye @G,

2. adg* u(x,y) = ,u(adg* x,y) + u(x, adg* y)+ adzzg* é__x - adZ;;‘* é__y
Vx,yeG,Vée G,

3. ad), x=lad] ady 1(x) +adyd(&.n) - dlady &.1) — ¢(€.ady 1),
Yxe G VéneGgh

4 ady(Em = yad Em)yEadin) +ad, . € ad’;;g*xn,
Vxe@G,VéneGgh,

5. $yEm.O) =~ bady, (L NENL G
6. $o(v&m.0) = fad $(1.0). VL €G.

ou [,] désigne le crochet commutateur des endormorphismes et § désigne la somme sur les
permutations circulaires des éléments £,n,( € G*.

Dans [4], on montre que le double de toute quasi-bialgebre de Lie est muni, en plus de la
structure d’algebre de Lie définie par [,]p, d’une structure canonique de quasi-bialgebre de Lie
exacte ; plus précisement.

Théoreme 2.1. Soit D = G« G* le double d’une quasi-bialgebre de Lie (G,u,y,9). Soit (¢;) une
base de G et (¢') la base duale de G*. Posons

1 .
r= EZei/\gl.
1

Alors (D,r) est une quasi-bialgebre de Lie exacte et est appelée la quasi-bialgebre de Lie double

de (G. 11,7, 9).

Soit (G,u,y,¢) une quasi-bialgebre de Lie. Soient d,, 0, et 9, les dérivations associ€es a la
quasi-bialgebre de Lie donnée.
Dans [3], on a le résultat suivant :

Proposition 2.2. Soit (G,u,y,¢) une quasi-bialgebre de Lie. Alors les opérateurs d,,, 0, et 9,
satisfont les propriétés suivantes :
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1. 83, + dﬂtqg + L¢dﬂ —lyp = 0.
2. 87L¢ + L¢8y =0.
3. 87Lx+txay = —ly(x) Vxe g

On remarque bien que si ¢ = 0, alors 8% = 0 et par transposition dg =0.

3 DL’opérateur laplacien

Dans cette section, a toute structure de quasi-bialgebre de Lie (G,u,y,$) et a toute structure de
D-module M, nous allons associer une dérivation de degré 0 sur (AG® M, A) et (AGR M, [,1*M).

3.1 Le laplacien d’une quasi-bialgebre de Lie associé a la structure triviale de D-
module

Soit (G,u,y,¢) une quasi-bialgebre de Lie et D son algebre de lie double. Soient d, et d, les
opérateurs définis a partir de la structure triviale de H-module, i.e M = K.

Définition 3.1. L’opérateur
L=0,d,+d,d,: NG — A'G

est appelé le laplacien de la quasi-bialgebre de Lie (G, 1,7y, ).
Nous avons le résultat suivant :
Proposition 3.1. Soit (G,u,y,®) une quasi-bialgebre de Lie.
1. Les opérateurs L et 0, commutent, c’est-a-dire [L,0,] =0 ;
2. KerL est stable pour I’opérateur 0, i.e X € Kerl = 0,(X) € Kerl ;
3. ImL C Imo, +Imd,, ;
4. Kero,NKerd, C KerL ;
5. Dopérateur d, agit sur I’espace d’homologie H,(KerL,0,,).

Démonstration : Elle est immédiate.
Le Laplacien d’une quasi-bialgebre de Lie vérifie les propriétés suivantes :

Théoreme 3.1. Soit (G,u,y,P) une quasi-bialgebre de Lie.

1. Le laplacien L est une dérivation de (AG, N\) de degré 0, i.e
LXAY)=LX)OANY +XALY),VX,Y € AG.
2. Le laplacien L est une dérivation de (AG,[, ") de degré 0, i.e
L(X, YI") = [LX), YI¥ +[X,L(N)*,VX,Y € AG.
Démonstration : Elle se démontre de maniere analogue que dans le cas des bialgebre de Lie

([15], voir annexe, théorém B.1).
De ces propriétés de dérivation du laplacien, nous avons le résultat suivant :
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Corollaire 3.1. Soit (G,u,y,¢) une quasi-bialgebre de Lie et soit L son laplacien. Alors

1. [L,ady] = ad; [Lex] = enx), YxeGVX€EAG;

(x)’
2. [Load]'] = —ad]. ., [L,ial = —ipra), VEEG VAEAG".

Dans [1], on montre qu’il existe une représentation R du double D d’une quasi-bialgebre de
Lie sur son algebre extérieure AG, définie par

1
R, = sd7x+ad’; ) <&, x>1d,

. x 1
%5 =—lde +ddg — Eigg + 5 < x7,§ > Id
pour x € G, £ € G*. Alors, on a
Proposition 3.2. Soit (G,u,y,®) une quasi-bialgebre de Lie.

1. [L, %x] = E€L(d,x) + ddlz(x) X e Q;

— 7 y* *
2. [LRel = igoL@ —ad). g~ ELoiye)s £€G"

Démonstration : La démonstration de cette proposition découle du corollaire 3.1.
Soit & € G* le caractere adjoint de G et x” € G définis respectivement par

<& x >=tr(ady), Vxeg
et
<xV,E>= zr(adg), Yée G

Rappelons que si & = 0, alors I’algebre de Lie (G, u) est dite unimodulaire.
Par ailleurs, bien que (G*,y) ne soit pas une algebre de Lie, nous appelerons aussi x” le caractere
adjoint de G*.

On a le résultat suivant [1] :

Lemme 3.1. Soit (G,u,y,¢) une quasi-bialgebre de Lie. Alors les éléments & et x7 satisfont les
propriétés suivantes :

1. ad"&" = 0,Yx € G, ou de maniére équivalente d, (&) = 0.

2. <xVy(€m) >=< &9, n) > +2ig,)in®) — 2(ig,m)ied), Vé,m € G*, ou de maniere équivalente
—ddg*xy = P&, &) + 21 (Ou).

Lemme 3.2. Soient (G,u,y,$) une quasi-bialgebre de Lie , {e;}!_, une base de G et {g"};?: | sa base
duale. On a les relations suivantes :

1.
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*
Eyy = Zady & — Z 8elad; .

Théoreme 3.2. Le laplacien d’une quasi-bialgébre de Lie (G,u,y,$) s’écrit explicitement sous la
forme :

_ 1y gt y*
= E(cldx7 —adé_.,l),
et

L= %( ad“*+ad7)

Démonstration : Elle est analogue a celle du Théoréme B.2.
Comme dans le cas des bialgebres de Lie [15], nous adopterons dans toute la suite les définitions
suivantes :

Définition 3.2. Soit (G,u,y,$) une quasi-bialgébre de Lie. Le nombre < x¥,&* > s’appelle le nombre
modulaire de la quasi-bialgébre de Lie donnée.

Définition 3.3. Une quasi-bialgébre de Lie est dite unimodulaire si son nombre modulaire est égal
a0.

Ainsi, une condition suffisante pour qu’une quasi-bialgebre de Lie (G, u,y,¢) soit unimodulaire
est que (G, ) soit unimodulaire en tant qu’algebre de Lie ou que x¥ = 0.
Nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.3. Le nombre modulaire d’une quasi-bialgebre de Lie (G, 1,7y, 9) est égal a la trace
de la restriction de son laplacien a G, i.e

tr(Llg) =< x7,&" >

Démonstration : En effet, soient {e,-} une base de G et {g’}" sa base duale. De ce qui précede,
on saitque L = %(ad“ - ady ) ; d’ou par deﬁnltlon de la trace

r(Llg) <30 Lie).€ >

1 M j 1 iy i
7 <Xiadyené > -5 <Yl adgei.&' >
= <X >4 <X E >=< 0 >

Les opérateurs d,, et d,, (voir annexe, formules (A.7) et (B.13)) s’écrivent explicitement en fonction
des vecteurs d’une base quelconque de G et de sa base duale dans G* comme suit :

Lemme 3.3. Soient (G,u,y,$) une quasi-bialgebre de Lie , {e;}!_, une base de G et {g"}l'.’:1 sa base
duale. Alors les opérateurs d,, et d,, s’écrivent sous la forme :

1.

1 ¢ \
dy=>5 > saad,
i

BN )
dy, = 3 Z 8eiadg,- .
i
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3. Si(G.u,y,¢) est une quasi-bialgebre de Lie exacte, i.e y = 0,1, r =71 A r;. € A’G, alors

n
N ’
dy = &0, —0u&, — &y Ol 1) = =01 = Z,u(rj,rj).
J=1

Proposition 3.4. Soit (G,u,y,¢) une quasi-bialgebre de Lie exacte définie parr = r; A r;. eNG ;
alorsona :

n
L= ad’f0 et L' = —ad’ﬁo*,oﬂ ro=—0,r= Z,u(rj,r}).
=1

Démonstration : Elle se démontre comme dans le cas des bialgebres de Lie exactes ([15], voir
annexe, Proposition B.2).
Comme conséquence des propositions 3.3 et 3.4, nous avons le résultat suivant :

Corollaire 3.2. Toute quasi-bialgebre de Lie exacte est unimodulaire.

En particulier, d’apres le lemme de Whitehead, toute structure de quasi-bialgebre de Lie sur une
algebre de Lie semi-simple est unimodulaire, car elle est exacte.
Sous I’effet du twisting (modification), le laplacien d’une quasi-bialgebre de Lie subit une transfor-
mation de la maniere suivante :

Corollaire 3.3. Soient (G,u,y,9) et (G,u,y',¢") deux quasi-bialgébres de Lie équivalentes par mod-
ification modulo(r), our =r;A r;. € A’G ; soient L le laplacien de (G,u1,y,9) et L' le laplacien de

G.u,y',¢"). Alors
L' =L+ady, ot ro=—0,r.

Démonstration : 11 suffit d’utiliser y* =y +d,r, et la conclusion se déduit de la proposition 3.4.

3.2 Interprétation du Laplacien

Soit (G, u,y,$) une quasi-bialgebre de Lie. Considérons le diagramme suivant

al |
d7

d d
— A I ARl T,

al |
d7

. — 5 AFlg b, NG — ..
a,ll a,ll

On remarque que chaque colonne du diagramme ci-dessus est un complexe car 8,21 =0, alors que les
lignes ne le sont pas du fait que dg # 0. Dans ces conditions, le diagramme n’est pas un bicomplexe,
on ’appelera tout simplement un pré-bicomplexe.

Comme les opérateurs d,, et d, sont linéaires gradués de degrés respectifs —1 et +1, le commu-
tateur gradué de ces deux opérateurs s’écrit [0,,dy] = d,d, — (—1)'6#”d7|d78,1 = Oydy + 0yd, = L.
Ainsi, le Laplacien d’une quasi-bialgebre de Lie mesure le défaut de commutativité graduée du
pré-bicomplexe ou plus précisement des opérateurs 9, et d,,.
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3.3 Le laplacien du double d’une quasi-bialgebre de Lie
Soient (G,u,,$) une quasi-bialgebre de Lie, D = G »< G* son double. Soient {¢;}"_ | une base de G

n
et {g"}l'.’:1 sa base duale. Posons ry = %Z[e,-,g"]z) €P. Alors,ona:
i=1

Proposition 3.5. Pour toute quasi-bialgebre de Lie (G,1,y,¢) on a :

1. ro=3(—x +¢&4)
2. L=—adyypg et L* = adyyag-+B o B: . AKG* — GR®A1G* avec
k
BE NN AE)= ) (DT 0@ N A N NE E€ GV

Démonstration :

1. La preuve est identique a celle du résultat de [15] dans le cas des bialgebres de Lie ; elle
utilise I’invariance du produit scalaire canonique par rapport au crochet [, ]p.

2. En utilisant Ia définition du crochet sur le double D de G, il vient :
2adyyx = 2[x0, x]p = [ + &, x]p = ~u(x" ,.x) + ad}, x — adi .
Mais, d’apres le lemme 3.2, ad'"¢" = 0. D’ou
dyyX = ! d! d., =-L

ady,x = —E(a o~ ady, )(x) = =L(x).

L étant une dérivation de AG, on trouve
L = —ady)|ag.

De méme, en utilisant le point 2 du méme lemme, on a pour tout £ € G* :

2ady & 2[ro.¢lp

—[x7,€lp +[§",€]p = 2L7 (&) — 2(6).
D’ou L*|g:= ady,|g:+Plg*
La conclusion s’obtient du fait que L* est une dérivation de AG", i.e L* = ady |ag:-+f

Proposition 3.6. Soient (G,u,y,¢) une quasi-bialgebre de Lie et Ly le laplacien de la quasi-
bialgebre de Lie double (D,r). Alors, de la décomposition AD = AGOAG*, ona :

Lp=-Le1+1&(L* —p)

Démonstration : D’apres le théoréme 2.1, la structure de quasi-bialgebre de Lie exacte du dou-
ble de (G, u,y,¢) est définie par

1 ¢ :
r= Ezei/\g
=
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Ainsi, d’apres la proposition 3.4, Ly = ady, ou r, = =d,r. Comme AD = AG® AG" et Ly est une
dérivation de AD, VX € AG,YA € AG™ il vient :

Lp(X®A) = LpX)®A+X®Lp(A)

= ady,(X)®A+X®ady,(A).
Mais, de la proposition 3.5, on a :
L=—adxlng et L' =adylrg-+B:
ce qui entraine

Lp(X®A)=-LX)®A+X®(L" - B)(A).

Lp=-Lel+1&(L" -p).

3.4 Le laplacien d’une quasi-bialgebre de Lie associé a une structure de module de
son double

Soit (G,u,y,¢) une quasi-bialgebre de Lie et M un D-module ; soient d,, s et d, p les opérateurs
sur AG® M définis par la structure de D-module.

Définition 3.4. L’opérateur
Lyt = 0umdypr +dy Oy - NNGOM — A GoM
est appelé le laplacien de la quasi-bialgebre de Lie (G, 1,7y, ¢) associé au D-module M.
Nous avons le résultat suivant

Théoreme 3.3. Soit (G,u,y,p) une quasi-bialgébre de Lie et M un D-module. Pour tous X,Y € AG
etmeM,ona

1. Ly est une dérivation de degré 0 de (AG®R M, M), i.e

Luy(XAY®m)=LX)AY®m+X ALy (Y @m).

2. Ly est une dérivation de degré 0 de (AG® M, [,1**M), i.e
Ly([X, Y @ m*M) = [L(X), Y @ m*M + [X, Ly (Y @ m) M.
En particulier,

Ly(X®@m)=LX)®m+ X ® Ly (m)
Démonstration : Elle se déduit, par un calcul direct, des relations (B.18)-(B.21) (voir annexe).
Le résultat suivant donne I’expression explicite de Ly, ; elle a été démontrée par J. Hua Lu ([15],

voir annexe, théoreme B.3) pour les bialgebres de Lie. La forme ne change pas lorsqu’on passe des
bialgebres de Lie aux quasi-bialgebres de Lie.



Le laplacien d’une quasi-bialgebre de Lie 21

Proposition 3.7. Soit (G,u,y,$) une quasi-bialgebre de Lie et M un D-module. Soit Cy € U(D)
I’élément de Casimir dans ’algebre enveloppante universelle de D correspondant au produit scalaire
canonique {,) sur D, c’est-a-dire,

n
Co=1 ) (eif +&'e;)
i=1
en termes d’une base {e;}_, de G et de sa base duale {g"}l'.’:1 de G*. Alors,
Ly(m) = =Co-m+ 3(x =& -m

et

Ly(X®m) = 5(ady, —adl)(X)®m+3X @ (V=) -m~X®Co-m.

3.5 Le laplacien paramétré
Soit (G, u,y,¢) une quasi-bigebre de Lie. Pour x € G et £ € G*, considérons les opérateurs suivants :
dug=d, +e:: NG — A1
O = Op+1e: NG — NG
dy=d,+e,: NG — NG
Oyx =0y +1,: AFG" - A1
Lemme 3.4. Etant donné une quasi-bialgébre de Lie G, pour x€ G et E€ G*, on a :
1. due,+&x0, = —ad’; ;
2. tgdy +1edy, = adg* ;
3. tggxt et =(x,6)Id ;
4. Oyte+10, = ldg 5

Démonstration : Ces différentes relations s’obtiennent par un calcul direct en utilisant les pro-
priétés des différents opérateurs.

Théoreme 3.4. Pour toute quasi-bialgebre de Lie (G,u,y,9), pourxe GetéE € G*, ona:
1. dug(ANB)=(d, 1, A NB+(-DYAN, 1.B), VA,BEAG".

2 _
2. dﬂ’§ = 8d#§.
2 _
3. 8115 = Ldﬂg.
4. ai’x = Llg,p— dyty —tpdy — Ly(y).

g

2 _
dy, = €3,0 = OuEp = E¢Ou = Ex(x).

Démonstration : Le théoréme 3.4 se démontre par un calcul direct en
utilisant le lemme 3.4 et la proposition 2.2.
Comme conséquence directe du théoreme précédent, lorsque € =é* et x=x",on a:
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Corollaire 3.4. Pour toute quasi-bialgébre de Lie (G,u,y,9), ona :

2 —
1 &, =0

2 —
2. &2, =0.

3. 83,’)(7 = —(Laﬂqg + dytqg + L¢dy + L(L§#¢)).
4. di,ﬂ = —(8aﬂ¢ + 8,18115 + 8¢dy + 8(L§#¢)).

Définition 3.5. L’opérateur
Livg) = Opedyc+dyibye : NG — NG
est appelé le laplacien paramétré de la quasi-bialgebre de Lie (G,u,y,¢) de paramétre (x,£).
Le résultat suivant donne 1’expression explicite de Ly ¢).
Proposition 3.8. Pour toute quasi-bialgebre de Lie (G,u,y, @) et pour tous x € Geté € G*, ona
Lixg) = L—ady + adg*+ <x,&>1d.

Démonstration : Elle se déduit de la définition de L, ¢) et du lemme 3.4.
Comme conséquence directe de la proposition précédente, on a le résultat suivant :

Corollaire 3.5. Soit (G,u.,y,¢) une quasi-bialgebre de Lie. Alors
Lo
L(%xy’%f,l) = Z <X ,g > Id

Démonstration : 11 suffit de poser dans la proposition précédente x = %xy eté= %g“ ; la conclu-
. , . . 1 %
sion s’obtient du fait que L = j(ad’;7 - adg,l ).

Remarque 3.1. Si x =0 et £ =0, alors L.g) = L ; le laplacien L d’une quasi-bialgébre de Lie est
donc un laplacien paramétré particulier de parameétre (0,0), i.e L = L ).

Remarque 3.2. Comme on le voit, une quasi-bialgebre de Lie (G,u,y,$) est unimodulaire si et
seulement si son laplacien paramétré de parametre (%xy, %g“), est identiquement nul, i.e L L Lewy =
0.

4 Annexe

Dans cette section, nous rappelons les définitions et résultats de J. H. Lu [15] sur le Laplacien d’une
bialgebre de Lie.

A The Chevalley-Eilenberg operators b, and dj,

Let G be a Lie algebra. The Chevalley-Eilenberg coboundary operator

d:Akg* _)Ak+lg*
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defined by

(@)1 A= Axie)) = ) EDR XA A& A= AR A= A X, (A1)

i<j

satisfies d*> = 0. The cohomology of (AG,d) is called the Lie algebra cohomology of G with trivial
coefficients. The Chevalley-Eilenberg boundary operator

b: A*lg - Akg
is defined by

BO A A1) = D (=D L, X T AR - AR A AEj A A e (A2)
i<j

Thus b = d*. It satisfies b> = 0. The homology of (AG,b) is called the homology of G with trivial
coeflicients. It is easy to show (see [14]) that for A,Be AG* and X, Y € AG,

d(ANB) = dAANB+(-1D)YANdB (A.3)
BXAY) = bXAY+(-D¥XAbY +(=DX[X, Y] (A.4)
b(X.YD) = [bX.Y]+(-D¥'[X.pY1. (A5)

Suppose that {e;} is a basis for G and {¢'} the dual basis of G*. Let & € G* be the adjoint character
of G, ie.,

(0, x) = tr(ad, € End(G)),x € G. (A.6)
Then we have
1 | N 1
d = 3 Zsé_-jadej =5 Z ad, &) — %60 (A7)
J J
1 1 1
b = -3 degjlfj =-3 Z tgiade,, — Eté.-o. (A.8)
J J

Let M be a module, i.e., a representation of a Lie algebra G. The Chevalley-Eilenberg boundary
operator for G with values in M is, by definition, the operator

by:ANGoM - A'goMm

given by
by(xiA---Axx®m) = Z(—l)i+j[x,-,xj]/\x1.‘.AJE,-A.‘.A)cAj/\m/\xk®m
i<j
k
DD kAR AR m, (A.9)
=1
or, simply,
by(X®@m) = bX®m+(-1D)M[X,m]. (A.10)

It satisfies b?v[ = 0. The homology of (AG® M,by) is called the Lie algebra homology of G with
coeflicients in M, and it is denoted by H.(G, M).
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The Chevalley-Eilenberg coboundary operator
du: NG oM - NG oM
is defined to be the dual of by, where M* is M made into a G-module by
(x-m*,my=(m*,—x-m),xeGmeM,m*eG".
More explicitly,
dy(Eem)=dé@m+(~DEAE @ (ej-m), (A.11)

where, again, {e;} is a basis for G and {£7} is the dual basis for G*. It satisfies dlzw = 0. The coho-
mology of (AG* ® M,dyy) is called the Lie algebra cohomology of G with coefficients in M, and it
is denoted by H.(G, M).

B Laplacian of Lie bialgebras

B.1 The Chevalley-Eilenberg operators d,b,0 and 6

Let (G,G") be a Lie bialgebra. Then the Lie algebra structure on G gives rise to the Chevalley-
Eilenberg operators d and b (with trivial coefficients) :

d:Akg* _)Ak+lg*

b: A1G - AfG.
Similarly, the Lie algebra structure on G* gives rise to the corresponding boundary and coboundary

operators :
5: NG — AFlg

a:Ak+lg* _)Akg*.

Notice that for k = 1, the map ¢ : G — A?G is the one in the definition of the Lie bialgebra (G,G").

The operators d and b satisfy (A.3), (A.4) and (A.5). The operators ¢ and 0 satisfy three similar
formulas.

The compatibility condition of two Lie bialgebra structures now says that the operator d (resp.
0) respects the Schouten bracket on AG* (resp. on AG) in the following way :

Proposition B.1. Let (G,G*) be a Lie bialgebra. Then, for A,B€ AG" and X,Y € AG,

[dA, B] + (—-1)A~1[A,dB] (B.1)
[6X, Y]+ (=DX-1[X,57]. (B.2)

d([A, B])
o([X. Y])

Proof. When |X| =|Y| =1 and |A| = |B| = 1, they reduce to the definition of the compatibility
condition of the two Lie algebra structures. The general case can be proved by induction on the
degrees of X,Y,A and B. Q.ED.
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B.2 The Laplacian operator L = b6 + 6b

Definition B.1. The operator
L:ANG > A*G: L=0b5+6b (B.3)

is called the Laplacian for the Lie bialgebra (G,0). Its dual map is the Laplacian for the Lie
bialgebra (G*,d) :

L :A*G* > A*G* : L = do+4d. (B.4)
We now observe that the compatibility condition
6([x,y]) = [x,6y] = [y, 6x]. x,y €G. (B.5)
of the Lie algebra structures on G and on G* can be rewritten in terms of the Laplacian L as
L(xAy)=L(x)Ay+xAL(y),x,y €G. (B.6)
In general, we have

Theorem B.1. Forany X,Y € AG,

LIXAY)
L([X, Y]

LXAY+XALY (B.7)
[LX,Y]+[X,LY] (B.8)

Thus, L is a “derivation of degree O for the supper Poisson algebra AG.
Proof. Using identities, (A.4), (B.2) and

SXAY) = SXAY+(=DXXAsY, (B.9)
we have

LXAY)

bS(X AY)+5b(X AY)

= bEXAY+(-D)YXASY)
+6(BXANY +(~D¥ X AbY + (DY [X,Y])

= BSXAY +(=D)MIsAbY +(=DX1[sX, Y]
+(=DXBX ASY + X ABSY — (—=DX[X, 5Y]
+0bX A Y +(=DX1px ASY
+(=DXISX ABY + X5bY — 5[X, Y]

= LXAY+XALY

Using identities (A.5) and (B.2), we get

L[X,Y] bS[X,Y]+6b[X, Y]

= b(=[6X. Y]+ (=D*H X, 6Y]) +6(~[bX, Y]+ (- DY X, BY])

= [b6X, Y]+ (=DM [sX,bY]+ (- [BX,6Y] + [X, bSY]
+[6bX, Y]+ (=DX1 X, 6Y] + (- DM [6X, bY] + [X, 5bY]

= [LX,Y]+[X,LY].
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Q.E.D.
Theorem B.1 allows us to give a more explicit formula for the laplacian operator L. Let &) be
the adjoint character of G, and let x( be the adjoint character of G*. In other words,
G 3¢ (b0, x) =tr(ady),x€G
G3x: (x0,€) = tr(ade),E € G".
Theorem B.2. The Laplacian operator L for the Lie bialgebra (G,G") is given by
1 "
L= E(adxo_adgo)’ (B.10)
and
* 1 k
L= 5(—ade+ad§0) (B.11)
Lemma B.1. For x,y € G and & € G*, we have
adg [x,y] = [adgx,y] +[x, adgy] + ad:d;fx - adzd;é_.y. (B.12)

Proof. Using identity
adg[x,y] - ady, & = [&,[x,y]]

in the double D = G =~ G*, we get

adg[x,y] adyadyé — adyadyé + [[€,x],y] + [x, [£,y]]
= adyadyé - adjad ¢

+ladzx,yl - lad &,y + [x,ad;y] - [x,ad} €]
= adyadyé - adjad ¢
+ladyi*x,y] - ad, ..y + ad
= [adgx, vl +[x, adg yl+ad, X~ ad, £

ad &+ [x, adgy] —adyady¢ +ad, die*

Proof of Theorem B.2. Since both operators L and %(adx() - adgo) act on AG as derivations of

degree 0, we only need to show that they agree on G. Let {e;} be a basis for G and let {g"} be the dual
basis of G*. Then we can express ¢ as (see (A.7)) :

1 1 .
o(x) = —Exo Ax+ EZadé_.,-(e,-/\x),x eg.

Thus, we have

1 1
L(x) = b6(x) = SLxo.x] = 5 ) (ladyer. x] +[ei.ad}, ).

By the lemma, and noticing that adjigi =&y e G*, we have

1 1 1
L(x) = E[xo,x] - Ead;)x— 5 Z(ad;[e,-,x] —ad,g:¢ie;).
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Now, for any ¢ € G*,

<Z<ad;i lei, ] —ad g ie0),E) = qui, €, —(er, [, ad e’y

> (eir(ad;ade - adgad)e')
= tr(ad,ad; — adzad,)
= 0.

Hence 1
L(x) = 5([xo,x] —adgox).

Remark B.1. Since ad&y = 0 for any x € G, it follows from identity (B.12) that adgf.o acts as a
derivation of degree O on AG with respect to the Schouten bracket. This also follows fron theorems
B.1 and B.2.

The rest of this subsection is devoted to the case when (G,G*) is coboundary with r-matrix
re GAG. In this case,
0X =—[r,X],VYX e AG.

Thus by (A.4),
OX=b(r)AX+rAbX -b(r AX).

Set
ro=-b(r)= Z[i’j,i’}],
J

where r =3 ;r; A r;. € A’G. Recall that

& NG = AIG: X 5 g A X,

g AFG - A*2G: X > rAX.
‘We have

0=¢&b—beg —g,. (B.13)
Correspondingly,
d=06"=di,—u,d -1y, (B.14)
where, recall that, ¢,, = £} and ¢,,, = s;‘O. Therefore, we have
Proposition B.2. For a coboundary Lie bialgebra (G,r),

L = bo+6b
= -—bg,—&,b
= ad, (B.15)

and
L" = —ad,,.

Proposition B.3. 1) yy= %(—xo +&0) s
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2) [yo,.G1C G andyy,G*1 CG" in D, and the restriction of ady, to G is equal to %(—adxo + adgf.o).

Proof. Let (,) be the canonical scalar product on D. For any x € G, using tha ad-invariance of
{,), we have

(2y0,x)

Z<[el-,§"],x>
Z@",[x,em

tr(ad, € EndG)
(£0,%)

Similarly, for any ¢ € G*,
(2y0,&) = —tr(adgs € EndG") = —(xo,¢).

This proves 1).
Using again the ad-invariance of (, ), we get

1
{[y0,x1,y) = {yo,[x,y]) = Etr(ad[x,y]) =0,Yx,yeg.

It follows that [yy,G] € G. Similarly, [yy,G*] € G*. The fact that
1 .
[v0,x] = 5(—adxox+ ady x)

for x € G follows from the definition of the Lie bracket on D. This proves 2) Q.E.D.
Denote by Ly the Laplacian of the pair (9, r). We know that

Lp = ad,, € End(AD) (B.16)
where yg = %Zi[e,-,g"] = %(—xo +&p) € D. On the other hand, we can decompose A9 into
AD=AGOANG".
Proposition B.4. With respect to the above decomposition of AD, we have
Lp=-L®l+1®L" B.17)
Because of (B.16), 2) in proposition B.3 and B.1 and B.2, we have

Lp(X®A)

Lp(X)®A+X®Lp(A)
ad,(X)®A+X®ad,,(A)
-LX)®A+XQ®L*(A).

QED
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B.3 The Laplacian operator Ly, = byoy +pby

In this subsection, we assume that (G,G") is a Lie bialgebra and M is a module for the double Lie
algebra D = G»<G*. Thus M is a module of both G and G, but the two module structures on M are
compatible in the sense that their sum gives a -module structure.

Using the G-module structure, we can define the Chevalley-Eilenberg boundary (resp. cobound-
ary) operator by (resp. dp). Similarly, the G*-module structure on M gives the boundary and

coboundary operators 9y and Oy :

by
om
du
Om

AHGeM - Af\goM
AGeM - AM'gem
Akg*®M_>Ak+1g*®M
Ak“g*@M—)Akg*@M

we have the following properties :

buXAY®m) = bXAXY@m)+(=DXXAby(Y®m)

+=DYX, Y ®m], (B.18)
bu((X,Y®m)) = [bX,Y®m]+ (DX, by(Y®m)], (B.19)
SuXAY®m) = SXAYem)+(=DXXASy(Yom), (B.20)
SulX.,Yom] = [6X,(Y@m)]+(-D¥ X, 5, (Y @m)), (B.21)
dy(ANB®m) = dAABm)+(-DAAAdy(Bem), (B.22)
dulA,Bem] = [dA,(Bem)]+(—DA"A,dy(Bom)], (B.23)
OM(AABem) = OAANBoOm)+(—DAAAI(Bom)

+(-DIA, Bem], (B.24)
Iu([A,Bem]) = [0A,Bem]+(—DA"[A,dy(Bom)]. (B.25)

Now introduce

Ly = by + by : A*GM — A*Go M,k > 0. (B.26)

We call Ly, the Laplacian of the Lie bialgebra (G,G") associated to the D-module M. Let M* be
the contragredient of M as a H-module. Then

(Ly)" = dyudy +0udy : AXG" @M > NG oM (B.27)

Theorem B.3. Forany X,Y € AG and m € M, we have

Ly(XAY®m) = LX)AY®m+XALy(YQ@m) (B.28)
Ly(IX,Yom]) = [LX),Y®m]+[X,Ly(Y®m)]. (B.29)

In particular,
Ly(X®m)=LX)®m+XQ Ly (m). (B.30)

Let cy € UD be the Casimir element in the universal envelopping algebra UD of D corresponding
to the ad-invariant scalar product {,) on D, i.e.,

1 o
co=75 ) (e +Ee) (B.31)
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in terms of basis {e;} of G and its dual basis {g"} of G*. Then

1
Ly(m)=—cy-m+ E(xo —&y)-m. (B.32)
Thus
1 y 1
Ly(X®m) = E(adxo - adé_.o)(X)®m +X® E(xo —&) - m—XQ®cq-m. (B.33)
Proof of Theorem B.3. We omit the proof of (B.28) and (B.29), which is similar to that of (B.7)

and (B.8) in theorem B.1. We only need to prove formula (B.32) for Lys(m). By the definitions of
by and 6y, we have

Ly (m) by m(m)

= () ei® m)
I CRGRD)
= —(co+y0)-m

1
= —co-m+ E(xo—go)-m.
Q.E.D.

Definition B.2. We call the number (xy,&y) the modular number of the Lie bialgebra (G,G). We
say that a Lie bialgebra is unimodular if its modular number is equal to 0.

Proposition B.5. A Lie bialgebra (G,G") is unimodular if either G or G* is unimodular (as Lie
algebras).

Proof. The statement is obvious since in this case either & = 0 or xg = 0. Q.ED.

Proposition B.6. The modular number of a Lie bialgebra (G,G") is equal to the trace of its Lapla-
cian L = b + b restrited to G.

Proof. This is a simple corrolary of Theorem B.2.

Remerciements : Le premier auteur remercie vivement le Centre Abdus Salam ICTP (Trieste,
Italie), I’Office Allemand d’Echanges Universitaires (DAAD), I’Institut de Mathématiques et de
Sciences Physiques (IMSP) de Porto-Novo (Bénin) et I'Institut Supérieur de Formation a Distance
(ISFAD, Guinée) pour I’hospitalité et le soutien matériel et financier qui ont permis la réalisation
d’une bonne partie de ce travail; le second remercie les autorités de I'IMSP et de la DAAD a travers
la convention DAAD-IMSP pour le soutien pédagogique et financier a ses activités de recherche.
Les auteurs remercient enfin le Professeur Yvette Kosmann-Schwarzbach pour ses remarques et
suggestions sur le contenu du travail.

References

[1] 1. Bakayoko, M. Bangoura, Quasi-bigebres de Lie et cohomologie d’algebre de Lie, Travaux
Mathématiques, Volume 21 (2012) 1 - 28, Universit de Luxembourg.



Le laplacien d’une quasi-bialgebre de Lie 31

[2] M. Bangoura, Quasi-bigebres jacobiennes et généralisations des groupes de Lie-Poisson,
These, Université de Lille 1 (France), 1995.

[3] M. Bangoura, Quasi-bigebres de Lie et algébres quasi-Batalin-Vilkovisky différentielles,
Comm. in Algebra, 31 no 1, 29-44 (2003).

[4] M. Bangoura, Y. Kosmann-Schwarzbach, The double of a Jacobian quasi-bialgebra, Lett.
Math. Physics, 28 (1993) 13-29.

[5] V. G. Drinfeld, Hamiltonian structures on Lie groups, Lie bialgebras and the geometric mean-
ing of the classical Yang-Baxter equations, Soviet. Math. Dokl. 27 (1983), 68-71.

[6] V. G. Drinfeld, Quasi-Hopf algebras, Leningrad Math. Journal, 1 (6) (1990) 1419-1457.

[7] E. Getzler, Manin pairs and topological conformal field theory, Ann. of Physics 237 (1995)
161-201.

[8] Y. Kosmann-Schwarzbach, Jacobian quasi-bialgebras and quasi-Poisson Lie groups, Contem-
porary Mathematics 132 (1992) 459-4809.

[9] Y. Kosmann-Schwarzbach, and F. Magri, Poisson-Nijenhuis structures, Ann. Inst. H. Poicaré,
Physique Théorique, 53 (1990) 35-81.

[10] B. Kostant, Lie Algebra Cohomology and the Generalized Borel-Weil Theorem, Ann. Of Math-
ematics, Second Series, Vol. 74, N 2 (Sep. 1961), pp 72-144.

[11] B. Kostant, Lie Algebra Cohomology and the Generalized Schubert Cells, Ann. of Mathemat-
ics, Second Series, Vol. 77, N 1 (Jan. 1963), pp 329-387.

[12] B. Kostant and S. Sternberg, Symplectic reduction, BRS cohomology, and infinite dimensional
Clifford algebras, Ann. Physics. 176 (1) (1987), 49-113.

[13] J. L. Koszul, Homologie et cohomologie des algebres de Lie, Bull. Soc. Math. France, 78
(1960) 65-127.

[14] J. L. Koszul, Crochet de Schouten-Nijenhuis et cohomologie, Astérisque, hors série, Soc. Math.
France, Paris (1985) 257-271.

[15] J. H. Lu, Lie bialgebras and Lie algebra cohomology, Preprint 1996, non publié.



