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LE PREMIER COEFFICIENT NEGATIF DES FONCTIONS L
DE PUISSANCES SYMETRIQUES

KAMEL MAzHOUDA, KHADIJA MBARKI, JIE WU

Abstract: Désignons par Agymm f(n) le n-éme coefficient dans la série de Dirichlet représentant
la fonction L de puissances symétriques L(s,sym™ f) associée a une forme primitive f de poids k
et de niveau N. Dans ce papier, on étudie la taille de entier le plus petit n tel que Agymm f(n) < 0
et (n, N) = 1. En désignant par ngymm s cet entier, on montre que

Nymd < (k4N3)6/31 et My f < (k4N4)5/36,
ol les constantes impliquées sont absolues.
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1. Introduction

Soient k£ > 2 un entier pair et N > 1 un entier sans facteur carré. Notons #j, (V)
I’ensemble des formes holomorphes primitives de poids & pour le groupe de con-
gruence I'g(NNV). Chaque f € Hj(N) a un développement de Fourier en co qu’on
note

f(z)= Z )\f(n)n(k_l)/2e2imz (Smz > 0),

nz=1

olt Af(n) est le n-éme coefficient de Fourier normalisé de f et vérifie la relation de

Hecke
mn
A m) = > A (5)
d|(m,n)
(d,N)=1

pour tous les entiers positifs m et n. Un résultat de Deligne [3, 4] implique que
pour chaque nombre premier p il existe deux nombres complexes af(p) et B¢(p)
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tels que

{|af<p>| = as(p)Bs(p) =1 siptN (1.1)

ap(p) =ep(p)p /2, Br(p) =0 sip| N

avec |ef(p)| =1, et

e {af<p>" Fas@) B B ) SN
1) = v _ :
(e ()p™'/?) sip| N
pour tout entier ¥ > 1. Par conséquence, on a
Ar() <d(n)  (n>1), (1.3)

ot d(n) est le nombre des diviseurs de n. De plus pour chaque p 4 N, il existe un
unique 65(p) € [0, 7] tel que

Af(p) = 2cosb¢(p). (1.4)

Si m est un entier positif et f € H} (V) alors on construit la m-éme puissance
symétrique de f qu’on note sym™f. Quand m = 1,2,3,4, on sait que sym™ f
est une forme automorphe. Dans le cas général, c’est prédit par la conjecture de
Langlands-Serre [5]. Il est aisé de la définir via sa fonction L. On définit alors
pour Res > 1

L(s,sym™f H H 1faf mﬂﬁf Z/\Symmf n_°.

p 0<j<m n=1

Il est facile de voir que la fonction n +— Agymm f(n) est réelle multiplicative et
satisfait
Asymm £ ()] < dmga(n) — (n>1), (1.5)

ot dz(n) = d(n) et dm+1(n) = 3_,, dm(d). Posons

HFC(S—&—(j—I—%)(k‘—l)) sim=2n+1
Loo(s,sym™f) := { OSisn
(s, sym™) Tr(s + dopn) H Te(s+j(k—1)) sim=2n
1<jsn

avec ['r(s) 1= m7%/20(%), Tc(s) := 2(2m) ~°T(s) et

1 si21n,
St ::{ 24 (1.6)

0 sinon.
La fonction complétée A(s,sym™ f) est définie par

A(s,sym™ f) := Loo(s,sym™ f)L(s,sym™ f).
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Pour m € {1,2,3,4}, il est connu (voir [2]) que A(s,sym™f) est une fonction
entiére et vérifie I’équation fonctionnelle

A(s,sym™ f) = egymm fA(1 — s, sym™ f)

sur C, oll egymm s = £1. Elles sont démontrées si m = 1, par Gelbart et Jacquet
[6] si m = 2 et par Kim et Shahidi si m = 3,4. En fait, Kim et Shahidi [7] ont
établi I’équation fonctionnelle et le prolongement méromorphe de L(s, sym™ f) sur
C pour m =5,...,9 et ’holomorphie et la non-annulation de L(s,sym™ f) dans le
demi-plan Re s > 1 pour m = 5,...,8. Pour % <o<<letm=123,40um2=5
sous la conjecture de Langlands-Serre, on a la borne de convexité

(1—0)/2+4+¢

L(o +ir,sym™f) < (Nm<|7'| +k)"(7) + kézf’”)) (1.7)

Ol g4y, est défini par (1.6) (voir [1]).

Dans cet article, nous nous intéressons au probléme du premier changement
de signes de la suite des coefficiens de Dirichlet de L(s,sym™ f). Désignons par
Neymm f le plus petit entier n tel que

Asymm f(n) < 0 et (n,N)=1,

et cherchons des bornes de ngymm ; en terme du conducteur de L(s, sym™ f) donné
par

kM N™ si m est pair,
stmrnf = { (]..8)

EMTIN™  si m est impair.
Pour m = 1, Iwaniec, Kohnen & Sengupta [8] ont montré que
nsymlf < (k2N)29/607

ou la constante impliquée est absolue. L’exposant % a été amélioré en % et % par
Kowalski, Lau, Soundararajan & Wu [9] et par Matoméki [12], respectivement.

Quand m = 2, Lau, Liu et Wu [10, Theorem 1] ont établi que
Neym2f < (K2N?2)10/113

ou la constante dans le symbole de Vinogradov est absolue.
Dans cet article, nous traitons le cas ot m = 3,4. Nous avons le résultat
suivant.

Théor?me 1.1. Soient k > 2 un entier pair, N > 1 un entier sans facteur carré
et f € Hi(N). Alors on a

6/31
sym3 f

5/36
sym4 f>

Ngym3 f < Q et Nsym4 § < Q

ot les constantes impliquées sont absolues.



242 Kamel Mazhouda, Khadija Mbarki, Jie Wu

Remarque. Soient L(s,n) la fonction automorphe associée a une représentation
cuspidale irréductible 7 de GL,,(Ag) et Az(n) le n-éme coefficient de Dirichlet de
L(s, 7). Désignons par n, le plus petit entier n tel que

Ar(n) <0 et (n,N;) =1,

ot N, est le conducteur arithmétique de L(s, 7). En désignant par Q, le conduc-
teur analytique de L(s,n), Qu [13] a montré que n; < e Q;G()g:m/%s pour tout
€ > 0, ou la constante impliquée ne dépend que de m et €. L’exposant m/2 a été
réduit & 1 pour m > 2 par Liu, Qu & Wu [11]. Puisque sym™ f est un cas partic-
ulier de représentations cuspidales irréductibles m de GLy,+1(Ag), notre théoréme
améliore le résultat de Liu, Qu & Wu dans ce cas particulier pour m = 3, 4.

2. Une expression de Agyp,m ¢ (p”) en 0¢(p)

Soit Uy, (u) le polynome de Tchebychef de second espéce de degré m. Il est bien
connu que (voir par exemple [14])

Ay £(9) = A (™) = U (cos 87 (p)) = Si““gﬂ;f%f @) vy @)

Par conséquent, si n est un entier sans facteur carré premier avec N, on a
Asymm £ (n) = Ag(n™). (2.2)
La démonstration du Théoréme 1.1 se base sur la proposition suivante.

Proposition 2.1. Soient k > 2 un entier pair, N > 1 un entier sans facteur carré
et f € Hi(N). Pour tous entiersm > 1 et v >0, on a

Aymens ) = [ 2200 ®)) ) vy (2.3

ou 07 (p) est défini comme dans (1.4).
D’abord, nous établirons une formule de récurrence de Agymm f(p*) sur m.

Lemme 2.2. Sous les notations de la Proposition 2.1, on a

Asymm £ (p”) = Z ei[ml/*(m+1)j]9f(p)ASymmilf(pj) (2.4)

0<j<v
pour tous entiers v = 0, m > 1 et tout nombre premier p.

Démonstration. Pour la simplicité de notations, on écrit

a:=ap(p), B:=p5p), 0=0¢p).
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Le produit eulérien de L(s,sym™ f) est

L(s,sym™ f) = [ Ly(s,sym™ f)

p
avec
m ol gt -1 20—m\ ~1
Lp(s,sym f)_H< o > _H<1_ P >
£=0 £=0
m oo a(QF—m)y
I3

. el a—mvo 0 Oéf(m72)1/1 0 Oéf(mfél)ug el aMmvm
Ly(s,sym™f) = 3 )3 )3 D
pllos plll s pl’28 pV7n5
vo=0 v1=0 vo=0 V=0

oo

3 1 S aTieemm

pIJS
v=0 (v0,..,vm )ENT T
Vot t+vm=v

En identifiant le coefficient de p~”*, on obtient

/\symmf (pv) _ efimue Z ei2 Sivo tved (25)

(V0,.veyVm )ENT T
vo+-+vm=r

pour tout entier v > 0 et tout nombre premier p. De plus on peut écrire

. . . m—1
Asymmf(py) — § e—wm0612ml/m0 E e12 Doy Lved
0Ly <y (0, sVm—1)ENT
Vot Vm—1=V—Vm
. . . m—1
_ E el((m+1)V7,L71/)9671(1/71/,,")(7%71)9 2 61222=0 L6
0<ym <Y (V050 s¥m—1)EN™

Vot +Vm—1=V—vm

— Z ei((m+1)um7u)9)\symm71f(pufvm).

o<y <V
D’ott on obtient (2.4) par un simple changement de variable j = v — vp,. |

Maintenant nous somme préts & démontrer la Proposition 2.1.

Pour la simplicité de notations, on écrit § = 6¢(p). On démontrera (2.3) par
récurrence sur m. Evidemment quand m = 1, cette formule est vraie pour tout
v > 0, grace a (2.1). On suppose qu’elle est vraie pour m et tout v > 0, et on veut
démontrer qu’elle est aussi vraie pour m + 1 et tout v > 0. Pour cela, on utilise la
formule (2.4) et 'hypothése de récurrence a écrire

m

v - i[(m (r i j + k
)\Symm+1f(p ) = Ze m =2 H SlIl /419 ]
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En reportant la relation d’Euler
m m

H sin[(j + k)0 H i(7+k)0 7i(j+k)g)

dans la formule précédente, on peut trouver que

sy £(p H sin(k6) Z i[(m+1)v—(m+2)5]0 H (elTHR0 _ o=ili+h)0),
k=1
D’out
m—+1
Agymm-+1 4 (P H sin(k6) = @ +12
avec
Y, = ei[(m+1)uf(m+2)j]0(ei(erl)O —i m+1)0 H 1(j+k)0 _ e*i(jﬂc)@)_
j=0 k=1

Donc il suffit de montrer que pour tout v > 0 on a

m—+1
Y, = H (ei(u+k)9 _ efi(quk)O). (2.6)
k=1

Ensuite on va vérifier (2.6) par récurrence sur v > 0 pour tout m > 1 fixé.
Evidemment quand v = 0, la relation (2.6) est trivialement vraie pour tout m > 1.
Mainenant on suppose qu’elle est vraie pour v, et on veut démontrer qu’elle est
aussi vraie pour v + 1. En utilisant la définition de ¥, et en séparant le dernier
terme, il est facile de voir que

2u+1 — ei(erl)GEV+efi(u+1)0(ei(m+1)97efi(m+1)0 H 1(u+1+k i(V+1+k)0).

En tenant compte de I’hypothése de récurrence, on peut écrire

m—+1
Y41 = el(m+1)0 H (ei(u+k)9 _ e—i(u+k)9)
k=1

+ e—i(u+1)9(ei(m+1)9 o e—i(m+1)9) ﬁ (ei(y+1+k)9 o e—i(u—&-l—&-k)@).
k=1
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En faisant le changement de variable k = k' + 1 dans le premier produit, il suit

m

Y1 = el(m+1)0 H (ei(u+1+k)9 _ efi(u+1+k)6)

k=0

+ e—i(u+1)9 (ei(m+1)9 _ e—i(m—i—l)@) ﬁ (ei(u+1+k)9 _ e—i(u+1+k)0)
k=1

=1

((H14k)0  —i(v14k)0
(e e ) %

=
Il
—

ei(m+1)0(ei(u+1)0 _ efi(u+1)0) 4 efi(u+1)0(ei(m+1)0 B efi(m+1)9)}

3 X
F—
=

_ (ei(v+1+k)9 . e—i(u-&-l-&-k)é)).
k

Il
_

Cela achéve la démonstration.

3. Ensemble des nombres premiers mauvais

Maintenant, on a besoin d’introduire quelques objets.

Lemme 3.1. Soient k > 2 un entier pair, N > 1 un entier sans facteur carré,
feHLN), meN* et DeN*. En posant

f@fffm = U {p: Asymm ¢ (p”) = 0}, (3.1)
1<v<D
on a
| P8 | <Dom log(kN), (3.2)

ot la constante impliquée ne dépend que de D et m.

Démonstration. D’aprés (2.3), on peut écrire

sin((v + 5)60
e U I

1<v<D 1<j<m 705 (p

cU U U {row-"74

1<v<D 1<<m 1<d<v+j—1
d#(v+4)/2

=U U U {piAf(p)—2COS(Vﬁrj)}.

1ISr<D 1<j<m 1<d<v+j5—1
d#(v+5)/2

Pu1squecos( )#Opourl <D, 1<j<metl1<d<rv+7—1tels que
d# (v +17)/2, le Lemma 2.4 de [10] implique blen (3.2). |
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Lemme 3.2. Soient k > 2 un entier pair, N > 1 un entier sans facteur carré,
feHL(N), meN* et DeN*. On pose

NP = 11 P, (3.3)

peyﬁm ou p|N
ot @}?m est défini par (3.1). Alors on a
[I (0 =p") >pm (logs(kN)~>. (3.4)
PINE,,
ot la constante impliquée ne dépend que de D et m.

Démonstration. On désigne par w(n) le nombre des facteurs premiers distincts
de n et par p, le n-éme nombre premier. En utilisant le théoréme des nombres
premiers, on peut déduire que

[ (-rY)=e(= X »+00)

pINP,, PIND,,
-1 -1
>exp| — 2 D
PSP D | PSPw(N)
fim

> exp (— log, Db |~ log; Pu(N))-
D’autre part, on sait que p, ~ nlogn et w(n) < (logn)/logyn. 1l suit, grace au

Lemme 3.1, que

H (1 —p_l) > exp ( — log2(|<@fm| +3)— log2(w(me) + 3))
PINF,,
! > exp (— 2logs(kN)),

puisque

log N, < Z logp + Z logp < pop |+ Pu(n) <Dm log(kN).

PSP D | PEPuw(N)
f.m

Cela achéve la démonstration. |

4. Minoration de Agyy,m ¢(p) sous ’hypothése de positivité

Pour f € H;(N) et m =1,2,3,4, soit y = Y5, le plus grand entier tel que

Asymm £(n) = 0 pour tout n <y et (n,N) = 1. (4.1)
Le but de cette section est de donner une borne inférieure effective de Agymm f(p)
pour p < y (i.e, sous 'hypothése de positivité). Puisque les cas ot m = 1,2 ont

été traités dans [9] et [10] respectivement, nous considérons m = 3, 4.
Pour m = 3, on a le résultat suivant.
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Lemme 4.1. Soient k > 2 pair, N > 1 sans facteur carré et f € Hi(N).
(i) Pourd >0, on a

1 2d+1__ 2d+3 : 59T D
10, 5ama V55T sqa il s SIET avec pt Ny,

Py
07(p) € 110, siem[U] 23 24831 5 ) L y3aee avec pf Ny, (4.2)
Py

' 3415 3d+57 3d+4
1 2d+3 2d+3 : 3413 D
10, sapem[Vsais ™ sl 0 37 avee pf Niy.

(ii) Pourd >0, on a

1
)‘sym3f(p) = U5 [COS (?ﬁ%iﬂ-)] (p < Yy3d+i, p Jf N}?B)? (43)
ot Us(u) est le troisieme polynome de Tchebychev de 2éme espéce.

Démonstration. Pour la simplicité de notation, on écrit 87(p) = 6.
A. D’abord on montre que (4.2) est vraie pour d = 0.

e Quand p <y avecpJ[NJ%, on a

sin(40)
sin 6

Asyms £ (p) = > 0. (4.4)
Puisque 6 €]0,7[, on a sinf > 0. D’aprés (4.4), on a sin(46) > 0. En tenant
compte de 46 €]0,4x[, on doit avoir 46 €10, 7[U]2m, 3n[. Par conséquent,
on a

6 €10, 3w[U]iT, 2n]. (4.5)

e Quand p < y? avec ptNfs, ona

Asymif(p?)  sin(50)

(
Ayt (p)  sin(20)

Si 6 €]0, x|, alors sin(26) > 0. D’aprés (4.6), on a sin(50) > 0. En tenant
compte de 50 €]0, 2x[, on doit avoir 50 €]0,7[, d’ou § €]0, Ir].

Si 6 €]inm, 3x[, alors sin(20) < 0. D’aprés (4.6), on a sin(5¢) < 0. En tenant
compte de 50 €2, L27[, on doit avoir 50 € |37, L[, don 0 €]m, x|,
Par conséquent, on a

> 0. (4.6)

6 €]0, im[U] 3T, 3x]. (4.7

e Quand p < y3 avec pJ(N]{?S, on a

Asyme £ (P?) _ sin(66)
Asym3f(p?)  sin(36)

Si 6 €]0,1tn[U]2nm, 37[, alors 30 €]0, 2x[U]27, 2x[. On a sin(36) > 0.
9
2

> 0. (4.8)

"3
D’aprés (4.8), on a sin(66) > 0. En tenant compte de 60 €]0, Sx[U]4n, I7],
on doit avoir 660 €10, r[U]dnm, §7[, d’ot 6 €]0, tm[U]Zm, 2x|.
Si @ €]2m, 27[, on a sin(36) < 0 et sin(66) < 0. Donc (4.8) est vérifiee.
Par conséquent, on a

6 €]0, gm[U] 3T, 3x]. (4.9)

En compte de (4.5), (4.7) et (4.9), on voit que (4.2) est vraie pour d = 0.
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B. En supposant que (4.2) est vraie pour d, on montre qu’elle a lieu pour d+1.

1
e Quand p < y3@FDFL avec pJ(N]PS, on a

N g (pBlA+D)+1 .
Aeymt s PP sin((3d + 4)0)

Par 'hypothése de récurrence, on a

0 €]0, 3d1+67T[U]§gig7r’ ggiiﬂ[’

d’ou
(3d+4)0 €10, 3452 x[U]((2d + 3) — 242, (2d + 3)w[ = sin((3d +4)0) > 0.
L’inégalité (4.10) implique que sin((3d 4 7)8) > 0. Puisque

(3d+7)6 €]0, 34+ Tx[U)(2d + 4 + 557, (2d + 5 + 5755)7,

on doit avoir

(3d+T7)0 €]0,w[U](2d + 4 + 45t ), (2d + 5)n.

Par conséquent, on a

1 2d+3 . 2d+5, 1 __ 1 2(d+1)4+1__ 2(d+1)+3
0 €10, si=mVIsEE™ 35 m([=10, sarnmm (V@™ sl
(4.11)

1
e Quand p < y3@F0F2 avec pt Ny, on a

3(d+1)+2 .
Asymi (P ) _ sin((3d+8)6) (4.12)
Asyme £ (pPE@+DF1) — sin((3d + 5)0)

Sif e€]o, ﬁw[, on a sin((3d+5)#) > 0. D’aprés (4.12), on a sin((3d+8)6) >
0. En tenant compte de (3d + 8)6 €]0, 38 7[, on doit avoir

' 3dHT
(3d +8)8 €10, 7|, e,  0€l0,5757]
Sif e ggigﬂ', %ﬁﬂ'[, on a sin((3d+5)6) < 0. D’apreés (4.12), nous obtenons
sin((3d 4+ 8)#) < 0. En compte de (3d + 8)0 €](2d + 5 — ﬁ)w, (2d +

5+ 2953)7[, on doit avoir (3d + 8)0 €](2d + 5)m, (2d + 5 + 322)x[, d’'on
2d+5, 2d+5

(9 S ] mﬂ', mﬂ'[

Par conséquent, on a

1 2(d+1)4+3 _ 2(d+1)+3
) 3(d+1)+57r[U]3(d+1)+57T’ 3(d+1)+47r['
(4.13)

0 €10, 3d1+8ﬂ-[u]§gigﬂ-’ 331?”[:}0
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1
e Quand p < y3@FDF3 avec pJ(NﬁS, on a

Nyt (PP 3) sin((3d 4 9)6)

= > 0. 4.14

Ayme 7 (PPE@D+2) ~ Sin((3d + 6)0) (4.14)

Si 6 €]0, 3d+8ﬂ'[u]2ﬂ', ggi?ﬂ'[ on a sin((3d+6)#) > 0. D’aprés (4.14) on ob-
tient sin((3d+9)¢) > 0. En compte de (3d+9)6 €10, gg—igw[ 1(2d+-6)m, (2d+

6+ 3dd137) [, nous devons avoir que (3d +9)0 €10, 7[U](2d + 6)7, (2d + 6 +

3‘2137) [, dou 6 €]0, 301+97T[U]27r7 3%?”[
Si 6 €]24t2m, Z7[, alors sin((3d46)0) < 0 et sin((3d+9)0) < 0. Donc (4.14)

est vérifiée.
Par conséquent, on a

2d+1)+3_ 2(d+1)+3
[U]B(d+1)+5”’ 3(d+1)+4 [
(4.15)

En combinant (4.11), (4.13) et (4.15), on voit que (4.2) est vraie pour d + 1.

6 €10, = W[U]2d+57r 2d+57r[ 10

? 3d+9 3d+8 " 3d+7 ’ 3(d+1)+6

C. Enfin, on démontre l’assertion (ii).

La fonction u(f) = Us(cosf) = 8cos®f — 4cosf a 3 racines m,3m, 37 sur
[0, 7). Puisque w/(§) = —24(cos? f — £)sin 6, la fonction u(f) est décroissante sur
[0, arccos (‘éé)]u[w arccos (‘ég) ] et crmssante sur [arccos (‘éé) T —arccos (‘/66)]
En tenant compte de < inet in < ggiéﬂ' < ggiiw < 27 pour tout d > 0
et le fait que

3d+4

: 1 2d+1 (243
min {u(3757), w(3EEm)} > w(EEEm),
- 1 2d+1 . 2d+3 : s o (2d43
la valeur minimale de u(6) sur [0, 572 U 5552, 54017 est égale a u(555m).
Cela achéve la démonstration. ]

Pour m = 4, on a le résultat suivant.

Lemme 4.2. Soient k > 2 pair, N > 1 sans facteur carré et f € H;(N).
(i) Pourd >0, on a

1
10, 2d1+57r[u]2(f1t-2577’ 2%1135”[“331?)77 m[ (p <y, pJfNng)’

07 (p) € )
10, sarsmUlsais ™ sqrsm VIEgem 7l (p <y#7, pINP,).
(4.16)
(ii) Pourd >0, on a
1
Asymif(p) = Us [ cos (35557)] (p <y= 1, pt Nfy), (4.17)

ot Uy(u) est le quatrieme polynome de Tchebychev de 2éme espéce.

Démonstration. Pour la simplicité de notation, on écrit 87(p) = 6.
A. D’abord on montre que (4.16) est vraie pour d = 0.
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. Quandp<yaVeCPJfN£4v on a

sin(56
Asyma f(p) = .( )>0. (4.18)

sin 6

Puisque 0 €0, 7[, on a sinf > 0. L’inégalité (4.18) implique sin(50) > 0. En
tenant compte de 50 €]0,57[, on doit avoir 50 €]0,w[U]27, 3w[U]4m, 5rl.
Par conséquent, on a

0 €10, tx[U] 2w, 2x[U]dm, w. (4.19)

s

e Quand p < y? avec ptNf, ona

Asymif(p?)  sin(66)
Asym4 £(P) o sin(26)

Si 6 €]0, +w[U]2m, 3], alors sin(20) > 0. D’apres (4.20), on a sin(66) >
2

572
0. En tenant compte de 66 €]0, Ex[U]27,3x[, on doit avoir 60 €]0,7[U

5
27, 3x[, dou 0 €]0, gm[U]2m, i7].
Si 6 €]im, 2x[U]dm, x], alors sin(20) < 0. D’apres (4.6), on a sin(66) < 0.
En tenant compte de 66 €]3m, 2x[U]2 7, 67, on doit avoir 60 € |3, Bx[U
|5, 6m[, dou 6 €37, 3x[U]2m, 7.
Par conséquent, on a

> 0. (4.20)

no

0 €10, ix[U] 2w, 2x[U]3m, m]. (4.21)

En compte de (4.19) et (4.21), on voit que (4.16) est vraie pour d = 0.

B. En supposant que (4.16) est vraie pour d, on veut montrer qu’elle est aussi
vraie pour d + 1.

1
e Quand p < y2@FDFT avec pJ(NJP4, on a

N a(p2(d+ D)1 ~
sym £ (P ) _sin(2d+7)0) (4.22)
A (p2(d+1)) sin((2d + 3)0)

sym# f

Par ’hypothése de récurrence, on a

6 €]o, zdl-ksﬂu]Qddfﬂrv 2%113577[“3212777”['

On discute deux possibilités:

(a) Si 0 €]o, ﬁﬂ'[U]gg%gTr,ﬂ'[, alors sin((2d + 3)8) > 0. D’aprés (4.22),
on a sin((2d+7)8) > 0. En compte de (2d+7)0 €]0, %W[U](2d+6—
3375)™, (2d+7)m[, on doit avoir (2d+7)6 €]0, 7[U](2d+6)m, (2d+7)7],
d’ou

0 €10, 5[ U] 248 m, 7[ =10, s U] S ire m, wl. (4.23)
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(b) Si0 €]42m, S x[, ona (2d+3)0 €](d+ 1+ 5m)m, (d+2— g7t)7[.

Cela implique que

: >0 (21d) @22 >
sin((2d + 3)0) {< 0 (2|4 =" sin((2d 4 7)0) {< 0 (2]d).

En tenant compte de (2d+7)0 € ](d+3— ﬁ)ﬂ', (d+4+ ﬁ)ﬂ[, nous

devons avoir (2d + 7)8 €](d + 3)m, (d + 4)=[, d’onr

d+3 _ d+d _r_1.(d+D+2 _ (d+1)+3
0 6]25;777 2d++77r[—]2((d+1)+57r’ 2(d+1))+57r[' (4.24)

Par conséquent, on a, grace a (4.23) et (4.24), que

(d+1)42 d+1)+3 2(d+1)+4
0 €10, 2(d+11)+57r[u]2(d+1))+57r’ 2((d+1)+57T[U}2(d+1§+57r’7r[' (4.25)

1
e Quand p < y2@FDF2 agvec pJ(NJ?4, on a

A 2(d+1)+2 ;
symt (P ) _ S'ln([Qd +8]6) “o (4.26)
Asymi £ (p2@FD+1) sin((2d + 4)6)

On discute deux possibilités:

(a) Si
96{1072;+7w[u15w72ﬁ4m (2] d).
10, VIS m 3l (214),
alors
(24440 € {]O,gfjﬁw[u](dJrz)w, (d+3—£2)r] (2] d),
10, 3527 [U)(d + 1+ 55 )m, (d+ 2)x[ (21 d).

Dans ce cas, on a sin((2d+4)6) > 0. D’aprés (4.26), on a sin((2d+8)6) >
0. En tenant compte de

0, 28 [ U](d + 4)m, (d + 4+ &E4)r] (2] d),
e {]07 2B r[U](d+3+ 45w, (d+ 7] (214),
on doit avoir
<2d+8>ee{]o’”[u](d“)”’(d“w;mﬂ @)
10, 7[U](d + 3+ 52 ), (d+ )7 (21 d),

d’oll

1 d+4 d+4
0 € {]0, sars ™ Ulsarsm sarml (214), (4.27)

10, 2d1+87T[U}2d(11377T> zddTgW[ (214d).
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(b) Si
96{];’jﬁméww]§§iimw[ 2]4d),
Jam, sammlUlsaem nl (21d),
alors
J(d+1+ &2, (d+ 2)7]
(2d+4)0 € UJ(2d + 3+ 52=)m, (2d + )| (2] d),
J(d+2)m, (d+3 — &)
UJ(2d+ 3+ 53=)m, (2d+ 4)n[ (21 d).

Dans ce cas, on asin((2d+4)0) < 0. D’aprés (4.26), on a sin((2d+8)0) <
0. En tenant compte de

J(d+ 3+ 27, (d+ )7
Ul(2d + 7 — 53=)m, (2d + 8)7[ (2] d),
J(d+4)7, (d+ 4+ £5)x

UI(2d + 7 — 53=)m, (2d + 8)x[  (214),

(2d +8)0 €

on doit avoir

J(d+ 3+ 55t2%)m, (d+ 4)7|
Ul2d+ 7)m, (2d + 8)w[ (2] d),

(2d+8)8 €
J(d+4)m, (d+ 4+ 555 )7
ul(2d + 7w, (2d+ 8)7[ (214d),
d’out
0 e {]2%11377“ 2%14877[“321;%”[ (2] 4d), (4.28)
Hﬁlﬁs”v 2ddt47”[u}32157;”’7r[ (21d).
Par conséquent, on obtient, grace a (4.27) et (4.28),

0 €10, 2d1+87r[u]2dd—-_|-3777 2‘31477T[U]§§Ig7r,7r[ (429)

d+1)+2 _ (d+1)+3 d ~

=10, 2(d+11)+67T[U]2((d+1))+57T’ 2((d+1))+57r[u]§dig7r’ 7[.

En combinant (4.25) et (4.29), on voit que (4.16) est vraie pour d + 1.

C. Enfin, on va démontrer l’assertion (ii).
La fonction u(6) = Uy(cos #) = 16 cos* 0—12 cos? 6+1 a 4 racines im, 27, 2, 2n
sur [0, 7]. Puisque u/(f) = —32(cos? §— 2 ) sin(26), la fonction u(f) est décroissante
sur [0, arccos(y/3/8)] U [3m, m — arccos(y/3/8)], et croissante sur [arccos(y/3/8), 37| U

[ — arccos(,/3/8), 7]. En tenant compte de
1 1 20 < 42 o di3 3 dp o 2d+44

50757 S 57T 5757 S 5T 5 2d+5

57X 2415 TS
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et le fait que

min {“(2d1+57r>7 u(zﬁéw), “(ggig } Z U 2{112577)

la valeur minimale de u(6) sur [0, le_‘_s 7| U [2‘21257@ Qdd'ﬁ ] U [%iéw, 7] est égale a
d+2

u(5grsT)-
Cela acheve la démonstration. ]

5. Fonction h et sa moyenne
Fixons un entier D > 1, et définissons

1 . . .
— s1 m est impalr
Upn.q = {m@ 41+ (d=1,2,...,D)

/2 (D—dF)F1 S m est pair
et

U, | cos (%w)] si m est impair
Fmd = g - n0-dppma v oo (@=01.. D).
m | cos ( T DD T 7)] sim est pair

En tenant compte de (4.3) et (4.17), nous pouvons introduire une fonction mul-
tiplicative h = h,, , comme dans [9, 12]. Pour tout nombre premier p { N fD,m et
tout entier v > 1, on définit

Ko (R28P) i p =1
hv") = {O (10gy) siv =2 (5.1)
avec
—(m+1) sit>1
Km(t) == { Up [ cos (%W” si m(d—&l)—&-l <t< s (0<d< D)
Um[cos (%ﬂ)} sit< mD+1
si m est impair; et
—sym™ sit>1
o (£) = Um[cos (%W)] si m <t < W
(0<d< D)
Um[cos (%ﬂ)] sit < m

si m est pair avec

sym™ := max (—U,y(cosf)) > 0.
0€[0,n]

En particulier, on a sym? =

| ot
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Soit 0, (u) la fonction définie comme 1'unique solution de I’équation intégrale

uo, (u) = /0“ Om (@) km(u—t)dt (U > U 1),

om(u) = utmo—1 0O<u<una).

(5.2)

Par le Lemme 8 de [12], elle est aussi 'unique solution continue d’une équation
différentielle (avec la méme condition initiale) de la forme

D/
(! =00 () = w0 (Km,d = Fom,d—1) O (U — U, )
d=1
pour u > Up 1 €t U # Um 2, .-, Um D, 00 D' = D (< D) est Uentier tel que

U, D' < U €t Uy pry1 > U.

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 5.1. Soient f € H;(N), m = 3,4 et U > 1 un réel positif. Alors on a

(i) Alors, on a

Jm(u) +OU(l) u u\Km,0—
Z hm,y(”):WHNﬁm,nm,oy (logy™)"*~"  (5.3)

n<y"
(n,Nﬁm)zl

1/100

symm f € Ul<u<U, ou

uniformément pour y = Q

ND Km,0 1 Km0
g o= (g2 ) I (1-3) (122
' fm pINP,, p p (5.4)
> p.m (logy(kN))~2Fmo.
(ii) Soit w,, la solution de I’équation o,,(u) = 0. Alors on a
us > 2,50037,  ug > 3,60373 (5.5)

et

Om(u) >0 (U < ). (5.6)
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Démonstration. La formule asymptotique (5.3) dans la premiére assertion est
essentiellement le Lemme 6 de [12]. La minoration (5.4) est une conséquence de
(3.4).

Les calculs numériques dans la deuxiéme assertion peuvent étre réalisés a ’aide
du logiciel Mathematica version 10. |

6. Preuve du Théoréme 1.1

Pour f € H;(N), m € N* et z > 1, on définit

Ssymm f () 1= Z )\syme(n)u(n)Q log™ (%) ,

nx
(n,N_?m)zl

o pu(n) est la fonction de Mobius.
Le résultat voulu provient de la majoration et de la minoration de Sgymm f(y*)
pour u < i,,,. On commence par minorer la somme en question.

6.1. Minoration de Sgyum™f(y")

Lemme 6.1. Soient f € H}(N), m = 3,4 et u,, donné comme dans (5.5). Alors
PoUr U < Uy, ON @

Ssymm £ (") > Dm,u y" (log y*) ™0~ (logy (kN )) 720

1/100

uniformément pour y > stm"”f’ ot la constante impliquée ne dépend que de D,

m et u.

Démonstration. Soit h(n) = A, (n) la fonction multiplicative définie comme
dans (5.1). On introduit également une fonction multiplicative g = gy, définie
par la convolution

)\symmf =g * h
Par la définition de h, (4.3) et (4.17), on a

9(p) = Asymm s (p) — h(p) =0

pour tout nombre premier p { Nﬁ’m. De plus, par multiplicativité, on a g(n) > 0
pour tout entier sans facteur carré n tel que (n, N fm) = 1. D’autre part, grace au

Lemme 5.1, on a
21 m yu 2
> h(0)pu(e)* log (W) 0

<y /d
(£7Nﬁ7n):1
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pour u < u,,) et d > 1. D’ou 'on peut déduire que pour u < u,, on a

u

Somrs) = X (axmu g™ (L) (0=t

n<y*
(n7NJ£,)m):1
yu
= ¥ saw@ ¥ oaoweros (%)
d<y" 0<y"/d (6.1)
(d,Nf,,)=1 (LNF,)=1
yu
> h 2 m( J
> neueron (%)
<y
(ZaNﬁm):l

puisque g(1) = 1.
Maintenant la minoration souhaitée découle immédiatement de (6.1), (5.4) et
(5.3) du Lemme 5.1. [ |

6.2. Majoration de Sgym™ ()

Lemme 6.2. Soient f € H;(N) et m =1,2,3,4. Alors pour tout € >0, on a

1/4+
Seymr () <o QU ate at/2te (6.2)
uniformément pour x = 3, ou la constante impliquée ne dépend que de €.

Démonstration. Si fes > 1, alors

Z“y%f(”) ~TI <1+ Af(zzm)>

n>1 pIN p

puisque la fonction Agyms ¢ est multiplicative sur les entiers sans facteur carré pre-
miers avec N. Le membre de droite de cette égalité est égal & L(s,sym™ )Gy . (s).
D’aprés l'inégalité (1.5) appliquée pour m = 3,4, la fonction Gy, (s) est une
série de Dirichlet qui converge uniformément et absolument dans le demi-plan
Res > % + € pour tout € > 0. Par application de la formule de Perron, on a

1 1+4e+ioco . 5
Ssyme(ﬂU) = ﬂ /1+ ‘ L(S,sym f)Gf,m(S)WdS
e—ioco

En transformant I'intégration sur le segment Re s = 1+¢ au segment e s = % +e,
il suit que
Suymn () e 2/ HHE (N oo,
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ou l'on a déja utilisé (1.7) a déduire

1/24e+ioco 78
/ L(s,sym™ f)Gfm(s)—ds
1/24e—ico sm

dr
(|7—| + 1)3(m+1)/475

<. $1/2+6(Nmkm+52fm)1/4+8 (m =1,2, 3,4)7

%)
<. .’171/2+€ (Nmk;m""‘SQfW )1/4+5 /
—00

et les constantes impliquées ne dépendent que de €. |

6.3. Fin de la démonstration du Théoréme 1.1

Fixons D un entier suffisamment grand. En combinant les Lemmes 6.1 et 6.2,
on trouve que

u U\ Km0 — —2Km u 1/4 u
y" (log y) 0~ (logy (kN)) 72570 < p s Ssymen (4" Ko Quioit s (y™) /24

1/100+-¢
sym™ f

pour m =3,4,y > Q et 1 <u<u,. Dou

1/(2
Yy <<D,m,u,6 QS}{r(n:i)erE

pour m = 3,4, y > Q:;;Oyg}-s

tenant compte de (5.5).

et 1 < u < uy,. Cela implique le Théoréme 1.1 en
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