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Corps linairement compacts discrets

By Mohamed TABAA
Departement de Mathmatiques, Faculte des Sciences, Rabat, Maroc

(Communicated by Shokichi IYANAGA M. J. A., Sept. 12, 1995)

Tous les anneaux consideres sont supposes 1) K est A-linOairement compact pour la topolo-
commutatifs et unitaires, gie discrOte.

Une topologie lineaire sur un module est dire 2) A" est un anneau de valuation A-lind-
lineairement compacte si elle est separee et si airement compact pour la topologie discrete.
route base de filtre formee de varietes lineaires Preuve. 1) =’2). La premiere assertion
affines admet au moins un point adherent, decoule du corollaire i et la seconde est claire.

Nous cherchons fi determiner les anneaux in- 2) =: 1). A’ est un anneau de valuation
tegres dont le corps des fractions est lineaire- lineairement compact pour la topologie discrete,
ment compact pour la topologie discrete. L’im- done, d’apres [4, prop. 10. 10], K est A’-line-
portance de ces anneaux a ere soulignee par airement compact pour la topologie discrete. L’im-
Vfimo dans [14]. On connait essentiellement plication resulte alors de [16, lemme 1.5] puis-
deux types de tels anneaux" les anneaux de que, en vertu de [1, cot. 9], l’anneau A a la
valuation maximaux [8] et les anneaux locaux dualite.
noetheriens complets de dimension 1 [2]. Dans Dans la proposition precedente la propriete
cette Note nous obtenons une caracterisation de 2) ne peut pas etre remplacee par "A" est un
ces anneaux, et donnons quelques exemples, anneau de valuation maximal". On prend A Q

Dans route la suite A designe un anneau in- + XQ[[X]] of Q est une cloture algebrique de
tegre, K son corps des fractions et A’ sa cl6ture Q A est un anneau integre local d’ideal maximal
integrale. XQ[[X]] et de corps des fractions Q((X)) sa

Lemme 1. On suppose que A esl inlOgrale- cloture integrale A’= Q[[X]] est un anneau de
,ment clos. Si A est un anneau local et si, pour tout valuation discrete complet donc un anneau de
anneau de valuation de K dominant A, K est valuation maximal; mais A’ n’est pas A-line-
A-linOairement compact pour la topologie ddfinie par airement compact pour la topologie discrete"
cet anneau, alors A est un anneau de valuation, sinon, d’apres [3, chap. 3 {}2 exer. 15 c)], le corps

Preuve. La demonstration du lemme de [12] residuel tca, Q de A’ serait A-lineairement
montre que la propriete 7) du theoreme 19.15 de compact pour la topologie discrete; et par suite,
[5] est verifiee pour A, d’ot? le lemme, en vertu de [3, chap. 3 {}2 exer. 20 a)], serait de

On en deduit le rang fini sur tZa Q.
Corollaire 1 ([6, th. 2], [14, prop. 2.11]). Si On designe par AnnA(A’/A) le conduc-

K est A-linOairement compact pour la topologie dis- teur de A dans A’.
crte, alors A" est un anneau de valuation. Corollaire 2. Si 4= 0, A est linairement

Preuve. L’anneau A’ est lineairement com- compact pour la topologie discrOte et A" est un
pact pour la topologie discrete, il resulte donc de anneau de valuation alors K est A-linairement
[3, chap. 3 {}2 exer. 21 c)] que A’ est local" le compact pour la topologie discrbte.
resultat decoule alors du lemme precedent. Preuve. Soit d [, d 4= 0. On a dA’ A,

Dans [16, section 4], Wiseman montre, sur donc dA" est A-lineairement compact pour la
quelques exemples, que le type d’anneau integre topologie discrete et par suite A’ est A-line-
lineairement compact pour la topologie discrete airement compact pour cette topologie. Le corol-
peut etre determine en considerant sa cloture in- laire decoule alors de la proposition 1.
tegrale; dans ce sens on a la Un anneau integre est dit complOtement rOflex-

Proposition 1. Les proprits suivantes sont if si tout module reduit sans torsion de rang fini
Oquivalentes. est reflexif, et il est dit un D-anneau si tout mod-
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ule sans torsion de rang fini est somme directe de
modules de rang 1.

Les hypotheses du corollaire precedent sont
verifiees si A est completement reflexif ou si A
est un D-anneau local (cf. [11, th. 1]).

Un anneau integre est dit coherent si l’in-
tersection de deux ideaux de type fini de cet
anneau est un ideal de type fini.

L’hypothese =/= 0 est vrifiee si A’ est une
A-algebre finie.

Corollaire 3. Si A est un anneau coherent de
dimension 1 lindairement compact pour la topologie
discrete et A" est une A-algbre finie, alors K est
A-linairement compact pour la topologie discrdte.

Preuve. A" est quotient d’un A-module libre

de rang fini, il rsulte de [3, chap. 3 2 exer. 15
b), d)] que A’ est A-linSairement compact pour la
topologie discrete, et i fortiori, est un anneau
lineairement compact pour cette topologie, donc
A’ est local; d’autre part A’ est une A-algebre
finie donc, en vertu de [7, cor. 1.5], est un anneau
coherent. On en deduit, d’apres [10, prop. 2], que
A’ est un anneau de valuation. Le resultat
decoule du corollaire precedent puisque :/: 0.

Corollaire 4 ([2, cot. 2l, [14, th. 3.71). Si A
est un anneau local noethrien complet de dimension
1 alors K est A-lindairement compact pour la topolo-
gie discrete.

Preuve. D’apres [3, chap. 3 3 exer. 5 b)], A
est linairement compact pour la topologie dis-
crete et d’apres le theoreme de Nagata [3, chap. 9
{}4 th. 2] A’ est une A-algbre finie; le resultat
decoule alors du corollaire precedent puisque A
est un anneau coherent.

Remarque. Si A est un anneau local noethe-
rien complet de dimension 1, le thSoreme de
Nagata rsulte du theoreme de Krull-Akizuki [3,
chap. 7 {}2 prop. 5] et de [3, chap. 3 {}3 exer. 18
a)l.

Un anneau R de radical fit est dit henselien
si, pour tout polyneme unitaire f de R[X] et
route decomposition de son image f dans (R/{R)
IX] en produit f- GH de polynemes etrangers
unitaires, il existe deux polynOmes unitaires g, h
de R[X] d’images respectives G, H tels que f-
gh.

D’apres [13], tout anneau linairement com-
pact pour la topologie discrete est henselien.

Dans route la suite L dsigne un corps, p est
un nombre premier, v une valuation sur L dont le

groupe des valeurs Fv est Z<p), n pr(r >__ 1) et
V l’anneau de v.

La proposition suivante fournit des exemples
non triviaux d’anneaux verifiant les conditions
equivalentes de la proposition 1.

Proposition 2. On suppose que Vest hens-
lien. Soient K une extension finie de L de degr n,
et b K entier sur V tel que K L(d). v admet
un unique prolongement w d K, dont l’anneau W
est la fermeture intbgrale de V dans K [3, chap. 6
{}8 exer. 6 e)]. On pose A V[b] et d- NK/L(b).

1) A est un anneau coherent de dimension 1 et
A" est un anneau de valuation.

2) Si v(b) U(Zp)) alors

i) :/: O.
ii) Le degrd rdsiduel f(w/v) 1, l’indice de

ramification e(w/v) n et l’indice initial e(w/v)
1; en particulier A" n’est pas une A-algdbre

finie,
3) K est A-linairement compact pour la topolo-

gie discrete si et seulement si Vest maximal.

Preuve. 1) On a A’= W car b W, donc
A’ est un anneau de valuation et dim(A)=
dim(V) h(,V) 1. L’assertion "A est un

anneau coherent" resulte du fair que V est un
anneau coherent et que A est une V-algebre finie.

2) Soit x- o + ,b ’{- -+- n-bn-1 Off

i L. D’apres [15, exer. 32.11 on a w(b)=
u(d)

on en deduit puisque v(d) U(Z) que

v() + iw(b) =/: v() + jw(b) pour i
w(x) inf(v()) + iw(b)). I1 en resulte que:

i) dA" A, donc =/: 0.
ii) F,/Fv Z/nZ, d’ot e(w/v) n, on en

deduit que f(w/v) 1, car, en vertu de [3, chap.
6 8 lemme 2], on a e(w/v)f(w/v) <_ n. L’ega-
lite s(w/v) 1 resulte de [3, chap. 6 {}8 prop.
3], puisque F est dense dans /. Enfin, A’ est
une A-algebre finie si et seulement si A’ est une
V-algebre finie; la derniere assertion decoule
alors de [3, chap. 6 8 th. 2], puisque t(w/v) =/=

e(w/v).
3) La condition est necessaire: Soit (u

Ea)a une base de filtre formee de varietes
V-lineaires affines de L, alors (ua + EaA) est
une base de filtre formee de varietes A-lineaires
affines de K, et comme K est A-lineairement com-

pact pour la topologie discrete, il existe x K
tel que x- ua EaA pour tout /; mais x-- 0

bn-1 ({i L) et puisque V-’{- 1bl -’{- -{-- n--X
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est integralement clos le polyn6me minimal de b
sur L appartient a V[X], done pour tout sous-
V-module E de L on a EA E Eb (]’’’
Ebn-l" d’ot 0 u E pour tout 2.

La condition est suffisante: L est V-line-
airement compact pour la topologie discrete et K
est de degre fini sur L done, comme dans la
preuve du corollaire 3, K est V-lineairement
compact pour la topologie discrete, et par suite
A-lineairement compact pour cette topologie.

Soient a V tel que v(a) U(Z(>) et
f(X) X"- a.

Lemme 2. Le polyn6me f(X) est irrductible
dans L[X].

Preuve. On applique [9, chap. 8 9 th. 16].
1) Si a L, alors a=x, of x L; d’ot

v(a) pv(x), ceci est impossible car v(x)
et v(a) U(Z()). Done a ft.

2) Si 4 divise n, alors p= 2, dans ce cas
a 6 4L4; en effet, si a 4x4, off x L,
alors v(a)= 2v(2xe), ceci est impossible car
v(2x2) Z(.)et v(a) U(Z()).

Exemple. On prend V maximal et b une
racine du polynOme f(X). D’apres le lemme
precedent f(X) est irreductible dans L[X], done
A V[b] verifie les detix proprietes 1) et 2) de
la proposition precedente et K est A-lineairement
compact pour la topologie discrete.

Si n 2 et v(a) 3, on retrouve l’exemple
2.13 de [14].

Deux questions naturelles se posent:
1) Si A est lineairement compact pour la

topologie discrete, A’ est un anneau de valuation
maximal et tca, est de rang fini sur xa, K est-il
A-iineairement compact pour la topologie dis-
crete?

2) Si K est A-lineairement compact pour la
topologie discrete, a-t-on 4= 0 ?
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