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55. Sur certaines fonctions définies par les chiffres des entiers

Par Jean-Loup MAUCLAIRE
The Institute of Statistical Mathematics, Tokyo

(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. J. A., June 9, 1987)

1. Introduction. ¢ étant un entier >1, une application f: N*—C
est dite g-multiplicative si quelque soit »>1, on a;

Jaq" +b)=rf(ag)- f(b) pour 1<a<g—1 et 0<b<q’, et f(0g)=1.

Cette espece de fonction a été considérée par A. O. Gelfond ([1]), et
dans le cas | f|<1, etudiée par H. Delange ([2]). Par la suite, la notion de
g-multiplicativité a été étendue (voir, & ce sujet, [3]). Toutes ces études
cependant portent essentiellement sur le cas ol f est de module au plus égal
al. En examinant avec attention les problémes standard qui se posent
dans le cas général, on se rend compte trés vite qu’il suffit d’avoir un résultat
relatif aux fonctions g-multiplicatives positives pour pouvoir en résoudre
un certain nombre, par exemple, étudier la presque-périodicité, ’existence
d’une moyenne non-nulle sous certaines conditions, etc.

L’objet de cette note est de fournir un tel résultat.

2. Enoncé du résultat. Etant donné un couple (a, ¢*) ol 0<a<g",
k>1, on définit I, »: N—{0, 1} par

I, m=1 si n=amodq*
=0 sinon.
On note I" ’ensemble des combinaisons linéaires (finies) & coefficients réels
d’éléments I, . Si tous les coefficients peuvent étre choisis >0, on notera
I'* ’ensemble ainsi défini.
On remarquera que:
Si rel', r>0 alors, 7el".

En effet: Sirel, 7 est défini sur une réunion finie de progressions arith-
métiques (a, ¢¥), et une telle réunion s’écrit de facon unique comme réunion
finie disjointe de progressions arithmétique; comme >0, 7 est >0 sur
chacune de ces progressions ; donc, 7 est dans I'*.

De ceci, on peut tirer la conclusion que tout 7 de I s’écrit de fagon
unique :

r=r*—7r", rtel’*, 1T"erl",
tels que: [7l=r*+7".

Par conséquent, pour définir une forme linéaire positive sur I" vérifiant
une condition de continuité, il suffira de la définir sur I'*. Nous pouvons
énoncer le résultat :

Theéoréeme 1. Soit fune fonction g-multiplicative positive. On définit
sur I'* une forme linéaire par
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1
<f’ Ia,q’> nk<r Zg,';lo f(a/qk)
La condition suivante:
C: La forme linéaire {f, 1) vérifie:

Ye>0, 3p>0 tel que pour tout re I'*, (1, )<y entraine que {f, 1Y<e
a pour conséquence :

C’: La série

Sf(@).

-1
> % (- flag)y
k=20a=0
est convergente.

Remarques. 1) {f, 7) est bien définie, quelque soit />0 g-multipli-
cative, car f(0q")=1 entraine que > -} f(ag*)>0.

2) N*—{1} est g-multiplicative positive, et par conséquent, (1, 7>
existe bien.

3) On laisse au lecteur le soin de vérifier qu’une condition comme:

“Il existe une suite z,, z,<=z,,,<1, lim,_,., #,=1 pour laquelle
lim,.,.(1—) 35 f(n)x? existe et est non-nulle”,
permet de définir (f, ) sur I'".

3. Démonstration du résultat. i) L’idée de départ est de remarquer
que la famille {¢* N},.,, définit une topologie sur Z au voisinage de 0 et par
conséquent, on écrit que

lim proj Z/q*Z=2Z,,

k= +oo
anneau des entiers g-adiques, et de voir qu’en tant qu’espace compact, Z,
8’ identifie a
E={0,1, ---,q—1)"=[] E..
i=0
On remarque que I, ., induit naturellement une fonction continue sur E, que
I' 8’ identifie & une algébre réelle dense dans C(E, R) pour la topologie uni-
forme, C(E, R) étant I’espace des fonctions continues sur £ a valeurs réelles.
Comme (1, I, ,»=1/q", on munit £ de la measure naturelle du=®,y dy,,
ol dy, est la fonction de dénombrement normalisée, i.e. I dp,=1, dy,(a)=
By

1/q. On voit que 7—{f, r) définit sur C(¥, R) une forme linéaire continue,
et que la mesure borélienne positive qui lui est associée est absolument
continue par rapport & du. Le théoréeme de Radon Nikodym donne que I’on
adf, T>=j Frdy, Fe LY(E,dw, F>0; de plus,j F =1 par construction. Si

E E
te E, on écrit t=(a,q"),cn, t,-=(0,9")rcy» W EN), t,,=(,q"),5,, €t I'on dé-
finit f,_(¢) par f,_(O)=f(¢,.). On remarque alors que:

<f’ IW—MI”> =_[z F(ty—’ ty+)d/*‘(t)

[ 1] =
r2y
1
=[P 6 @ duit),

et un théordme classique de Jessen nous donne que q?-{f, I,,_, ) converge
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dy-presque-partout et dans L'(E, dy) vers Fi(t). Comme

1
’ It —qv/) = N ty— ’
AR f q¥ [Tr<,((1/q) 23425 f(ag™) It
on en déduit que:

1
Mrey /@) 22825 f(ag7)

LXE, dy) vers F(t), ot j _fdu=1,

ii) On remarque alors que, pour presque tout t=(a,9"),cx,»
lim ] J@ ____y
vererzy (1/@) 22425 f(bg")
De ce fait, il résulte que l’intégrale de la fonction caractéristique de
I’ensemble des ¢ pour lesquels F'(t)0 est égale &
lim L1 5 1=lim T (1_l > ,1).
I A A 9 ;adn=o
Par conséquent, ’ensemble étant de mesure >0, on en déduit que f(aq")
+0, sauf pour un nombre fini de termes. On peut éliminer ces termes en
se restreignant & ¢*N. On va donc désormais supposer que f=0.
Jy-@®)
[Trey /@) 22855 fagq)

(par ii), on passe au logarithme, auquel on applique le “théoréme des trois
séries”. Onvoit que pour tout ¢>0, on a, en posant =, =(1/9)> ¢-1f(ag",

>l
o8 (F(agqh/xp) | >e
Comme f(09")=1, on voit que |log x,|<¢ sauf pour un nombre fini de termes ;

puis, en jouant sur la valeur de ¢, que |log f(ag)|<c sauf pour un nombre
fini de termes. Par conséquent, quitte & se restreindre 3 ¢*N, on peut sup-
poser que:

Pour tout » et tout a, on a:

1/2< f(aq)<38/2,

(et =, vérifie la méme condition).

iv) On applique alors le “théoréme de Kakutani” a F,_(t) et par con-
séquent :

-f(t,.)=F,_(t) converge dy-presque-partout et dans

iii) Comme converge du-p-p et n’est pas nul

@d/9) Zngl’_*/f(“qr)y converge (y—+ ), i.e.:
r<v (1/@) 2385 flaq”)
1 (S ran) (L8 vian))
il aq”))—(— T
& (1o St fag) g 827 0) G &2 v7eD
converge, puisque chaque terme du produit est inférieur & 1. Mais le dé-
nominateur est compris entre 1/2 et 3/2. Par conséquent, comme chaque
terme est >0, on doit avoir:
q-1 q—-1 2
% (15 re) - (E vran) )< +e
ce qui s’écrit aussi, d’apreés une formule classique de Lagrange,
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OSbSq 1

15 v V)2
‘i§s£_wﬂwl~wwq»<+w
Comme f(0¢g")=1, o

+
,_.

2 q—

2 (=¥ f(aq)) <+oo,
<1++/3/2, on en déduit :
55 (- F@g ) <+oo.

r=0a=
4. Applications. On va en donner deux, particulierement simples,
en restant dans les limites du sujet.
La premiére est la suivante :
Théoréme 2. St f vérifie les hypotheses du Théoréme 1, alors:

lim (lzfm)) (.o ( 5 fa)’ )

z—o+oo \ L n<x r<logz/logq

0

<
[

et comme 1<1++/f(aq")

La seconde:

Théoréme 3. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonc-
tion g-multiplicative vérifiant les hypothéses du Théoreme 1 ait une moyenne
non-nulle est que les deux séries

2 Z (f(ag)—1),

rZa

ZZ:O ZO (f(aq'r) - 1)2
sotent convergentes.
Commentaire. 1) Le Théoréme 3 montre que si f vérifie les hy-
pothéses de ce théoreme, alors, pour tout a >0, f° les vérifie aussi.

2) Les démonstrations de ces deux résultats seront données ultérieure-
ment.
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