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1. Les bons operateurs analytiques lin6aires. Pour tout pe R, on
notera

-q3={a anxn, aneC]
Introduisons les sous-ensembles N,; deNN; definis par recurrence sur
p par

N,p+={(, ]) e N’+N+ ((k, ..., kp), (], ..., ])) e N,, et
pour tout vrifiant 1 2
N,+=((, ]) e Np+ N’+ ((, .., ), (], ..., ])) e N_, et k,+ <]+)
pour tout vrifiant 2 + 1/2+.

Definition 1. Un bon oprateur analytique linaire est une applica-
tion linaire

Q" .. ., dfinie par

1) la donne d’une 2amille (Q,)e,e de m n-matrices lments
complexes pour laquelle il existe des nombres rels positifs c et des p-uples
de nombres rels positifs a, b (1/2") vrifiant

]Q,[[ cab pour tout (k, ]) e N,.
2) Q(E f,x)= Q,Ax.
Remarque. Un bon oprateur linSaire est continu de $ dans .
Exemples. La drivation d/dx; l’intgration [: la mesure de Dirac;

la translation t" fi {x f(x+a)}; la multiplication par un 818ment
g e" fi >g.f (pour ne pas conondre cet opSrateur avec la onction g
ou la distribution g on le notera gop. et on l’appellera bon opgrateu.r fon-
cion g); l’oprateur par$ie non polaire de h=>0 hx-, Pp.(h) est dSfini
par" f.. {partie non polaire de h-f}.

Definition 2. La dSrive d’un bon opSrateur Q est par dSfinition le
bon oprateur

Z. Transforme de Fourier d’un bon oprateur.
Definition 3. Le transform de Nourier (resp. transform de Pourier

inverse) d’un bon oprateur =(,),,s, est le bon orateur ()
(resp. ()) dfini
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((Q)),= , (i)1,-,1(-1)1/1 ]! Q/,/.
Np, sup (-’,-)<<0 (--1)! (k+l)

lhp

(resp.

((Q)),= (-i)-(-1)’+ Q,.)
(-,-)<o (--1) (k+l)

lhp

Dans ces formules i dsigne un nombre complexe dont le carr est gal
--1 et pour un multi-indice m=(m, m,..., m), m dsigne m m...m.
Dsignons lorsque p=l par l’algbre des bons oprateurs Q vrifiant

1 ab pourk] et

]Q,[]4cCa fl pour k], (C dsignant le coefficient du
bin6me).

La transformation de Fourier est un isomorphisme de . Le transform
de Fourier d’un bon oprateur n’est pas toujours un bon oprateur. Par
contre en introduisant

3;= {f=E fx E f x e },
on peut considrer les bons opdrateurs tempgrgs, c’est--dire les bons
oprateurs agissant sur

Proposition 1. On a"

d (9(Q))= (Q ix),
dx

de plus ces deux formues ddterminent presque entirement la transforma-
tion de Fourier.

On vrifie que ormellement
(ff(Q)) ff((Q)) Q

et que de plus si fo. est un bon oprateur fonction, (fo.) est le bon
oprateur tempr

Si f(u, v, ...) est une fonetion de plusieurs variables analytique l’origine
d’un espaee ane, Q(f) (par exemple) d6signe l’image par Q de la fonetion
w >f(u, ...). Pour tout bon op6rateur Q on note Q* le bon op6rateur
d6fini par (Qt),=(Q,)* o (Q,)* d6signe la matriee transpos6e de la
matriee

Proposition 2. La dfinition du transformd de Fourier est qivalente
& ’ezistenee d’une transformation vrifiant"
(1’) Vf ((Q)(f))()=([(t(f))(Q(e-’v))])*lv=
Dans la formule (1’) [...Q(e-’v)]lv: signifie que dans la fonetion entre
crochets on a remplae6 V par x.

Remarques.
1) La transformation de Fourier est d6termin6e par sa eonnaissanee
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sur les bons op6rateurs fonctions.
2) I1 est possible de d6finir la notion de bon op6rateur agissant sur

des fonctions C et la formule (1’) permet alors d’6tendre lorsque m-n-1
la notion de transform de Fourier ces op6rateurs plus g6n6raux.

Exemples de transformes de Fourier.
(e)= (3)=e- ( d6signant la mesure de Dirac au point a);

dx
=(--ix)o; =P. (t)=e-0.. Produit de convolution de boris operateurs.

Definition 4. Soient Q=(Q,)e,e et R=(R,)e,e deux bons
oprateurs, le produit de convolution Q, R de Q et de R est dfini par"

(2) (Q,R),= (-1)++C] C+Q+,+. +,+.
h@NP t@ZP, sup (-Jn,-hn)lnO

L@ZP, sup (-kn,-hn)Ln<O

Dans cette ormule, pour tout couple de p-uple m=(m,, m, ..., m) et
n=(n,, ..., n), le symbole C5 d6signe le produit des co6fficients du binSme

nl npC,...C, les op6rateurs Q et R 6rant tels que les produits de matrices
intervenant dans cette formule soient bien d6finis.

Proposition . La ddfinition de Q, Rest dquivalente &
(2’) Vf e (Q, R)t(f)(x)=R(e(tu(f))(x-u))],=x.

Remarque. Comme la ormule (1’), la ormule (2’) permet de d6finir,
lorsque n=m=l le produit de convolution d’op6rateurs agissant sur d’au-
tres espaces onctionnels que les ,.

uelques proprites de ce produit de convolution.
a) Si f est un bon op6rateur fonction, f, R pour tout bon op6rateur

R est un bon op6rateur onction.
b) g(Q) (R)=g(Q R),

g(Q) (R)=g(Q R),
d dR(Q R)= Q
dx dx
Q,6o=6o,Q=Q.

c) Q est un bon op6rateur onction si et seulement si Q=I, Q.

Exemples.
6,6=6,+; sife,etge,, f,g=f(0)g;

( )=(_si f e ,, f * P. x-- a x-- a o.

4. Des exemples de solutions boris operateurs d’equations differen.

tielles. Un bon oprateur lin6aire Q est dit constant s’il est solution de
l’6quation diffrentielle

 1=odx

Tout bon oprateur linaire analytique constant s’crit sous la forme

y= 1 A d"
o dx
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oh pour tout p e N, A, est une matrice constante telle que la srie
F, Ax"
p>O

soit convergente dans un disque centr l’origine de C.
Si ,,=o a(dY/dx)=Q est une quation diffrentielle linaire d’ordre

n dont les coefficients a sont des nombres complexes, l’inconnue Y et Q
des bons oprateurs, on dsigne par conditions initiales la donne des n
bons oprateurs constants (dY/dx).l (0<]<n-1) (il est quivalent de
se donner comme conditions initiales les n bons oprateurs 0 (dY/dx)).
Par exemple E=c(Pnp.(1/=oa(ix))) est l’unique solution de =oa
(dE/dx)=3 potr les conditions initiales (dE/dx).l=O (0]<n-1).
De plus Y=Q,E est la solution de =oa(dY/dx)=Q astreinte aux con-
ditions initiales nulles. On retrouve aussi les slutions ondamentales
distributions habituelles, qui sont les bons oprateurs temprs

E1--((_oak(ix))op.)’
ils correspondent aux conditions initiales oo(dE,/dx)=(dE/dx) mais
ne permettent pas de rsoudre les quations homognes associes. Citons
encore l’quation (3E/3x)+(3E/3x)=o qui admet pour solution fonda-
mentale bon oprateur, l’oprateur

f. >E(f)__: (:2 f(--il, t2)- f(it, ) d)d.2
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