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Sur la thdorie des suites presque.priodiques. II

Par Jean-Loup MAUCLAIRE
Centre National de la Recherche Scientifique, France

(Communicated by Shokichi IYAN)GA, Yi. J. A., June 11, 19’85)

On poursuit ici l’expos4 de rsultats commenc dans la note I de mme
titre.

8. Soit fun lment de B.p.p. et Fun lment de A:(Z, din) qui lui
est associ (par l’isomtrie dcrite dans le thorme 2 de (I)). I1 est connu
que l’on peut construire une suite de polynSmes de Bochner-Fejer J telle
que" F.j tend vers F dans AT(Z, din), ([1]), reprsentant l’oprateur de
convolution. En terme de B.p.p., ceci s’nonce" il existe une suite de
polynSmes trigonomtriques frquences appartenant l’ensemble des
rquences de f, qui tend vers f dans B.p.p.

Un examen de la mthode pour tablir ce rsultat montre qu’elle se
famine en fait considrer G, le groupe associ f (voir (I)-3), et le dual
de G, , qui s’identifie qL( Z, de plonger dans(Q2 dont on
extrait une base dnombrable C. A C, on associe Kc= ]-[rc Pr, off Pr est
le dual de Qr, compact, et K est aussi compact. Dans Ke, on approche la
onction caractristique d’une suite de voisinages de l’14ment neutre,
dcroissante, par des polyn6mes de Bochner-Fejer on rgularise F par le
moyen de. cette suite d’approximations, et il est connu que la suite des r-
gularises converge vers F dans _L’(Kc, dingo)([2]), (dingo tant la mesure
de Haar induite sur K par din), ce qui en fair revient une convergence
dans _C(Z, dm).

Le ait que G= V[z soit profini permet d’amliorer nettement la
procedure en effet, toute suite de voisinages ouverts et erms de l’l-
ment neutre correspond une suite de polyn6mes trigonomtriques, qui sont
les fonctions caractristiques de ces voisinages, et le ait de rgulariser par
les fonctions caractristiques d’une suite dcroissante de tels voisinages va
dfinir une martingale sur _C(G, dmo). Comme on l’a dj vu, ([3], par
exemple), les suites de B.p.p. associes i .C(G, dm) sont les suites limite-
priodiques. D’oia, par exemple"

Theoreme 8. Soit f une suite limite-pgriodique, et N une suite d’en-
tiers vdrifiant"

(a) N divise N+I, (k e N*),
(b) Pour tout p premier, lim+= vp(N)----+oo, oit vp est la p-valua-

tion.
Soit alors t un dlgment de G; on ddfinit t par" t est le seul entier

vgrifiant
O_tN+l,
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t--t e N/G.
Alors, la suite de fonctions continues ddfinie sur G par"

f(t) f(t)= M()f(t+N lm)

lim 1 ,, f(t+Y/m)
x-+ X m<_x

converge dm-presque-partout et dans _(G, dine)vers une fonction F de
_(G, dme) associde f.

9. On appelle, de faon habituelle, "somme de Ramanujan d’ordre q",
notre Cq, la fonction N-R dfinie par

C(n)= e’(/.
(h,q) =1

On sait que les suites limite-p6riodiques dont la s6rie de Fourier ne com-
porte que des sommes de Ramanujan, sont associ6es des fonctions de
_(G, draG) invariantes par G*= vZ*, off Z* est l’ensemble des unit6s de
Zv, et ce sous-espace de _(G, draG) s’identifie un espace _L(E, d/)(voir
[3], [4]), cadre naturel pour l’6tude de certains problmes de th6orie des
nombre ([5]). Ces remarques nous mnent "Theoreme 9. Les hypotheses dtant celles du thdorme 8, on suppose
en outre que la s6rie de Fourier de f ne comporte que des sommes de
Ramanu]an. Alors, si (u, v) ddnote le plus grand diviseur des entiers u et
v, ona"

f(t)=f(t’)=f((t, N)), o t’ est l’image de (t, N) dans E,
converge dl-presque-partout dans E et dans .(E, dz) vers une fonction de
_(E, d[) associge f.

Remarque. Les propri6t6s de limite-p6riodicit6, qui apparaissent
dans l’6tude de certains problmes relatifs aux fonctions multiplicatives et
additives en th6orie probabiliste des nombres, proviennent essentiellement
des ph6nomnes de structure ci-dessus expliqu6s. Ce merveilleux hasard
disparait ds que l’on remplace N* par le semi-groupe des id6aux entiers
d’un corps de nombres.

10. Le th6orme 8 est intressant po.ur rsoudre le p.roblme de la
synthse harmonique dans G. En effet"

Theoreme 10. Soit f une suite limite-pdriodique, et f(h/q), (h, q)=l,
O<_h <_ q, q e N*, la suite de ses coefficients de Fourier. Alors, la fonction
F(t) qui lui est associge dans _C(G, dme) est dgfinie dme-presque partout
par"

F(t)=lim/ q (h,q)=l?()e2i(a/q)t’

(N, t gtant ici dgfinis comme prgcgdemment dans le thdorme 8.)
Comme/=f, le problme de la synthse est ainsi r6solu.
11. On revient ici au problme de la compl6tion des suites limite-

p6rio.diques. On salt depuis longtemps que l’espace des suites limite-
p6riodiques au sens de Besicovitch pour un exposant c>_1, est complet
(Marcinkievicz). En th6orie des nombres, deux types de moyenne se pr6-
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sentent" la moyenne arithmtique M, et la moyenne analytique dfinie par

M,(f)=lim ((a)_l. , f(n) ).a---,1 nN*

I1 est facile de voir que, si f est uniformment limite-p6riodique, alors M’(f)
existe et M’(f)=M(f).

Par consequent, si f, r e N, est une suite de Cauchy dans B.p.p. de
fonctions uniformment limite-priodiques, c’est aussi une suite de Cauchy
pour la "m6trique analytique" dfinie par (f, f)M’(If--fl).

La compl6tion pour la moyenne arithm6tique implique, via la sofa-

marion par le lemme d’Abel, la compl6tion pour la moyenne analytique.
On tient signaler que les deux espaces compl6t6s ne sont pas identiques.
En effet:

Theoreme 11. I1 existe une suite valeurs 0 ou 1 approchge en moy-
enne par des suites pgriodiques pour la distance dfinie par la moyenne
analytique, qui n’a pas de moyenne arithmgtique.

Les d6monstrations des r6sultats 6nonc6s prc6demment dans la note
(I) et ci-dessus darts cette note (II) paraitront prochainement.
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