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t
Résumé. On donne une estimée supérieure de E(epr f (xs)ds)
0

sur une variété riemannienne compacte.

Summary. An upper bound of E(exp It f(xs)ds> on a compact
0

Riemannian manifold is obtained.

1. Notations. Soit V une variété riemannienne compacte de
dimension =, g,, sa métrique normalisée de sorte que le volume de V
soit 1, 4 opérateur de Laplace-Beltrami de V. Pour toute fonction
f intégrable sur V, on note

(1) S =IV S@)dv(x) la moyenne de f

Ff=f—F Vloscillation de f par rapport & sa moyenne.
On note encore G l'opérateur de Green agissant sur les fonctions
f de carré intégrable et de moyenne nulle.

1 46=s.
5

Nommons opérateur de déviation ergodique, et notons @ I'opéra-
teur non linéaire sur les functions L* qui associe a toute fonction f ¢ L?
la fonction
(2) () @)=V G fx)

ol PG f est la différentielle de Gf et | | est le carré de la longueur
des 1-formes pour la métrique duale de g,,.

Notons encore z,(¢t) le mouvement brownien de V de générateur
infinitésimal (1/2)4, 2 est son espace de probabilité, E, est 'espérance
conditionnelle sachant que z,(0)=2x. (Voir [1] par exemple.)

2. Fonctionnelles de Kac sur V. f étant une fonction suffisam-
ment réguliére, on étudie la fonctionnelle de Kac [2]

(3) B.(exp([ r@.)ds))

lorsque t—+oo. Il est facile en utilisant le développement en série
des fonctions propres de montrer
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Lemme 1. lim }t— log E‘x(exp (jt fx,(s) ds>) =1
0

t—oo

ol A, est la borne supérieure des spectres de U opérateur (1/2)4+ f.
L’objet de cette Note est d’obtenir une estimée de (3) lorsque

t— -+ o0, et par conséquent de 1,, en utilisant un raisonnement pro-
babiliste fort simple.

Notons d’abord le lemme évident.
Lemme 2. On a Uencadrement

(4) F<lim 2 log B.(exp || () ds)<] 7.

t—+ew T

Preuve: L’estimée supérieure est évidente. Comme 'exponen-
tielle est convexe la borne a obtenir est plus grande que

lim 1 B, (f: F@a(s) ds)

1o+ L
et cela est f (Voir [1] pour des résultats, plus fins sur la loi de

£
[ r@.onds).
Remarque. Dansle cas de R,, (n==3) les estimées de ces fonction-
nelles ont été obtenues dans [3], [4].
3. Estimée de la fonctionnelle de Kac par utilisation de 1’opéra-

teur de déviation ergodique. Si ¢ est une fonction de moyenne nulle

bornée sur V, les raisonnements expliqués dans (5) justifient la formule
de Itd pour la fonction Ge donc

(Goa )~ Gp@)= . aaiﬂ” (@, ()9 (2.()) db () + -;— [ Gp s as
ou b, est un brownien standard de R".

Mais (1/2)4Gp=¢ et de plus il existe un brownien g tel que
[/ 259 @09 db(5) = [ 0y (e () dp )

done

(5) j: p(2,(8)) ds =(Ge)(x,())— (Gp) (@) —J: D) (x.(s)) dB.(s)
d’ ol
Lemme 3. On a Uestimée

(6) B.(exp ([ ptaods))
<exp (2] G ||°°)Ez(exp 2 L @(go)(x,,,(s))ds)lﬂ.

Preuve: Utilisons (5) pour estimer (6) ; il suffit d’estimer
B.(exp (- [ 000 @) d.()) =E.(exp | - [ o1 (.0 dputo)
~[ o)@ds| exp (+] @(so)(%(s))ds»»



No. 10] Estimation des fonctionnelles de Kac 363

On majore le second membre en utilisant 'inégalité de Cauchy-
Schwarz et ’égalité de la martingale exponentielle de McKean [1]

Ez(exp |-2[ 01~ .on ap.)—2 [ @(so)(xw(s))ds]) ~1.

Théoréme. Pour tout n>0, il existe une constante C. telle que
pour tout t on ait I’estimation

E’,(exp (J: f(x,(s) ds)).<_:C,; exp t[f—l— CoO(f)+---+ Cn_I(_DT'T(ﬂ]
X E,(exp g1 j : o7( f)(xw(s))ds)z_"

avec C,=2%"1"% (k=1,2, - .., n—1) et @ Vopérateur de déviation ergo-
dique défint en 1.

Preuve: On écrit f=F+f et de proche en proche en utilisant le
lemme 3 on est amené & étudier

B.(expa, [ 0 (@) ds) " =D,
% Ex(exp 2 f : D(ee, 0"(1)) (z(5)) ds)ﬁn/z .

Mais ’espérance qui apparait est du type précédent avec

an
2

—_ 2 —
o, =205 Bri1=

d’ol B,=2""et a,=2""1,
Corollaire. Pour tout n>0, on a

(8) FEan<F+ z CoI* (F)+Cot |07

Remarque 1. Cette estimée n’est pas celle qu’on obtiendrait par
une série de perturbation pur (1/2)44f. En particulier, lorsqu’on
arréte la série de perturbation au rang p, on ne sait pas si on obtient
un minorant ou un majorant de 1,. Ici la série majore toujours 4,.

Remarque 2. Il peut sembler & premiére vue que les coefficients
C, ont une croissance trés grande. Cependant, comme va le montrer
I’exemple suivant, le fait que @ soit quadratique et qu’il faille prendre
loscillation de @"(f) pour définir le terme suivant permet d’obtenir
des séries convergentes. Enfin, des estimées de PG sont données dans
[6].

4. Cas d’un potentiel périodique sur R". Prenons pour V le
tore plat 7" de périodes 1 et pour f un potentiel périodique du type

(9) F(@=axcos @rk|x))

ol a €R, keZ" et k nlest pas nul, de sorte que f=0.
Posons

O"(f)=pB,(cos @n(a,k|2))+1); on déduit facilement

n+1 . 21831, 70
o" 1 (f)= Ry i i (cos Cr2e, k| x))+1)
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de sorte que
a,=2"

Br=272r)*| k)~ (Bn-10z )

o=t ) e
et le terme général de la série 3 ,., C,0"(f) est

co-(iy)
Ln=l———r a2,
2r)*| k]
Dans le cas ol a/@r)*|kI’<1, la série >, C,B, converge et donne
un majorant de 1,. Par ailleurs, on peut comparer 1’estimée grossiére
L2 flle=|al & Pestimée

A= PN =28,

soit

S
@rp |kl
Cette derniére estimée est meilleure que || f|l.. lorsque 4a/((2z)*| k")
<1.
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