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120. Nouvelle ddmonstration d’une congruence modulo 16
entre les hombres de classes d’idaux de

Q(/-2p) et Q(/2p) pour p
premier-- 1 (mod 4)

Par Pierre KAPLAN*)

(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. d. A., Dec. 12, 1981)

Soit p un nombre premier congru 1 modulo 4. On pose p=81
/1 ou bien p=8/+5. Soient h(-2p) le nombre des classes d’idaux
du corps quadratique Q(/-2p) et h(2p) le nombre des classes d’idaux
au sens strict du corps quadratique Q(/p). Soit enfin (R, S) la plus
petite solution en entiers rationnels strictement positiS de l’quation
( 1 ) R2-2pSi=.

La congruence que nous allons dmontrer s’crit

( 2 ) h(- 2p)-- 3h(2p)-+ 81 (mod 16).

Cette congruence a t dcouverte par Kaplan et Williams ([3] et
[4]). Leur dmonstration n’utilise que les ormules de Dirichlet donnant
le nombre des classes d’idaux des corps quadratiques, mais est assez
longue.

La dmonstration que nous prsentons ici s’appuie sur la thorie
de Lang et Schertz [5] elle est plus courte que la dmonstration expose
dans [3] et [4], mais moins directe de plus, on ne peut pas, semble-t-il,
obtenir par cete mthode les congruences modulo 16 entre tes hombres
de classes d’idaux des corps Q(,/-) et Q(,/-p) tablies dans [6] et [4].

Nous partons du thorme 3.3 de [5], dont la deuxime ormule
s’crit, pour D =.8p (cf. aussi Hayashi [2], p. 4):

( 3 ) 3h(-2p)+6h(-p)-- h*(2p) p(u., v) (mod 16)

off: h*(2p) est le nombre de classes au sens large de Q(/-)
e.=[U: U]; U-groupe des units de l’anneau ( des entiers de

Q(,/P.p), d’unit iondamentale p
U.=groupe des units de l’anneau (. de conducteur 2, iorm des.

hombres X+2Y,/p, off X, Y e Z; enfin =(u/2)+2v./p
est l’unit ondamentale de l’anneau (.

L’expression de p(u, v) dpend de la parit de v (cf. [4], (2.15)).
D’aprs Gauss [1], p. 673, 674, 694, on sait que:
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( 4 ) h(-p)=_h(-2p)+41 (mod 8).
Comme h(2p) est pair, on dduit de (3) et (4)

( 5 ) h(-2p)+ 81 _= h*(2p)2(u,., v) (rood 16).
e.

Si le nombre premier p est donn, exactement une des trois qu-
ations
(6) V-2pW-E, E--2, 2 ou --1,
a des solutions en entiers rationnels et, si V, W dsigne la plus petite
solution strictement positive, on a, suivant que E=--2, 2 ou --1"
(7) -2--V-2pW", R= I+ V, S- VW, V=_S=_O (mod 4),
(8) 2-=V-2pW, R=V-1, S=VW, V=_S---2 (mod 4),
(9) -I=V-2pW, R=I+2V", S=2VW,

W----1 (mod 4), S--2 (mod 4).
A) Cas oh N()= 1 (E 1)
On a .=V+W/2p, avec V--1 (mod 2), W_----1 (mod 4) et =R

+S/2p e ., car s=2vw est pair.
Donc =, e=2, u=2R, v=S/2=_l (mod 2), h*(2p)(2/e=)=h(2p).
Comme v est impair, l’expression de p(u, v) est:

avec
(11) R=V/2pW=2V+I=4pW-I.

Si p=_l (mod 8), comme h(2p)0 (mod 4) et R est impair, on a:
S (mod 4)(12) p(u, v) ---Portant (12) dans (5), on trouve (2).

Si p-5 (mod 8), comme h(2p)----2 (mod 4), il faut calculer p(u, v,)
modulo 8.

On a R=1+2V"--3 (mod 4), donc 2R-3-_--3 (mod 8). Et aussi

car W---- I (mod 4).
D’oh p(u, v0=_3(S/2) (rood 8); portant dans (5), on trouve (2).
B) Cas o N()= + 1 (E, +2 ou -2)
Alors, ncessairement, p--:l (mod 8).
Ici ,.,=R+S/P e ), car S est pair, donc:

e=1, u=2R, v,.=, h*(2p) 2--=h(2p)--0(mod4).
e

Si S/2 est impair, c’est--dire si E=2, comme R est impair, on a
comme plus haut:

S (rood 4).(u, v)-- -f



No. 10] Une Congruence Modulo 16 509

Si S/2 est pair, c’est--dire si E=-2, R--l+ V----1 (mod 4) et la
formule pour p donne:

12R _(8p _1)+_(2R_2) S_ (mod 4).

Donc, dans tousles cas, la formule (2) est vraie.
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