
N. 7.] 359

54. Ober die Beziehungen wischen dem Erweite.
rungssatz yon O. Schreier und dem on K. Shoda,

Von Hirosi NAGAO.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universi6/t zu Osaka.

(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., July 12, 1945.)

Das Erweiterungspreb]em wurde bekanntlioh zuerst yon O. Schreiern gestellt

und gel’dst. Vet kurzem hat K. hoda0") aueh einen Eaweiterungssatz aufgestellt.

Er hat niimlieh die Erweiterung einer Gruppe dutch eine Gruppe mater-

sueht unter der Vorausse, da als eine duroh E= {b,, b.,.,...} eteugte

freie Gmppe mit dem Relationensystem R vorgeben ist. Die yon K. Shoda
dabei angegebenen Bedingtmgen sollen mit den Be’Jinguen yon O. Schreier

iiquivalent sein, werm man als Erzeugenden yon die siimtlichen Elemente vo

B annimmt, was in der vorliegenden Note direkt bewieson wird. Dadureh kann

man auf dem Grund des Shodaschen-Frweitrmgssatzes die ganze Schreiersche

Erweiterungsteorie einheitlich atffbauen.

Der Shodasche Satz lautet" Zwei Gruppen , - seien vorgegeben. sei

dutch ein Erzeugendensystem E und ein definierendes Relatioaensystem R defini-

err. Die aus den s/imtlichen Folgerel’ationen yon R bestehende Gruppe sai .
Eine homomorphe Abbildung b->Sr, der dutch E erzet,ten freien Gruppe in

die Automorphismengruppe yon und eine beich dem Operatorberaich

operatorhomomorphe Abbildung f(b)-At yon in seien bestimmt, so da
die entsprechenden Elemente in ; und denselben Automorphismus yon

bewirken. Dann reduziert sich das freie Produkt yon und auf eine Er-

weiterung yon dutch , werm man b-’A-bA%, ATf als Relationen hinzu-

fttgt. Umgekehrt kann man auf diese Weise jede Erweiterung yon durch

konstruieren.

Wir wenden diesen Satz auf den Fall an, da E aus den ,imtlichen Ele-

mente aus besteht. Ordnen wit nun jedem Element b aus - ein Element b.

E bestehe aus den b. wird dann als eine durch E emeue freie Gruppe mit

" ;_’b,b definiert. Ordnen wir edem b einen &.utomorphismusden Relationen m

Sb, so ist nattirlich

( 1 ) (A,A..)% Af,. A, A, e N

mad, da das Einselement 1 von mit dem yon iibereinstimmt,

1) O. Sehreier, Ober die Erweiterung yon Gruppen. Monttshefte r Math. u.

Physik, 34 (1926),.. 165-180; Hamb. Abh. 4 (1928), 321-346.
2) K. Shoda, Uber die Sehreiersehe Erweiterungstheorie, Proe. 16 (I943), 518--519.
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A -A, A
Bezeit:hnet man das -’btb.,_ b,b.,, zugeordnete Element aus mit (b,, h.,), so ist er-

sicltlich

(2)

wobei

Es ist ferner

(ab6- abc)(c- bc) abc-’abc
abc- abcc-"ab-’abc
(abc-’abc)(ab- ab

Diese Gleichung in : wird operatorhomomorph auf

( 3 ) (a, bc)(b, c)--(ab, c)(a, b)S,,.
abgebildet N attirlich gilt auch noch

(3’) (, 1)--(1, x)--i
I):mt erhiilt man die Schreierschen Bedingungen (1), (2), (3) mit den Neben-

)e, lingmtgen (2’), (3r).
Wit haben nun die Bedingungen im Sh(xlaschen Satz ftir den Fall, da3 E

aus den siimtlichen Elemente aus bestehti aus den Schreierschon Bedingtmgen

(1), (2), (3), (), (3) abzuleiten." Einer Folgerelation, d.h. einem Ele-

lllellt ,2ll8 {

ordnen wir das Element

3) Der Schreiersche Satz lautet bekanntlich: Zu jeder Erweiterung yon ]V durch B
gehort ein Faktorensystem (b,, bj) und einc Menge aus Automorphismen S,, so dab
die Bedingungen (1), (2), (3), (2’), (3) erffillt sind, und vmgekohrt.
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setzt, so folgt-

--(a", ao)A’v(O)(a,,, ao)
t
f aoA,,,m,---=(a’, ao)A’t(O)(a,,., ao)(a’,

--A(O)(a,;,, ao)A’v’s,,o
A ao r ao

da nach (3) A(0)(,-, ao)--A o ist. Dat ist gai da unser Homo-
morphismus ein Oratorphismt ist. Es lt ferner,

AfArVSa) a n
A --A= --A.=’ =A --AAAr.

Dit sind die ShchenBuen a]Ies a[ge]eitet. Diesen Beweis E
au de Grnd des Shodchen Satz als einen Beweis d Schreiehe Er-

weiteruzatz ehen.
Es sei nh bemkt da gewisse Satze r e Eeitermen, die

et. nach dem hreierschen Eveiterunsatz abge]eitet wurdezb einfacher rekt

nach dem Shodschen bewiesen werden,) Ist z.B. zyih so iste Gruppe

die durch f=b--b E[ende von --emee freie Grub. Also bes-

timmt e Zuoru b-AI eine homomorphe Abbildmg yon in .
Da b den identichen Auomozohismus yon rkt so m[ AI gegen b inva-

riant sein. Also e Shhe Bedingu gerade, da

AS;,_ "Dara fo] Eannt]ich der Erweiterua fir den F] da B AbeIh ist.

IVir betrachten nun nach M. all denl da A1 alles a dem Zentrum

yon menommen werden, Dies is eine natee Ver]gemeiner

des F]es, da Abe]sch ist. Dann virk Element axm den iden-

tischen Automorphism yon . Daher inde die homomohe AbbiId
S, der durch erzeen reien Grup in e hutomorphismengruppe, you

gerade die von in ce Automorphismeup v9n . Aut der andere

Seite ist (e oratorhoomorphe Abbildu yon in kannt]ich eine ope-

ratorhoomozohe Abbildm der Ftorup / nach der Kommutatof

gruppe von in . h dier hzruzg fo unttelbar ein yon M.

a]] symbo]ich formierier Satz Or die zentren Erweiteruen.

Nachtl’lich macht ich K. Asano darauf affmerkm, da man die Sho-

4) Die folgenden Bemerkungen verdanke ich K. Shoda.
5) /gl. ctwa lI. Zassep.haus, Lehrbuch der Gruppcntheorie,-S. 93.
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daschen Bedingungen nach dem folgenden Satz tibersichtlicher aus den Schrei-

erschen ableiten kann. Der Satz latttet" Die Gruppe ist der durch (a, b)--
ab-ab erzet,te Normalteiler, d.h. die durch (a, b)t-f-(a, b)f f6 , eueugte

Gruppe mit den definierenden Relationen

(ab, c)(a, b)"--(a, bc)(b, c)
(c, d)"’--(a, b)-(c, d’)’’(a, b).

Zum Beweis betrachten wir die durch die Symbolen (a b;f) erzet-te freie

Gruppe mit den Relationen

( 1 ) (ab, ;1)(a, b;c)----(a, bc;1)(b, c;1)
( 2 ) (..c., d;fab)--(a, b;1)-(c, d;fab)(a, b;1).

Wir zeigen, dab diese Gruppe zu homomorph ist. Die Symbolen a und

aH(ao b;f)g e--4-1 bilden eine Gruppe nach dem Multiplikationsregel

Denn eses System beg-das Einselement 1 und zu jedem Element gibt es

emichtlich das Reziprok. rdies gilt d Asziativgese"

(al(a,, b;),.bI(c, d ))"lI.

:abc(ab, c;1)(a, b; c)H(a, b;fibc)qI](c, d;gc) H...

=abc(a, bc; 1)(b, c; 1)H(a,, b;fibc)H(c,d;gc). H...

:b(a, bc;’l )II(a,, b,;fbc)((b, c;1)II(c, d;cII...)

Diese Gruppe * ist aber durch a, b,...erzeugt da

(a, b;1):ab-a, b,
(a, b;fx)=x-(a, b;f)x.

Also ist mch der Zuoruvx zu homomorph d dabei ist * zu

homomorph. Damit ist der Satz bewiesen.

Die Abbildung (a, b)-).(a, b), (a, b)t-->(a, b) von ; in efftillt die

Shodaschen Bedingungen, wie man sich leicht iiberzeugt.

6) M. Hall, Group rings and extentions, Ann. Math. Set. II, 39 (1938), 220-934,
Theorem 3.1.


