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Sur la dormafion n[ntmale des sous.espaces
dam un espace a ne.*

Par Kentaro YANO.
Institut Mathmatique, Universit6 Impriale de Tokyo.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., May 12, 1945.)

Depuis la publication du Mmoire clbre de M.T. Levi-Civita sur l’gcart

ggodsique, les dformations infinitgsimales des courbes ont tg tudiges par

MM. J.L. Synge, A.J. MacConnell, V. Hlavat, H.A. Hayden et E.T. Davies, et

ggnralises, pour celles des sous-espaces, par MM. E. Bortolotti, J.A. Schouten,
A.G. Walker, H.A. Hayden, P. Dienes et E.T. Davies.

D’autre part, les d4formations infinitsimales d’un espace lui-mSme surtout

les collin4ations affines et projectives ont 4t4 &udi par MM. L.P. Eisenhart,
M.S. Knebelman, W. Slebodzinski, D. van Dantzig, E.T. Davies, J.A. Schouten

E.R. wm Kampen et N. Coburn.

Dans une Noe pr&4dente) inre dans ce Proem, nous avons donn

une methode pour interpreter gom4triquement les dSformations infim’tsimales

d’tm espace lui-mSme.

Nous allons donner, dans la prsente Note, tree autre m4thode d’interprtation

qui consiste h eonsid4rer les dformations inilnitsimales tangentieltes des sous-

espaces dans tm espaee afllne ou m&rique et h les regarder oomme d4formations
des espaces eax-mmes.

Pour la bibliographie, on peut consulter la Note circe ci.dessus du prurient

auteur.

1. Les sous-espaces dans un espace alpine.

Soit le vecteur de position dans tm espace affine A h m dimensions. Un

sous-espaoe A h n ((m) dimensions dans A, se reprente par une &luation
param4trique de la forme

(1.1) =(x’), (i,j, It,, 1, 2, 3, ..., n)
Si l’on se d4p!ace le long du sous-espace, on aura

(1.2) d--dx’,

off

* La d/:pense de cette recherche rut rglb par le frais du Ministre de l’Instruction
Publique pour les recherches scientifiques.

(1) K. Yano: Bemerkungen zur infinitesimalen Deformationen eines Raumes. Proc.
21 (1945),
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(1.3)

et les sont vecteur de A, nts , et nmmnt ind$n entre

eux ur que l nBtr x ient entie. la $t, no pmno

--n vum (P, Q, , :n+ 1, ..., ) linairement d6nt entre

etx et de et 1 aplo 1 udonoM dua. No dnero
par A l’emble d vHe defin p chue int de

1Or, q vteum (,) tt linairement indnnentre e,1(n+ 1)

vteum . de A uvt reprnter us la fore

(1.4) .= " "’*I,+H
off laod&e la dfiv& oraire par rap aux paramtr

4t sym4fique par rap aux deux inc j e etH le nt ai
1 deux.

Done, si ron a vtrvenh , on a le lo du -ace
(.) d(,) (dv +Fd),+ d

Par couen la protion udonoe de d() sur l’p gen
de A dom mr v%=

(1.) v’ dr’+
4 la diffreniee varite et

(1,)
la derivSe covarian de v. No diemir le point-vie la deriv

vapar rap . Morn, la foe (1.4) ut tmai &rite

la fore

De mme l driv k’, de repugnant la fore

(.9) . .,+.
Done si l’on vur eudono o a le lo du-pe

(.1o) d()= L:vd,+ (d +
Par uent la projti de d(vg) r1’ A udono

At donne par 8=(vd),
(1.11) 8 d Fd

tant la ffrentielle covaan de et

(1.12) e e

la deriv covariante de e. D’apr cede ntion, la foule (1.9)
ati crite la fore

contion d’rabfli de (1.) ou (1.8)
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(i.i)

(i.i)
est le tenseur de oourbure de A et satisfait aux relations alg4briques bien connues

(LIB) i. --/.# et R.#/i.#+/.=0.
En utilisant deux identites

l’une obtenue par la differentiation covariante de la formule de Ricci (1.14) et

rautre par l’application de la formule de Ricci , et en tenant compte des

relations algSbriques (1.16), on peut facilement dmontrer la formule bien con-

hUeS de Bianchi

(i.iT) /. +;+, o.
D’autre part, la condition d’intgmb’flit6 de (1.9) ou (1.13) est

(i.18) ,-,, R.,
oi

(1.i9)
est le tenseur de eourbure de A,-, et satisfait aux relations

Or, en substituant {1.8) dans {1.14:), on trouve, en tenant compte de {1.13),
(R., Hi’L..+ H:;’Lie)+ (H’i,-H)e 0,

d’o, et &ant linairement indpendants,

(1.21) /., tt)),’L..- H’i’L.,,
et

(1.22)
D’une mani6re analogue, en substituant (1.13) dans (1.18) et en tenant

compte de (1.8), on a

d’ofi, et e tant lin$airement ind4pendants,

(i.23)
et

(1.24:)
Les htuations (1.21) sont celles de Gauss, (1.22) et (1.23)celles de Mi-

nardi-Codazzi et (1.2) celles de Rieci-Kiihne.

Si l’espace ambiant
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ce qui donnent les tenseurs m6triques fondaentaux de A, et de A. respective-

ment, et on prend les vecteurs ;p orthogonaux A, ce qui donne

Alors, en d$rivant (1.25) et en y subsCiCuant (1.4) et (1.9) on trouve

respectivement

(1.26) g g, g/’--g 0,
et

gI’-- r 0(1.27) gPq;a---- gPq. g,R q.---

d’ofi on trouve que les/b co ncident avec les symboles de Christoffel

off g est le tenseur contrevariant m4trique de A dfini par gg{=. Notes
dsignerons aussi par gPq le tenseur contrevariant m4trique de

D’autre part, en derivant $.---0 et en y subsCituant (1.4) et (1.9)on
trouve

(1.28) L gpqg .-- H; "P

2. La dfo’mation infinit$simale d’un sous-espace.
Nous allons consid4rer, duns e Paragraphe tree d,rmation infinitsimale

(2.1)
du sous-espace (x), off (x) e tm vecteur d4fini sur le sousspace et dt une

quantit inilnitsimale. On ne tiendra compte que des quantiCs du premir order

par rappor dr.

On a, de (2.1),
(2.2)

en posant

(2.3) j$=- et

Si l’on pose

(2.4)
on obien de (2.2),
(2.) z=flt=( ,-L’.,"),+ "
En drivant (2.1) deux lois, et en y substituant (1.) et

on trouve
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(2.8) z--,-, "’
En sutituant (2.5) (2.6) et ent1 fficien de , et de

tivement, on trouve

( ;+ L.,--
et ..(2.10) H, [(;--Lqq)HP+(+ "’P

D’autre, en drivt

=+[%+w ] dt

mr rapn et y sutitumt (1.4), (1.9) et

on trouve

*L’.(a+J0+P[+(

P+ (-L’.,+r )]

off nous avons pos6
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Donc, si ron pose

(3.2)
on obtient

d’o5

dT,_ds’- dx dx
ds ----b ds ds

Jds 1 dz vlx
(3.3) ds -- ds ds

3

et par coquent

(3.7) dV= dV(l/-g+d1
o nous avons d&ign4 par dV la volume elementaire dV=d2’d=...d et

dV:dz’dxL..dx’ Ent JdV:dV-dV, on a de (a.7),

(3.8) AdV 1
dV 2 g’oat,

ce qui no doe la dilatation dupa.

Puent la dilation t ur une d4formation ntielIe donn&

p

AdV

et, une dfoation norle, par

d
ce qui nous donne rextension du sous-espace dans la direction de -ds

Par consuent, la direction h qui donne l’extrSme de l’extension est donne

(3.4) (-,,--pg)/-O,
off est la racine de r&luation

(3.5) eg, =0.--.,--

Pour une d6formation infinit6simale normale, on a b=-2Hip e, donc,
cette direction coincide avec ]a direction principale de Hp. L’extension dans

la direction asymptotique est, dans ce cas, nulle.

D’autre part, en d6signant par g le d6terminant form6 avec les go, on a

y +
d’o
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(3.10)
AdV
dV--

Cela 6tant prenons v vecteurs h() unifires et orthogonaux entre eux.

Alors la somme, des extensions dans les directions h(,) est donne par

1.. -- . dr--gl .: -o4t

c’est--dire, elle est gale h la dilatation et par consequent est independange des

vecteurs choisis h().
Si les bo dfinis par (3.2) s’annulent, l’extersion est toujours nulle. Une

telle d4formation s’appelle le mouvement. La condition n&saire et sufIisante

pour qu’tme dformation infinitimale tangentielle soit un mouvenaent est que

Ce sont les quations bien connues de Killing. Pour qu’une d4formation

infinit6simale normale soit un mouvement, il faut et il suffit que

Oll

c’est-h-dire que le vecteur de d4formation soit orthogonal au premier espace nor-

1 1
real, ce qui n’est possible que quand --n(.n+ 1)<m--n ou --n(n+

Si routes les dtformations normales sont mouvements, on doit avoir Hgix=0.

Les &luations (3.1’2) montrent que m m--n--l, le mouvement n’est
possible si Hix-- 0.

Or, si bo--pg, l’extensiort ne depend pas de la direction.

Une telle dtformation infiniale s’appelle conforme. La condition

saire et ste pour qu’une d4formation infim’aimale tangentielle soit conforme

est que

Pour qu’une d4formation infinifsimale normale soit onforme, il faut et il

suffit que

(3.15) H,,$’----pg,.
Done sim---- n-t- l la deformation normale conforme n’est p(ible que si le

sous.espace est totalement ombiliqu&

Si touts les dfornlations infinihlsimales normales sont conformes, on doi

avoir

Dans e cas off l’espaee ambiant es m4trique, r&luation
-=0

notre donne
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(a)+,(a)=o,
d’o6, en tenant oompte de (2.5) et de (2.8),

(3.16) g($e,+H;j)+goY--0.
Done, en substituant (3.16) dans (2.9), on trouve

{] [(,,- H:z),-(+H)H:+H(,+/)f’]dr,

d’o

+
De rmtion (2.i0) on gmuve

(3.18) 3=[(;--H)H+(+H);
En mimant (3.16) d (2.13), on ut fflent v$er que (2.13)

incide av (3.18).
Enmi (3.16) (2.14), on tmuve

),+;

Si l platond oet vail6 en deux -ndntpl, la d6fotionie pl

Pore la, faut et t qffon gt

par consuent
(.)

et

C.2) b’.=’,-L:
Pour une telle dformation, on a de (2.9),

(.a) a=’( ,-L: "’ "’
ou, en y substituant (4.1),
(4.) ari= [$’;,,- L,,$ +L:He’-
On peut faoflemen v6rifier que le second-membre de (4.4) eat bien symtri-

que par rapport aux’indiees j et k.

De m6me on a des (.10) (2.13) et (2.14),
(.) aH;=(b:H;;"-
(4.6) JL’.-- [ b.L{ (1,-- L.*’rl )dt
(.) aI’$,= (,",+H;%)g

respoofivement. En substituant (4.3) dam (2.15), on tmuve
..P..

De m6me, en substituant (4.7) dam (.18), on a
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Pour une V,_1, si l’on se donne ", se determinent par (4.1) et par con-

s6quent la d6formation parallle se d4termine.

Pour qu’une d6formation tangentielle soit parall?de, il faut et il sutt quo

HP$*=0, donc, ce n’est pomible que quand le rang de H" est inferieur que n.

Pour qu’une d6formation normale soit parallle, il faut et il mxttit que

L, condition d’int6grabilit6 complte de (4.10). est

R.k. ---0,

o, d’aprs l’6quation de Ricci-Ktihne,

ce qui esg toujours valablo pour un sus-espace totalement g$od6sique.

Si

(4:.13) J(dx)=bdXdt
est proportionnel K dzS, les vecteurs ont 6t transports paralllement h eux-

m6mes. On a, dans ce cas,

off a doit satisfaire h l’6quati0n

Si respace ambian es mrique, on pose

aIor

dono, si bo=b l rectiom tram parllement p e d6formation

ple et 1 dirtiom pcip de l’exmion :noiden Dam ce , on

tmuve de bo=b que $ t vur grent.

autr tiom que cell dom par (b--ag)d=O pivotent.

Si u 1 dir4iom’ trn part,lemur la d6forion p61e

s’ape tioeHe. Po la, faut et flt que

(4.15)
donc, bo doit 6tre sym6trique p rap aux et j, et r muent $, dolt

$tre unvMenK Une MHe d6fortiones’apHe orme.
D ce , l’abit6t m6que on a ()=0 ffo5 ;*=0,
uent on a de b=a,

d’ofi J ], 6t symtrique p rap auxsi6rie,

k= 0
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done,

at par consuent, la dformation infinitsimale conserve les g3dsiques.

Si la d4formation parallle est un mouvement, on a

(4.17) bo-t- b,= O
Si de plus elle est irrotationnelle, on a

(.8)
d’ofi’a-0 et par consequent

(4.19) J--dt--O
donc, est un champ de vecteur paratlle dfini sur A,,. Une telle dformation
infinitsimale s’appelle translation. Sim n-}- 1 et "= onstante, la dSforma-

tion normale eat parallle, si elle est irrotationnelle on doit avoir

et par consuent V doit tre totalement ombiliqu4e. Si elle n’est pas irrott-

tionnelle, les directions principales de H seulement se transportent paralllement.

5. dfo’mation infinit$simale tangentielle.
Si le vecteur definissant la deformation infinitesimale peut s’ecrire sous la

forme

la d4formation intlnitsimale est dire tangentielle. Dans ce cas, chaque point du

sous-espace Stant transport un point du mme .sous-espace le sous-espace lui-

:mme ne change pas.

En substituant (5.1) dans (2.5) on tmuve

Pour une dformation intlnitimale taentielle, on doit avoir

d’ofi

L...
Done, en substituant Se=0 et (5.8) dans (2.9), on trouvo

ou, d’apr l’&luation de

En substihumt (5.5) dans (2.15), on trouve

d’ofi

Les variations des quantits fondamentales de A,. 4rant ainsi d$temines,
notes allons consid4rer la variation d’un veoteur
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on

dono,

(.)

6. dfornation nfinitsinalv d’un stacv lui-m
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Nous avons considerS, dans le Paragraphe prc&lent, une d4formation in-

finitsimal tangentielle

(6.1)
Les reprsentant ]Sx, l’quation (6.1) peut gcrire sous la forme

(6.2)
Dono, dam le systme de coordonn6es actuel pour/l, la dformation intini-

tsimale tangentielle de A., peut tre repr6sente par

(6.3)

Mais au lieu de representer le sous-espace par , si l’on le reprsente par , le

point qui avait les coordonnes x + dt prend les coordonns x*, donc, si ron
regarde (6.2) comme rquation d$finissant une transformation de coordonn&s,
on trouve

Cela etant, prenons un vecteur contrevariant , ses composantes dam lo

nouveau systme de ooordonns seront donn6es par

’() (+g)(-’.d,)=,’()+ [’.-] d,,

,d’o5, en posant aid --d,
(6.5) a’ [;*-$’.] d,.

ou, sous une forme tensorielle,

(6.6) Jv= [v.$--;v] dr.

Si ron prend un vecteur covariant u, on trouve

-() u,( +dO( +
d’oS, ent

(6.7) .--
o, sous une forme tevorielle,

(6.8)
De mSme, pour un tenseur gnral, soit pour T., on trouve

T.$J .= [T.;$ .,$’+ +(6.9)
Cela 6tant, prenons les composantes F- de la connexion, on a

, o dt,

(6.10) A/.,---- ’ --"[ ,,.+e",.-,o. ,jr--,..3 at,
ou sous une orme ensorie]l%

(6.) r}=[,+.]t.

Cela an on IU acilemant vrifier qu les eomposls R, ch teseur

d eotrbu orlnes avec
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Or, la derive eovariante Sv d:un veeteur eontrevariant tant aussi un veeteur

eontrevariant, on a

(6.2) =’+().
D’autre part, on a

d’oB

En gnralisant eette formule, on obtiendra la formule (5.12).


