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38 Sur quehlues oints de la thode du patentiel (I).

Par Kinjiro KUNUGUI.

lnstitut de Math6matiqes, Univezsit6 Imp6riale de Hokkaido, Sapporo.

(Comm. by T. TAKAGI M.I.A., April 26, 196.)

1. Une classe des potentels g}n}rals$s. Soient F eemble ferm

et rn dm rpa eio(2), et uae fonction compl-

ment adtive d’ememble, dtenge par une ribution de n-n$gatie,
rSpaie sur F. D cete Note, no no pro de coidrer une cle

d tentie gnr, dfie fl t" soit (t)unefcti ’ellv

dfiniep" t positif 0<t< et qui tfait la citi ivae"

(a) (t) est ufuncti mte cvoe et cvexe.

Zes potentiels gn&’al$s que n av en e, pour l’espace h dime.io

m3, so.

S’il s’agit de l’esce deux dimei,noppos que (t) soit d$finie

(’) (P) f(1/,

Dmcfol Pt ht quelnque de , Q dse un int variable

d F et v sfie la ce eucliee de P Q. Da 1 pai tgfi-

eur no met d’eum la fonction (t) h la deime ntion

vante" )

(B) Ennt h($)=l]- pour m3, et h($)=--1 $ tour m--2

(m dSst le mbre de emiom de ), no avo

0

Si l’one (t)=P, la ntion (a) veut re ’(t)=a(a--1)P-e0
a h d. al. tentiel (1) aplg ors "potentl g$n,ralis d’’dre

a.’’ ntion (B) veut dire am. S’fl s’t de l’p de deux dimen-

sion, les ntie gn4rs d’ordre a s’obtiement ennt

1) Nous no nous servirons pas de la condition (B) dans cette Note.
2) Voir O. Frostmau: Potentiel d’Equilibre et Capaeit6 des Ensembles avec Quelque

Applications la Thb3rie des Fonctions, These. Lund, 1935, p. 20.
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=a >__.0 ou adar la formule (1’). La condition (a) veut dire alors "(t)
_.0, tandis que la condition (B) fair la restriction" a< 2. Pourfer le idles,
nous mus bqrne’ons dans la suite, sauf indication contrai’e, aux cas de l’es-

pace t’ois dimensiannel m--3.

Si lira ((t)< d- o, nous aeons limD+O(t)=0 et par suite ($r(t) 0. Par
t-ot t-oo

consequent, (P(t) et le potentiel (1) se reduisent des constantes. Nous omet-

tons done ce cas dans les considerations ultrieures. Supposons done

(2) lim V(t)-- +
Posons, pour tout hombre entier positif n, O.(t)--O(t) ou -’n, suivant que

O(t)n ou ’n. L’intgrale (1) est dfinie comme d’habitude par

(3) u(P)---- lira uXP),

et nous appelerons. (3) la "’emive foq’mule d’app’oximation de u(P)."
Pour tou poin P0 situg hors de F, fl existe un voisinage de P0 o la fono-

tion (1]r) est uniformgment continue et borne. Done, le potentiel
est continue au point Po de eo-F. De plus, darts ce mme voisinage de Po, la

fonction fP(1]’p), comme fonction de P, est sous-harmonique, et par suite

le potentiel u(P) est sous-ha’monique pan,out dans a,-F.4)

Si (t)--t, le potentiel (1) se rduit au potentiel "newtonien." Si la

fonction (t) satisfait la condition (a) pour t d’intervalle- 0<:tt0 (to tant
un nvmbre rel positif), tandis qu’elle a la forme- (t.)c(t--t0)+ (t0)pour
tout suprieur h to: t0t o, o c est une constante positive telle que

)_(t0), le potentiel (1) sera nomm "quasi-newtonien." Dans ce cas
satisfait h la condition (a) pour tout t:0<t< / oo, puisque nous aeons DD
(t)----O(t)to), DD+fP(to)--c>D_(to). Elle satisfait encore h la condition

(B). Le potentiel newtonien est quasi-newtonien.

2. P’6scipe du Maximum. Soit D un domaine-composant de l’en-

semble auvet to-F. Dsgnons pa" H la frontire de D. Si u(P) satsfai
a ’n@aa"

(3) Voir p. ex. T. Rado Subharmonic functions (Ergebnisse dcr Mathematik und
ihrer Grenzgebmte, Bd. 5, Heft I. Berlin, 1937, p. 15-Article 3. 13.

(4) Puisque .f(PQ)=(1/rPQ) est uniform6ment continue dans le voisinage de Pe,

l’int6grale de Stielties-Radon-_/’f(P, Q)d/ est la limite d’une suite des sommes f(PQ#:)-

gt(e-), QE ec; e=’ qui est uniformfment convergente (par rapport P). Cf. T. Rado,

ibid. p. 15--Article 3. 10 et p. 13-Article 3. 3.
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en tout p:int de H, la mme igali s.ubsiste partont dams D.")

Dmonstration. 1. Soit q(t)) une fonction relle dgfinie sur l’ensemble

ferm Dj + H. Disons que 9o(P) jouit dc la "p’o_p’iSt A," si le maximum

mn des valeurs de q(P) pour P parcourant H est ggal ou suprieur au maxim-

um m de q(P) pour P variable dans

Lemme 1. Supposons qu’une suite des fouctiqns q,,(P), d$finies
l’ensemble D, + tt, o monotote cq’oi.ssante: q(P)<q.,.(P)<q(P)___.., et

qne cSaque q,,(P) joui de la FroFrit$ A. Si l’on a q(P)--lim q,,(P) par-

tout dans D, et qa( P)_____lim qa,(P) dans H, la fonction q(P) jouit alors de

la m$me propr t$ A.
La dSmonstration du Lemme i est tout simple. En effect supposons par

impossible que m1>mr et ehoisissons un notable positif e tel que 0

mz. I1 existe alors un point P, de D, off l’on a q(P) >mr+ e. Corn/he

p(P)=lim 9o(P), P D, il exJste tm n tel que 9o,(Pt) >mr+ e. Puis-

que, d’autre part, 9o,(P) jouit de la proprigt A, il existe un point P_o de H o6

l’on a enid)re l’in6galit6 9o(P) >mr+ e. 9o.,(P)(n-- 1, 2, 3,..) grant mono-

tone croissante, nous avons lira q,,(P..)_.q,(P...). Donc, d’aprs l’hypoth6se,

p(P._,)lim 9o,,(P) >mt+ e, p... e It, e >0, ce qui oontredit h la dilnition de

2. Revenons h la dmonstration du principe. Dgsignons par T,,(n--1, 2,
3,...] la borne fiff6rieure des valeurs off l’on a ((t)-..n. D’aprs (2), T
existent toujours et song positives h partir d’tm certain indice no. Nous avom de

plus T.T...T... et lira T,,--+ o. Prenons un indice n tel que

et posons ($2(t)----q(t) pour O< t<T.,, et 2(t)= {D_C(T,,)}
pour T,,< < + o, et

Nous avom D_()--D_(, (T)--g(T,,) eg par suige [ pe.enieg

D’abord, oomm (t) egg oonvexe, on a D_(,,)___D_(t) pour

(5) Ce principe, pour ]e cas du potontiel newtonien, a t6 conjectur6 par M. G. C.
Evans et 6tabli pour |a premiere fois par M. A. Maria (The Potential of a Positive Mass
and the Weight Function of Wiener, Proceedings of the National Academy of Sciences of
he United States of America, vol. 20, 19 4, pp. 9). M. O. Frostman l’a (tendu au

cas du potentiel g6n6ralis6 d’ordre a (Cf. O. Frostman, loc. cit. pp. 25-26). Une d6mon-
stration simple et directe a 6t donne par M. Y. Yosida (Sur le Principe du Mvximum
dans la Th6orie du Potcntiel, Proceedings of the Imperial Academy, vol. 17, 1941, pp.
476-478).
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+ . Par suite, d’aprs la formule des accroissements finis, nous avons

___@(t). D’autre part, comme (t) est monotone croissante, on a D_@(T;,)
0. Done, O(0>__.(P(T)=n pour T<t< + o. I1 vient ainsi u(P)u2(P)
u(P) partout dans co, et nous obtenons finalement

(4) u(P)=lim u2(P), P e ,
Or, pour n>n0, d’aprs la eonvexit de O(t) et l’inggalit$ TT,,+,, on a

_D_(T)D_P(T,,+,) et par consequent
(t) ($+,(t) pour

<(P(0-- g)2+,(0 pour

=D_(O(T)(t--t+,)+(P:(T,.+,)<#I,(O pour T..+,__--<$< + o.

II en restflte ,’,(0___<I,(0, 0<< + ,, et

(S) u(P)<__.u2+,(P), P e o,, n>n0.

Ainsi, nous avons vu, d’aprs () et (5),
Lemme S. Tout potvntiel dv not’ classv e’st la 14mit d’une sui[e o.o-

Dans la suite, nous appelerons (4) la "deuz’ime fo’mule d’app oximat on de

u(P)." Cet-te formule d’approximation nous fair voir, en vertu du Lemme 1,
qu’il nous suit d’gtablir le principe pour le cas quasi-newtonien.

3. Cas quasi-newtoien. Supposons que u(P) soit quasi-newtonien. D’ap-

rs la d4finition de ml, il existc une suite des points Pj dans D pour laquelle

nolls avons

(6) im

D’aute part, comme u(P) est sous-harmonique dans D1, (d’apr%s le principe du

maximum potr les onctions sous-harmoniques) noas pouvons supposer, sans

restreindre la generalite, que la suite P tende vers un point M de/-/. Decrovons,
maintenant, une petite sph%re regtfliree) S(M) au centre et dont le rayon est

inferieur 1/(2t0). A_tom, nous pouvons &fire

(7) (p)=._,(P)+.,(P)

Si P appartient la sph%re S,(M) et si Q parcourt F.S,(M), on a ’q<l/t.
Done, le deuxime membm peut s’4crire

(8) u.,,(P)= {D_(t)},(P)+ [@(t)-- {D_(t,)}t,] .(F.S,(M)),
off l’on p(

(6) Un ensemble s’appelle rguliert si sa frontire ne porte aucune masse.
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Or, on voit bien que co(P)est un poentiel newtonien, en d’aprs un corollaire

de M. A. Maria nous avons

(9) lira +(P)(P e. D,)___ lira o(P+)(P* 0. _far).

Prenons encore une suite des points P de H qui tend vers M et telle que

(10) lira 0(P)=lira o(P*)(P* e H).- pC.p
(9) et (10) avec (8) entrainent evidemment

(11) lira um(P,)___<lim

Considrons maintenant une sphgre No,(M) au centre Met dont le rayon

est egal la moitie de celui de SI(M). Si P parcour la sphere N.(M), la fonc-

tion (#(1/v), comme fonction de P, est continue, et cela uniformement par

rapport Q variable dans /--/I(M). Donc, le premier membre de (7) est

continue par rapport P,/) e N(M) en particulier, elle est continue au point

M. Pffue run P. rtm P? P, nous avons alors

Ainsi, (11) et (12), avec (7), nous donnent

(1) lira u(P)lim u(P),

et,,en veru de la relation (6) avee la dgfinition de m, il en te finalement

m,,, o.q.f.d.

Les raisonnements de MM. A. Maria et O. Frostman nous fot conclure

immediatment le

Corollaire 1. So M u point de H. En dsignan aor Pet .P’* deux

oins .a’iables, l’un dans DI, l’aq’6 dans I- on a l’4/n$galit$"

(14) lira u(e)(Pe D,)<lim u(P*-)(P* e tt).

Corollaire 2.s Soit M un point (fixe) de tt. Si le potent el

contnu au point M, cosid$.r comme fonction dfinie su," H, il es encare

cou’,inu au m$me l)oint, consid$’$ comme fonction d$finie suv Dt+

(7) A. Maria, loc. cir. p. 487. Cf. aussi O. Frostman, loc. tit. p. 69. Thoreme 2.

(8) Cf. G. C. Evans: Application of Poincar’s sweeping out process, Proceedings of

the National Academy of Sciences of the U.S.A. voL 19, 1933. p. 458, Lemme 1. -----On

potentials of positive mass I., Transactions of the American Mathematical Society, vol. 37

(1935) p. 238, et 0. Fxstman, loc. cir. p. 25. Coollaie de lemme 1.
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Demonstration.

(15)
D’apr6s (14), nous voyons qu’il nous suitit d’6tablir

Jim u(P)(P e D)__u(M)
P-oo

Or, les fonctions u,,(P) sont continues partout dans,o et u(.P)(.P)
Donc, d’aprs la formule d’approximation, u(P) est semi-continue inf4rieure-

ment partout dans l’espace. D’ofi l’inalite


