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25. Halblineare Erweiteaung des Satzes der Normal
basis und ihre Anwendung auf die Existenz der
derivierten (differentialen) Basis, I.

Von Tadasi NAKAYAMA
Mathematishes Institut, Kaiserliche Universitat zu Nagoya.
(Comm. by T. TAKAGI, M.L.A., March 12, 1945.)

In dieser Note soll ein Satz aufgestellt werden, welchen man wohl als eine
verschrankte, oder vielmehr halblineare Verallgemeinerung des bekannten Satzes
der Normalbasis” ansehen kann. Er ergibt sich auf natiirlicher Weise, wenn wir
den Satz der Normalbasis mit der Theorie der halblinearen Darstellungen, die
frither von K. Shoda, M. Osima und dem Verfasser entwickelt wurde,” in Ver-
bindung bringen. Aus dem Satz folgt sodann leicht die Existenz der derivier-
ten, oder differentialen Basen, wie sie kiirzlich von H. J. Riblet® bewiesen wurde.
Dieser Weg zur derivierten Basis macht es zugleich klar, dass die Wronskische
Determinante der einzige Punkt im Beweis der Existenz solcher Basis ist, wo die
Eigenschaften der Derivation eigentlich benutzt werden, wodurch insbesondere die
Annahme der Charakteristik 0 bei Riblet durch eine schwichere ersetzt wird.

1. Halblineare Normalbasis. Wir beweisen

Satz 1. Es sei @ eine endliche separable Erweiterung eines Korpers §.
Q* sei der galoissche Korper von &R, und L ein (nicht notwending § enthal-
tender) Unterkorper von Q* derart, dass

(L*Q : I)H=(L*® : ®)
ast, wo L* den von L und seinen Konjugierten beziglich § erzeugten Korper
bedeutet. Dann gibt es in ¢ ein Element, dessen (¢: ) Konjugierte bezii-
glich  linear unabhdngig wber L sind.

Beweis. Es gentigt ersichtlich den Fall L*=1 zu erledigen. Zuerst sei
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Q/® galoissch ; =[Gy, Gsy---, Gy} (g=(Q : R])) sei die galoissche Gruppe, und
die zum Zwischenkdrper L gehdrige (invariante) Untergruppe sei mit §) bezeich-
net. 'Wir betrachten den halblinearen Gruppenring
(®, L)Y=G,L+G:L+...+G,L

von (& tiber L, und seinen Unterring

(%, )=H,L+H.L+ ...+ H,L (h=(Q : LY)),
welcher nichts anders als die gewohnliche Gruppenalgebra von §) tiber L ist. Nun
ist'der Korper @ als ein (§), L )-Rechtsmodul mit der Gruppenalgebra (8, L)
selbst isomorph (Satz der Normalbais). Hier ist der (§3, L)-Rechtsmodul (£,
L®) die direkte Summe 'von (L : L) mit (§, L) isomorphen Untermoduln.
Dasselbe gilt also fiir den (§), L)-Rectsmodul ¢. Andererseits ist.(&, L) als (£,
IL)-Rechtsmodul die direkte Summe von (& : §)=(LK] : }®) zu (&, L) iso-
morphen Untermoduln. Da hier nach unserer Annahme (L : ®)<(LK : L)
ist, ist der (§, L)-Modul (&, L) mit einem direkten Summanden in ¢ isomorph.
Dann ist (&, L), nach der Theorie der halblinearen Darstellungen, auch als (&,
L)-Modul mit einem (direkten Summanden )-Untermodul von § isomorph.” Der
Untermodul ist von der Form

E9L+E%L+ ...+ E%L (e);
g Konjugierte von £ sind lingar unabhingig tiber L.
Es sei nun ¢/ nicht notwendig galoissch. Nach dem oben bewiesenen gi

4) Es sei M ein (®, L)-(Rechts-) Modul, und sei
§1R=m1+mg+-- o +nm (*)

seine (bis auf (9, L)-Isomorphismus eindeuntige) direkte Zerlegung in direkt-unzerlegbare
(9, L)-Untermoduln. Da M=mG+mG+-- -+ +MmmG, fir jedes G € @, ist, sind mG,
meG, - +-, MmG in einer geeigneten Anordnung mit my, Mg,----, Mm (P, L)-isomorph.
Also ist die Anzahl der mit einem Komponenten, etwa my, (9, L)-isomorphen Summanden
in (*) gleich der der mit mG (§, L)-isomorphen. Nun konstruieren wir fiir jeden Sum-*
manden m: den von ihm induzierten (®, L)-Modul JRi=miSe+-- -- +miSs (E=2HS)
(wo die Summe direkt ist), und dann die direkte Summe Jj=I9%. Ferner filhren wir
einen Modul 9 ein, der die direkte Summe von 8=(®:9) mit I isemorphen Moduln ist.
Aus dem oben Bemerkten folgt dann leicht, dass 9 und M’ als (P, L)-Moduln zueinander
isomorph sind. Also sind sie auch als (, L) Moduln zueinander isomorph (Siehe Naka-
yama-Shoda, lc., Satz 8 (fiir halbeinfachen Fall) und Osima, l.c., Satz 1 (fiir allgemeinen
Fall)). Ist nun R ein zweiter (&, L)-Modul und ist er als (), L)-modul einem direkten
Summanden von N isomorph, so ist der entsprechende Modul )} ersichtlich einem direkten
Komponenten in ((8, L)-Modul J)f isomorph. Dasselbe gilt dann fiir R* und IM*, also
auch fiir N und IR selbst. Somit ist bewiesen: Ist ein (®, L)-Modul N als (H, L)-Modul
mit einem ((9, L)-zuldssigen, aber nicht notwendig ®-zulissigen) direkien Summanden
eines zweiten (®, L)-Moduls M isomorph, so ist N auch als (8, L)-Modul mit einem
direkten Summanden in (8, L)-Modul) M isomrph.

Beim unendlich viele Elemente enthaltenden GrundkOrper konnen wir analoge Satz
fiir (nicht direkten) Teilmodul und Restklassenmodul beweisen, etwa in analoger Weise wic
bei Osima, Satz 1. Im Fall eines endlichen Grundkrpers bietet sich eine gewisse Schwie-
rigkeit. Hierauf mGchte ich an einer anderen Gelegenheit zuriickkommen.
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es ein Element §* in @*, dessen (0* : §) R-Konjugierte tiber L linear unab-
hingig sind. Dann sind die (¢ : ) K-Konjugierten von §=SpQ*/Q(£¥)e g
tiber L linear unabhingig, wie man unmittelbar einsieht.

Bemerkung. Im Falle Q¥=Q, L= Q reduziert sich der Satz auf den ge-
wohnlichen Satz der Normalbasis.

2. Derivierte Basis. Es sei in einem Korper § eine (nicht triviale, d.h.
nicht identisch verschwindende) abstrakte Derivation ¢ —a’=D(a) definiert,
und ¢ sei ein endlicher separabler Oberksrper von §. D lisst sich in eindeuti-
ger Weise auf L erweitern ; wir bezeichnen die Erweiterungsderivation wieder mit
D. L i der Kérper der D-Konstanten in & : L=[a|D{e)=0]. Ist hier
die Charakterigtik von ® gleich 0, so haben wir (¢ : L)=o0, (¢*: L¥*)=100,
also

(L*Q : L*)=c0,
wo ¥ der galoissche Korper von ¢/® ist und L* den Kérper der D-Konstanten
in @* bedeutet. Im Fall einer Primzahlcharakteristik p nehmen wir aber an,
dass
(I*Q : N)=(L*Q: })

it ;” dies ist sicher der Fall, sobald etwa p=(Q* : ®)(oder nur =(L*® : §))
gilt. Als Anwendung unseres Satzes der halblinearen Normalbasis beweisen wir
nun

Satz 2. Q. besitzt eine (D-)derivierte (oder differentiale) Basis tiber §,
d.h. es gibt in Q ein & mit

Q=E6R+ER+E]R+... +E" VR, n=(2: ®)
(Strich bedeutet Derivation).

Beweis. Nach Satz 1 existiert in @ ein Elemnent £, so dass seine n §-Kon-
jugierten &, &,..., &, linear unabhingig tiber L* sind.® Dann ist die Wrons-
kische Determinante | &, &,,..., §""?|30. Also sind &, &,.., £°°" tiber §
linear unabhiingig, den eine lineare Relation unter &,.§’,..., £~ wiirde dieselbe
unter & &,,..., §*~" (i=1, 2,..., n) induzieren.

3. Halblinearer Galoismodul.” Nun kommen wir auf den Fall vom
Nummer 1 des allgemeinen Korpers § zurtick, nehmen wir aber an, dass ¢/§

5) Dass diese Annahme fiir das Bestehen des folgenden Satzes 2 nicht iiberfliissig ist,
sicht man etwa bei einem einfachen Beispiel der gewGhnlichen Derivation in einem
rationalen Funktionenk&rper mit einem KoeffizientenkOrper der Charakteristik p ein. Vgl.
auch die II. Mitteilung.

6) Theorem 1 bei Riblet, l.c.

7) Fir Galoismoduln im gewOhnlichen Sinne siche die zwete der oben zitierten
Arbeiten von M. Deuring (fiir halbeinfachen Fall) und die erste des Verfassers (fiir
allgemeinen Fall).
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galoissch ist, und betrachten ein Linksideal | im halblinearen Gruppenring (®, L)
und sein Bild m(l, £) bei dem ((®, L)-Operator-)Isomorphismus zwischen (§, L)
und §4L+&%L+... + %L ; Wir nennen diesen Modul m(l, §) den zu ! gehs-
rigen halblinearen Galoismodul (tiber L) beztiglich & Ist
ENL 4 E%L+... +€"9L=1761L+¢;G’L+ +')700L

mit einem zweiten Element 5 in @, so fallt m(l, §) mit m(l, ») zusammen ;
denn bei jedem Automorphismus von (@, L) als Rechtsideal wird jedes Links-
ideal auf sich selbst abgebildet. Ferner wird das Linksideal | von dem zuge-
horigen Modul m=m({, &) eindeutig bestimmd, d.h. aus m(1, §)=m(l;, {) folgt
[=1. [ ist ja das Links-Annulatorideal der Elemente ¢ in (&, L) mit m"=0,
man ersieht dies leicht daraus, dass der halblineare Gruppenring (@, L) vom
Probeniusschen Typ ist.”

Es sei nun §, ein Zwischenkorper von ¢/®, und &, die zugehdrige Unter-
gruppe von ®&. Ist L¥ der von L und seinen §:-Konjugierten erzeugte Ko rper,
so gilt

(L¥R : L)=CL*Q, : L*)(L* : LE)/(L* R, : LYK
=>(L*Q, : Q)L : LY)/(L*Q, = L¥])
=(L¥Q : R)(L* : LD=(L¥ R : R)=(LER: : R)-
Ausserdem sind die §,-Konjugierten von £ linear unabbhingig tiber L. Wir ha-
ben nun

Satz 3. Es sei m ein zum. Linksideal | gehoriger (halblinearer) Galois-
modul uber L bei Q/® derart, dass fur jedes A(3<0) aus ®: das Produkt Am
wieder ein demselben Linksideal | zugehoriger Galoismodul (beziiglicl eines
vielleicht von dem wrspritnglichen verschiedenen Bezugselement) ist. So st

=(@, L), (L=I~@,, L)),
und m st die direkte Summe von (R : ®) zu l; gehorigen Galoismoduln in
/R
Beweis. Es sei r=7(1) der Rechts-Annulator von l in (&, L). Fiir a€
m, S¢Gpe € t haben wir -Fae=0. Wegen unserer Annahme tiber m gilt weiter
XlCpe= 31" 3 1e0,0 par=0
fiir jedes A aus §, wo B=3,@,7 die rechtsseitige Zerlegung von & beziiglich &,
ist. Da die Diskriminante. |47 |* von ®:/§ nicht verschwindet, bekommen wir
daraus 3 4a**p4r=0, oder
Zaat Pfq';l=0.

8) Siehe Nakayama, l.c.
9) Die vom Linksideal [ definierte (halblineare) Darstellung von ® ist die sogenannte
von der zu [; gehOrigen Darstellung von ®; induzierte.
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Weil aber diese Berechnung umgekehrt werden kann, so tiberzeugen wir uns davon,
dass m aus allen diese letzten Relationen erfiillenden Elementen aus S§°L besteht,
wo & das Bezugselement von m ist. Also muss ! mit dem Links-Annulator (3,
piz') der Elemente Z4p% in (®, L) zusammenfallen. Da hier Z'Apf,';l €
(@,, L) sind, gilt I=(®, L), wo ,=1~(®,, L) der Links-Annulator von XA
plr in (@, L) ist. Ferner ist SE°L=Iy3£"(G=2yUG,:), wobei jeder
Summand 3,674L als (@, L)-Modul mit (&;, L) isomorph ist. Bezeichnet
man also mit my den zum Linksideal ; in (@, L), Links-Annulator von XA
pf,';.‘ , gehdrigen ¢/ R -Galoismodul beztiglich &7, so ist es nach der obigen Betrach-
‘tung klar, dass m die direkte Summe Symy= Iym(l;, £”) ist, was den Satz nach-
‘weist.

Zusatz bei der Korrektur (Apr. 8,1948): Fiir ein supplementsres Argu-
ment, welches im Fall vom unendlichen (Q: L) beztiglich der Fussnote 4) not-
wendig ist, vgl. eine demnichst in Amer. J. Math. erscheinende Note des Ver-
fassers: Semilinear normal basis for quasifields. Siehe auch T. Nakayama, Galois
theory for general rings with minimmum condition, erscheint demngchst in Jour
Math. Soc. Japan, wo eine direktere Einfuhrung des Satzes des halblinearen Nor-
malbasis gegeben ist.



