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Halblineare Erweiteaung des Satzes der Normal
basis und ihre Anwendung au[ die Existenz der

derivierten differentialen) Basis, I.

Von Tadasi NAKAYAMA
Mathematishes Institut, Kaiseflic|m Universitt zu Nagoya.

(Comm. by T. TAKA.GI, m.I.A., March 12, 1945.)

In dieser Note soll ein Satz atffgestellt werden, welchen mau vohl als eine

verschriflite., oder vielmehr halblineare Veraemeinerung des bek.mmten Satzes

.der Normalbasis1) ansehen kann. Er ergibt sich auf natiirlicher Weise, wenn wit

den Satz der Normalbis mit der Theorie tier halblinearen Darstellultgen (lie

friiher yon K. Shoda, M. Osima und dem Verfasser entwickelt wurde,"* in Ver-

bindung bringen. Aus dem Satz folgt sodann leich die Existenz der derivier-

ten, oder differentialen Basen, wie sie ktirzlich von H. J. Ribleta) bewiesen wurde.

Dieser Weg zur derivierten Basis macht es zug].ich ldar, daas die Vronskische

Determinante der einzige Punkt im Beweis der Exisenz solcher B:sis ist, we die

Eigensehaften der Deriva*.;on eigentlich bemltzt werden, wodurch ilsbcn(-lere die

Annahme tier Charakteristik 0 bei Riblet durch eine schwiichere ersetzt wird.

1. Halblineaq’e Ntn’malbasis. Wir weisen

Satz 1. Es sei eine endliche separable Eq’weiterung eines Id.rpe.rs .
* sei deq" galoissche Krpe" yon /, und L ein (nicht notwe.ding vqthal-

tende) Untetkrpeq" yon 9* deq’a’t, dass

(L*: L*)>(L* )
st, we L* den yon Lund seinen Konjugieq’ten-bezglich erzeugten Krper
hedeutet. Dann gibt es in ein lTement, dessen (:) Aonjugie’te bez-

glich linear, unabhngig ber L sind.

Beweis. Es genligt ersichtlich den Fall L*----L zu erledigen. Zuerst sei

1) E. Noether, Normalbasis bei Kiirpern ohne hiihero Verzeigung, Crelle 167 (1931);
M. Deuring, Galoissche Theorio und Darstellungstheorie, Math. AmL 107 (1932); H.
Hasse, Klassonk/Srpertkeorie, Marburg (1932); R. Brauer, Obor die Kleinsche Theorie der

algebraischen Gloichungen, Math. Ann. 110 (1934); M. Deuring, Anwendungen der Dar-
stellungeu yon Gruppen dutch linearen Substitutionen auf die Galoissche Theorie, Math.
Ann. 113 (1936); R. Stauffer, The construction of a normal basis in a separable normal

extension field, Amer. J. Math. 58 (1936); T, Nakayama, On Frobeniusean algebras, II,
Ann. Math. 42 (1941). Vgl. anch T. Nakayama, Normal basis of a quasi-eld, Prec. Imp.
Aead. 16 (1940).

2) T. Nakayama-K. Shoda, Jber die Darstellung einer endlichen Gruppe dutch hally-

]ineare Transformationen, Jap. J. Math. 12 (1936); M. Osima, 0her die Darstelhmg einer

Grtppe dureh haiblineare Transformationen, Prec. Phys.-Math. See. Jap. 20 (1938).
3) It. J. Riblet, Alge.raic differential fields, Amer. J. Math. 63 (1941).
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/ galoich (: {Gj, G,..., Go} (g:( )) sei die g’aloissche Gruppe, trod

die zum ZwischenktirperLgeh5rige (invariante) Untergruppe sei mit bezeich-

net. Wit betraohten den lmlblinearen Gruppenrilg

(, L)=G.L+GL+... +G1/2L
yon ( tiber L und seineu Unterrig

(@, L)-- H,L+ Ho.L+ + H,L (h--( L)),
welcher nichts anders als die gewohniiche Gruppenalgebra yon tiber List. Nun

ist-der KSrper als ein ($, L)-Rechtsmodul mit der Grupl)enalgebra (,
selbst isomorph (Satz der Normalbais). ttier ist der (, L)-Rechtsmodtfl (,
L) die direkte Summe’von (L L) mit (, L) isomorphen Untermoduln.

Dasselbe gilt also ftir den (, L)-Rectsmodul . Andererseits ist.((, L) als (,
L)-Rechtsmodtfl die direkte Summe yon (( $):(L ) zu ($, L) iso-

morphen Untermodtfln. Da bier nach unserer Annahme (L )-<:(L L)
ist, ist der (@, L)-Modul ((, L) mit einem direkgen Summanden in isomorph.

Dann ist ((, L), nach der Theorie der halblinearen Darstellungen, auch als ((,
L)-lodul mit einem (direkten Summanden)-Untermodul yon isomorph.) Der

Untermodul ist yon der lorm

g Kotiugierte von sind linear unabhingig tiber L.
Es sei nun] niche notwendJg galoissch. Nach dem oben bewiesenen gi

4) Es sei ] ein ((, L)-(Rechts-) Modfl, und sei

seine (his auf (5, L)-Isomorphismus eindeutige) direkte Zerlegung in direkt-unzer]egbare
(., L)-Untermoduln. Da
mG, mmG- in einer geeigneten Anotdnung mit m, m2,----, mm (., L)-isomorph.
Also ist die Anzahl der mit einem Komponenten, etwa rex, (, L)-isomorphen Summanden
in (*) gleich der de]: mt mxG (.9, L)-isomorphen. Nun koxstruieren wit fiir ]eden Sum’-
manden nu den yon ibm induzieren (q, L)-Modul
(wo die Summe direkt ist), und dann de direkte Summe =2’-1. Ferner fdhren wit
einen Modt] ein, der die direkte Summe yon 8=((:0) mit isomorphen Moduln ist.

Aus dem oben Bemerkten folgt dann leicht, dasa - und 9X* als (.., L)-Moduln zueinander
isomorph sin& Also sind sie auch als ((, L) Modu]n zueimmder isomorph (Siehe Naka-
yama-Shoda, 1.c., Satz 8 (fdr halbeinfachen Fall) und Osima, l.c., Satz 1 (fii: allgemeinen
Fall)). Ist nun ein zweiter ((, L)-Modul und ist er als (., L)-modul einem direkten
Summanden yon e] isomorph, so ist de entsprechende Modtd ersiehtlich einem direkten
Komponenten in (((, L)-Modul - isomorph. Dasselbe gilt dann fiir und [I also
auch f[ir und selbst. Somit ist bewiesen: Is$ ein ((, L)-Modul als (, L)-Modul
mi dnem ((, L)-zulssigen, abet nich notwndig (-zulssigen) dirIden Summanden
eines zweiten (q, L)-Moduls 9X isomorph, so ist auch als (, L)-Modul mi$ einem
direkten Summanden in ((q, L)-Modul) isomrph.

Beim unendlich viele Elemente enthaltenden Grundk/Srper k/Snnen wit analoge Stz
fiir (nicht direkten) Teilmodul und Restklassenmodul beweisen, etwa in analoger Weise wie

bei Osima, Satz 1. Im Fall eines endlichen Grundkirpers bietet sich eine gewisse Sc.hwie-
rigkeit. Hierauf m/Schte ich an einer anderen Gelegenheit zuriickkommen.
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es ein Element * in *, dessen (*: ) -Konugierto tiber L linear unab-

hiagig sind. Dann sind die (: .) -Konjugierten yon $--Sp*/() e
liter L linear unabhiir,o_g, wie man tmmittelbar einsieht.

Bcme’kung. Im Falle,*--, L-- reduzier sich der Satz auf den ge-

wShnlihen Satz der Norm’albasis.

2. De’ivierte Basis. Es sei ia einem Kiirper eine (nicht triviale, d.h.

iicht identisch verschwindende) abstrakie Derivation a-----,at:D(a) definiert,
un(1 sei ein endlicher separabler OberkSrper yon . D lisst sich in eindeuti-

ger Veise auf L erweitern wir bezeichnen die Erweiterungsderivation wieder mit

D. L sei der Kiirper der D-Konstanten in L---- [a D(a)-- 0]. st hier

die Charakteriik von gleich 0, so haben wir ( L)--oo, ( L$) oo,
al

(L* :/*)= o,
wo * der galoissche KSrper yon/ ist und L* den KSrper der D-Konstanten
in * bedeutet. Im Fall einer Primzahlcharakteristik p nehmen wir aber an,

daas

(L’R: L*)=>(L*R R)
ist ;) dies ist sicher der Fall, sobald etwap(* )(oder nur (L* ))
gilt. Als Anwendung unseres Satzes der halblineren bTormalbasis beweisen wir

nun

Satz 2. besitzt eiw (D-)de’iviee (oder differentiale) Basis liber

d.h. es gibt in ein $ mit

$=$R+,R+’,R+... + $--’)R, .=($ R)
(Strich bedeutet Derivation).

Beweis. Nach Satz 1 existiert in ein Element $, so dass seine n R-Kon-
jugierten $, $.,..., ., linear unabhiigig tiber L* sind2 Dann ist die Wrons-
kische Determinante 15,, $’,,---, ,(’-’)l0. Mso sind $, ’f.., ’-) tiber

c- wlirde dieselbelinear unabhingig, den eine lineare Relation unter $,.t, ",

unter .Y6 ,,..., $"- (i-----l, 2,..., n) induziemn.

3. tIalblinea’er Galoismodul.’ Nun kommen wir auf den Fall vom

Nummer 1 des altmeinen KSrpe.rs zurlick, nehmen wit abet an, dass/

5) Dass diese Annahme fdr das Bestehen des folgenden Sats 2 nicht iiberfliissig ist,
sieht man etwa bei einem einfachen Beispiel der gewt}hnlichen Derivation in einem

ratlonalen Funktionenkrper mit einem Koeflizientenk6rper der Charakteristik p ein. Vgl.
auch die II. Mitteilung.

6) Theorem 1 bei Riblet, l.c.
7) Fii Galoismoduln im gewhnlichen Sinne siehe die zwete der oben zitierten

Arbeiten yon M. Deuring (fdr halbeinfachen Fall) und die erste des Verfassera (fdr
allgemeinen Fall).
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galoissch ist, und betraehten ein Linksideal im halblinearen Gruppenring ((, L)
und sein Bild re(t, $.) bei dem (((, L)-Operator-)Isomorphismus zwischen ((, L)
und SalL+a’-Lq-... q-’%L; Wir nennen dlesen Modul re(I, $) den zu gehS-

rigen halblinearen Galoismodul (tiber L) beztiglieh,+$r+ +$=,r+,+
mit einem zweiten Element y in , so fiillt re(I, ) mit re(l, y)zusammen
denn bei ]edem &utomorphismus yon ((, L) als Rechtsideal wird edes Links-

ideal auf sioh selbs abgebildet. Ferne" wi’d das Linksideal q)on dem zu.qe-

hrigen Modul m--re(i, $) eindeutig bestimmt, d.h. aus re(I, )=m(t,, )folg
I-- t. iist ia das Links-Annulatorideal der Elemente a in (, L) mit m 0,

man ersieht dies leicht daraus, dass der halblineare Gruppenring ({, L) vom

Frobeniusschen Typ ist.s)

Es sei nun ein ZwischenkSrper von ], und ( die ztgehS.rige Unter-

gtaxppe vor (. Ist L der yon L und seinen -Konjugierten erzeugte KSrper,

so gilt

(L, L)=(L’ L*)(L*" L)/(L, ".LI)
(L*I )(L* L)](L,
=(n,-)(L. L)=>(, )=>(Lr, ,).

Ausserdem sind die t-Konjugierten von linear umbhiingig tiber L. Wir ha-

ben nun

8a 3. Es sei m ein zum, Links,ideal gehrige" (halblinea’eq’) Galois-

modul ber L i/ dera’t, dass f4" jede (0) a t s P’odukt m
wieder ein demselben Linkseal zugeh’iger Galomodul (bezglich eines

vielleicht yon dem urspq’ngliche ve’schedenen Bezugselement) ist. So i

und m ist die di’ekte Summe v (, ) zu gehrigen Galoismoduln in

Beweis. Es i :’() der Rech-Ammr yon in (, L). Ftir a e

m, ZaGpa e hahn wir v aa pa:0. Ven urer Annae fir m gilt weir

r a a , wo $=,.$T die rhiterlyon $ lich$
ist. Da e Dkriminan. ]al yon ,] nicht vehndet, koen r
dara arpar=O, ler

8) Siehe Nakayama, 1.e.
9) Die vom Linksideal defmierte (halblineare) Daretellung yon ( ist die sogenannte

yon der zu Ix gehirigen Darstellung yon (x induzierte.
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VCeil aber ese Berechnm umgekeh werden kann, fieugenrsdavon,
dass ma en die len lationen erffillenden Elemenn aZL ht,
wo $ (las Bement yon mist. Aimm t dem Li-Aur l(2a
pr )der Elemen XAp’ in (, L) meen. Da hier XAp; e

(, L) sind, grit I:(, L)I, o I:I(,, L) der Li-Annar yonA
p:4r in (,, ) t. Ferner i XL:X(:XU,), woi cr
Summand Za$-L als ($, L)-Mul mit (, L) omoh i. eichnet

mm alto mit m den zum Linkgdeal in (, L), Links-Annar yon 2A
r- gehSren]omfiich $, ist nh der obn Betrach-

-m]g klar, (ls m die direk Sme Zvmv:Zm(I, v) t, w den Sa xeh-

Zzatz bei de" ’’ektuq" (Apr. 8, 198): fir e pplementares.A-
ment, welch im Fall vom unendlichen (: L) ch der note 4) no
wendig t, vgl. eine demnct in Amer. J. Math. erheinende Note des Vcr-
fm: Selinear normal is for quifiel. Siehe auch T. Na, G-ois

th for gene ri wimum ndition, emchehat deaet in $our

Math. c..Iapan, wo eine dirtcre Einffihmng dSadblrcn Nor-
nbis gelmn is


