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9. Halblineare Erweiterung des Satzes der Normal-
basis und ihre Anwendung auf die Existenz der

derivierten (differentialen) Basis, II.

Von Tadasi NAAYAMA.
Mathematisches Institu, Kaiserliche Universitit zu Nagoya.

(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., Apr. 12, 1946.)

4. Halblimare Noralbgsis (Ii). Als ein Gegensttick zu Satz I (in I.)
haben wir

Satz 1. Es sei eine endliche galoissche Erweiterung eines K6rpers St, und
L ein (nicht notwending R enthaltender) UnterkOrper yon derart, dass (LA
L) (LR R), oder, was dasselbe ist, (g L)( St) ist. Dann gibt es in ein

Element, dessen (.$t) Konjugierte beziglich R eine (nicht notwendig linear

unabhiingige) Modulbasis yon uber L bilden.
Beweis velliuft ganz aualog wie bei Satz 1. Jetzt erweist nlimlich der

(, L)-Modul _o sich einem direkten Summanden yon (O, L) i.somorph, also
zu (O, L) homomorph, wo die galoissche Gruppe yon /R ist und (., L)
den halblinearen Gruppenring yon tiber L bedeutet. Der Satz folgt hieraus

sofort.
5. Afithmetische halblineare Normalbasis.2) Es sei nun Rein algebraischer

Zahlk6rper, und eine (endliche) galoissche Erweiterung mit der ga]oisschen
Gruppe (Ga, G.,. Gg} (g ( St)). L sei ein Unterk6rper yon , so dass
Lo List. Welter sei p ein Primideal in L, R, welches in .L/L, St nicht
verzweigt und in den Grad g (:R) nicht aufgeht. Betrachten wit ein Ele-
ment aus o, und den yon und seinen Konugierten beziiglich R erzeuWcen
Modul

Die Gesamtheit der ganzen Zahlen aus L bezeichnen wit mit f3. Dann gilt

der
Satz 4. Es gibt in f ein Element , so dass

ist, wo *z die Haultordnung yon L bedeutet. (Vom besonderen Interesse
der Satz in den beiden Fiillen, wenn erstens (L:L) (LSt:A)ist und a,,

fiber L linear unabhiingig sind (Satz 1), und wenn, zweitens,

1) Die I. Mitteilung erscheinte in Proc. Imp. Acad. Tokyo 21 (1945).
2) Fiir den gew6hnlichen linearen Fall siehe E. Noether, I. c. (I, Anm. 1).
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(L t: L) --< (Lt t) ist und (La,, La. Lc,.) ist (Satz 1 )).
Beweis. Betrachten wit die Algebra

(eb, L) LG1 + LG. + + LGg
fiber L R, und die Ordnung

ihr. Da die (relre) Diskfiminante dieser Ordnung gleich ggt
(l (L:.L)) ist, uad da sie wegen unserer Voraussetzung durch p nicht

teilbar ist, so

ee -MAximalordnung in (, L). Jes Rhidl ihr ist Hauptideal.

Nun sei das Urbild yon (,) b der (, 0D-.homomorphen Abbildung

G yon (, L) auf L.,, und ei I a (% oz). Dana erffillt das Element

..= $a unsere Fordeng.

6. Derivierte Basis im modularen Fall. Bei dem in I bewiesenen Satz

der dervierten Basis hatten wir im Fall der Primzahlcharakteristik etwas

unangenehm die Uegleichung (L*R L*) CL’’R R) als ingung voraus-

zusetz, wo L* den K6rper der Konstten bezfiglich der Defivatioa in L*
bedeutet. Tatschlich ist solche Einschrnktmg unvermeidfich, soweit wir, wie

dort, die hhere Derivation im Sinne der gew6hnlichen Iteration auffaen.

Wit gen so es auf, und nehmen vielmehr an, dass in unserem GrundRSrper

R eine iterative hShere Derivation (oder Differentiation) im Sne yon H. Hae
und F.K. Schmidt) definiert ist. Nmfch sei ffir jede natfirfiche Zahl v eine

Zuordnung yy) in R erkIrt, so dass die Relationen

(y + z)W y)+ z),

(yz) y) z + y,-) z + + yz),

gelten; wit schliessen den trivialen Fall aus, wo y ffir jes u 1, 2

identisch verschwindet.
Nun sei ein endlicher separabler Eeitemngsk6er yon R. Unsere

0terative h6here) Derivation lsst sich in eindeutiger Weise auf fortpflanzen.

L bzw. K sei Oer K6rper der absoluten Konstten in bzw. R; L= [a ;
a) ==0 (v=l, 2 )],K=LR. M sieht leicht eia, dass bzw. R fiber

L bzw. K unendlich

3) F.K. Schmidt-H. Hasse, Noch eine Begndung ,:er Thorie der h6heren Dif-

ferentialquotienten in einem algebraisehen unktionenkSr:er einer Unbestimmten, Crelle

177 (1937).
4) Man bemerke, ds aus (a + az + + g’:.’# + 0 r jed

1, 2 foigt" tieraus sieht man, dass (bzv;r. .., .zein iber L ,bw. K) rein in-

separables Element enthSlt.
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Hilfssatz 1. Ein (endliches) System 1, 2 n von Elementen aus ist

dann und nut dann fiber L linear unabhingig, wenn unter den Vektoren

(, ,) ( 0, 1, 2 )
(mindestens, also genau) n (fiber ) lear unabhngige existieren.

Beweis. Es sei J) (i 1, 2 m) ein maximales linear unabhngiges
System aus (), und sei m < n angenommen. Unter n Spalten der (m, n)
Matrix (i J) oxisteiren dann genau m linear unabhngige; O.B.d.A. neh-
men wir an, dass, die ersten m es sind. So gibt es m Elemente 2i, so
dass

(*) ( + +
fr jes u , u, ist. Da aber (i linear abhngig sind, so lt die

Relation (*) alle 0, 1, Nun zeigen wit, dass 2, 2, 2m abso-
lute Konstte sd. Angenommen namlich, dass ihre Ableitungen bis auf
die (I 1)-ten Null sind (Iz 1), bekommen wit aus (*)
( + + a=-(,+ +a 0

(u 0, 1, 2 ), und so mssen die 2;), z( a verschwinden. Jetzt
schaesst man die Behauptung nach Induktion , und dies zeigt die zweite

Hlfte d Hilfssatz. Die andere Hlfte ist fast trivial.

Hilfssatz . Seien ;, n (e ) fiber L linear unabhngig und sei

(**) (0 0, ],

das jungste") (nach Satz 1 exisfierende) Indizsystem derart, dass (i) (i
0, 1, n--l) linear abhng (fiber ) sind. In dem System erscheint

dann mit einem ui edes l < i mit
l

Beeis. sei I < i und trete l in (**) nicht auf. i der sste
Inde so dss < l ist. Dann hn ( yon (*, (, (? linear ab:

) Po {o} + p (u) + + pj

Nach Differentiation haben wit

wo a, gewisse Summen der h6heren Derivationen yon p* sind. Da hier ui +
ui< viist und da von o, t (ui-)nicht abhn,, so muss

Mit Hilfe diezer Hilfsstze fotgert m nun aus Satz 1 ganz analog wie
beim Satz 2 der I. Mitteilung den

8ntz 2’. Es gibt in ein Element derart, dass geeignete g (:R) unt-
tr den hheren Derivationen (u O, 1, 2, ...) eine linear unabhangige Basis
yon ber R biMen. Is

5) Im Sinne der lexikographischen Ordnung.
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(o O, s-)
das jungste Indizessysem, sodass (c) (i O, 1 g 1) eine Basis yon

(vi ) in dem System vorhanden.biMen, so ist mit einem ui jedes ff vi mit p
7. Anhang" Halblineares "Formenproblem". Am Schluss wollen wir,

als eine mit der obigen eng zusammenhtingende, doch etwas verschiedene

Fragestellung, die halblineare Verallgemeinerung des Kleinschen Formenprob-

lems6) betrachten. Dabei werden wit abet yon dem Satz der halblinearen

Normalbasis keinen Gebrauch machen, und vielmehr uns auf St den Speiser-

schen Satz der verschriinkten Darstellung verlassen.

Es sei

() G (Aa, G)
eine halblineare Darstellung n-ten Grades einer endlichen Gruppe , in einem

K6rper L. Eine rationale Funktion J(x)= J(xl, x2 xn) yon n Unbestim-

mten xl, x2 xn in L heisst eine Invariante der Darstellung, wenn

la(Ac (x)) ] (x)

ffir jedes G aus e ist.7) Die halblineare Verallgemeinerung des Kleinschen

Formenproblems lisst sich dann in nahe liegender Weise formulieren. Und
es gilt der Satz" Es sei /R eine (endliche) galoissche Erweiterung mit der

galoisschen Gruppe fiber einem unendlichen Ktirper St, und sei () eine

(isomorphe) halblineare Darstellung yon e in einem (nicht notwendig R ent-

haltenden) Unterk6rper L yon o, welcher dutch jeden Automorphismus aus

in sich abgebildet wird, so dass aus Ac & G E folgt. Dann kann man
die vollstiindige Aufstellung yon fiber $ (d. h. die vollstindige Aufl6sung
einer /St definierenden Gleichung) auf eines (halblineares) Kleinsches For-
menproblem ffir die Darstellung () zurfickfiihren, bei dem ftir die Invari-

anten Werte aus St vorgeschrieben sind.

Dazu genfigt es nlimlich zu zeigen, dass in ein System yon n Elemen-

ten l, .o n vorhanden ist, so dass

() (, ,., ,.)a Ac(t, ,)
ist, und dass aus Aa( ( notwendig G , folgt. Denn aus () folgt

](., . $) s R und aus der zweiten Bedingung R($, $ $)
Nun ist G-, Av sicher eine verschrinkte Darstellung von in S, so gibt es

in E eiae Matrix W, sodass ffir alle G
Ac WcW-

gilt. Ist (Zl, z Zn) ein beliebiges System von n Elementen aus St und

6) Vgl. R. Brauer, a.a.O. (I, Anm. 1).
7) Siehe K. Shoda, Ober die Invarianten der endlichen Gruppen halblinearer Trans-

formationen, Proc. Imp. Acad. Tokyo 14 (1938).
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setzt man
() w(z),

so folgt

(’)o W(z) WW- () A(’).
Da Aa q=E fiir jedes GE ist, und da de KSrper #t tmendlichviele Elemente
besitzt, sieht man wie iiblich, dass bier z als Elemente vort R so gewfihlt

werden kiinnen, dass Aa() () fiir jedes G E ist, ras abet unseres Ziel

errelcht.
Nun zeigt das folgende Beispiel, dass unsere Voraussetzung fiber die Un-

endlichkeit des K6rpers R fiir die Existenz des Systems ( der genannten
Art wesenflich ist :8) Beispliel. Es sei R ein Primktirper yon der Charakteris-
tik 2; R {0, 1). 21, 2z mad 2a seien Erweiterungen der Grade, etwa 2, 3
und 5 fiber R. R, S mad T seien ihre erzeugenden Automorphismen. Wir
betrachten die zyklische Erweiterung2/R =21 x 22 2a/R und ihre galois-
sche Gruppe (R) x (S) (T). Es seien a 21-- R,/9 e 2- t und 2a

t. Man setze

und betrachte die halblineare Darstellung G Aa WaW-1 yon in 2.

Sodann tiberzeugt man sich leicht davon, dass sobald G E A( :/= E ist. Doch
haben wir

und daraus folgt, dass bei jeder Wahl des die Relationen ()= Aa() eiil-

lenden ()(d.h. bei jeder Wahl yon (z)= W-() aus ) A (")= (’) oder

A( () oder Ar() () gilt.

So mchte es, in Hinsicht auf diesses Beispiel, ohne Interesse sein, zu
bemerken, dass die Rilckffihrbarkeit der Aufl/sung einer Gleichung auf ein

Kleinsches Formenproblem fiir eine isomorphe gewhnliche (nicht halblineare)
Darstellung der zugeh6rigen Galoisschen Guupe unabhingig yon der Unend-

lichkeit des Grundkrpers giiltig ist. Dies sieht man n-amlich ganz analog
wie bei R. Brauer, 1. c. 2, we die Gruppenalgebra (, ) als halbeinfach

angenommen ist, indem man bemerkt, class die Gruppenalgebra (@, ) jetzt
einreihig ist, und dass jede direkt unzerlagbare Darstellung einer einreihigert

Algebra in der reguliren Darstellung enthalten ist.

Kehren wit nun auf unseren halblinearen FaL zurfick, betrachten wit

aber Kollineationsdarstellung und dementsprechend halblineares "Funkfionen-

8) Diese Unannettmlichkeit stammt aber, wie es dem Verfasser scheint, aus unserer
etwas unnaturgemissen Stellung den KSrper/ bei de Konstruktion yon auf nicht zu
benutzen.
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problem." Es seien so St, und L wie oben, und sei eine halblineare Kol-

lineafionsdarstellun der Galoisschen Gruppe 5 in L gegeben. Zu G sei

die halblineare Kollineation

a,o (G) + a,, (G)

zugeoret, d sei Aa (a(G)) gesetzt. Durch AcAn aa,nAa wird

Faktorensystem {aa,) (in /R) definiert. Nun gilt, wie man ganz ana-

log wie i Brauer, 1. c., 3 beweist Ist dieses (unserer Darstellung zuge-

hSrige) Faktorensystem zum Einssystem assoziiert, und ist kein Aa mit

Ausnahme von A Scalar, so k6nnen wir die Aufstellung der Galoisschen

Erweiterg $ fiber dem unendlichen Krper R auf ein Kleinsch Funktion-

enproblem zu unserer Kollieationsdarstellg zurfickffihren.

Die Annahme der Unendlichkeit des K6rpers R ist auch her wesent!ich;

das folgende Beispiel dazu ist yon der von dem obigen etwas verschiedenen

Natur: Es sei R ein Primk6rper der Charakterisfik 2, und seien , Er-
weiterungsk6rper von den Gradcn, etwa, 2 und 2 fiber und mit den erzeu-

genden Automorphismen R, S. Sei , und

w (woo
kWl0 Wll] 0 a2]’ AG :, WGW-1

mit at 2--Rund , flz, fla/ 2--R. Aa wird nut dn ein Skalar,

wenn G E ist. Andererseits haben wit
R R(u,oozo + woz) (WoZ + WlZ)- (woozo + WoZ) (wzo + wz)
S S

(woozo + woozy)(Wo + wz)- (WooZo + WooZy)(WZo + wz)

und fir jedes System (z0, z) yon Elementen aus R wird mindestens eines

dieser gleich 0. Daraus olgt aber die Nicht-Existenz der 2 R erzeugenden

L6sung zum Funktionproblem unserer halbfinearen Koltineationsdarstellung.


