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7. uelques remarques sur les groupes de trans-

formations dans les espaces

connexion linaire, I.

Par Kentaro YANO.
Institu Mathmatique, Universit Impriale de Tokyo.

(Comm. by S. KAKEVA, .LA., Mar. 12, 1946.)

O. Introduclion.
Dans un M6moire sur la th6orie des d6formations infinit6simales, le

prent auteur a d6velopp6 une th6orie g6om6trique des d6riv6es de Lie, et

l’a appliqu6e la th6orie des d6formations infinit6simales des sous-espaces
dans un espace de Riemann ou dans un espace g6n6ral connexion affine

avec torsion
Le but de la pr6sente Note e.st d’alpliquer cette th6orie aux problmes

des groupes de transformations infinit6simales affines, pro]ectives, isom6triques

et conformes dans les espaees A connexion lin6aire tels qu’on trouve, par
exemple, dans les c61bres libres de M.L.P. Eisenhart.) Les r6sultats ne sont
pas tous nouveaux, seutement nous les retrouverons par la consid6ration
des deriv6es de Lie des diverses grandeurs.

1. Gnralits sur ..a drive de Lie.
Consid6ron, dans un e.space n dimensions rapport6 A un ystme de

coordonne (x), (, p, v, 1, , n), un groupe continu des trans-
formatiom tin paramtre dfini par les &luations finies

(i.1) V a (x,, x, x-; t),
la valeur t 0 du paramtre donnant la transformation identique.

On sait que les functions x1 consid6r6es comme celles de satisfont un
systme des quations diff6rentielles de la forme

(1.2) d. (,, 2, x-)dt
et que la transformatior infinit6simale du groupe est d6nn6e par

(1.3) a x +
ol t est une constante infinit6simale.

1) K. Yang: Sur la Lherte des d6formations infinitsimales. Journal of the Faculty
of Scinnce, Imlrial University of Tokyo, (ou pree). Pour abr6ger nous dsigneron
dano la uite ee Mmoire par T. D. I.

2) L.P. Eenkart: Riemannian geometry. Princeton University Press. (126); Non
liemannian geometry. Coll. Publ. Amer. Math. $o., Vol. 8, (1fl27); Continuous groul
of transformations. Princeton Univ. Press.
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Si l’on introduit une notation

une fonction f (x’,, s,), par une ansformafion infitsimale (1.3), subit
un changement

(1.5) Df f() --f(x) Xf3t.
Ici, on considre que f (x) est la composante d’un champ de scalre defini

en tout point de l’espace.

Nous allons gnraliser l’opration Df ou Xf, qui a t jusqu’A present
considre comme ne s’appliquant qu’aux champs de scalaire, fi celle q
s’applique non seulement aux champs de scalre, mais aussi aux champsde

tenses tout fait ggnraux et aussi aux connexions affin, projectives et

conforms.
Po cela, la dgfinition (1.5) de l’opgrateur D ou X n’t pas con-

vente mme pour un scalae f.
La fonction f gtant la composante d’un scalaire par raprt au systme

de coordonnges (x), si l’on regarde (1.3) comme une transformation de co-

ordonng (x) (), la composante () du mme alaire dans le nouvu

syst[me de coordonnges sera donnge par

f() f (x).
Donc, la d6finition (1.5) de. l’op6rateur D ou X peut s’6crire

(1.6) Df f() f() Xft.
Sous cette forme, la g6n6ralisation de l’op6ration D ou X h celle qui

s’applique aux tenseurs g6n6raux ou d’autre objets gom6triques n’est pas

difficile.
Considrons par exemple un champ de tenseur Tf(x) defini en tout

point de l’espace, alors le cngement subit par T (x) quand on fftue

une transformation infinit6sime (1.3) sera dfini par les formules de la forme

(1.7) DT T, () ,() X, 3t,

off T() sont l valeurs des composantes dfi’tenseur au point () et

() sont les composantes du tense dns le nouveau systme de co-

ordonnes quand on regarde (1.3) comme un changement de systme de

ordonnes (x) ().
Puisqu’on a

T (a) T, (x + $ e)t) (x) Sa T,, a 3t,
a x xr

Tr(x)



No. 3. Quelques remarques sur les groupes de transformations. 43

on obtient, de (LT),
(1.8) DT. XT. Jt

Les formul (1.8) nous donnent une gdndralisation de l’oprateu D ou X
cd qui s’applique aux tensrs gdndraux. On vea bien la ]gle de

formation de DT::: en ptant d’un tenseur tout fait gdnral T:". Nous
appellerons Ds la ddrivde de Lie du tenseur Ts p rapport au vteur

conevariant .)

Si l’pace orinal dtait cloud d’une connexion ane Ts, av to,ion en
gdndral, on peut dcrire (1.8) sous la forme

(1.9) DT, XTt

off

(1.10) : + S# 8# et S# F5-
et le point-virgule dsigne la defive covariame par rapport h la connexion
ane F. formul (1.9) nous montrem que, si T:,o t un champ de
tenseur, sa dfive de Lie DT:, XT: :)t t aussi un champ de tenseur
du mme type. I1 t h remarquer que !a dfiv&e de Lie DT: t
t ind@pendte de la connexion ane de l’pace comme on le voit de (1.8).

Cela tant, considrons maintenant un groupe continu Gr de ansforma-
tions h r param&tres defini par 1 quations finies de la forme

(1.11) f (x, x, x-; a’, a2,
slots I fonctions a considr comme celles de ab (a, b, c, 1, 2, r)
satisf0nt aux quations de ]a forme

A (a) , ().

Les fonctions donnent 1 composant de r vteurs coaevants et
ddfisaent r transformations infinitsimaI
(.3) x + t ou Dt $ St

du oupe.
P une trsformation infinitdsimale (1.13), une foaction f (xt, x,

subit un changent

ou

(.4) Da[ () ]() X]
off ]) a la mme sigcion que celle expfique en haut.

1) Pr une aue d6ition gm6ique de la drive de Lie d’un tenur ou d’une
densit$, voir K. Yano: T.D.I., 2, (1).
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On salt que si l’on se clonne r vecteurs contrevariants lindairement
inddpendants (codfficients constants), la condition ndcessaire et suffisante pour
que les X,f engendrent, un groupe continu de transformations r paramtr
est qu’on ait

(1.15) (X Xc)f ca Xaf
o c sont les constantes de scture du groupe satisfaisant aux

Cbc + Ccb O,
ce .a .e .a

Cea + Ca Ce + CC O,
et (Xb Xc)f les parenths de Poisson

(Xo Xc)f Xn Xcf Xc Xof
oH

(1.16) (Xb X)f ($ c, c $0, )Z,
et par suite les conditions (1.15) peuveut s’e
(u) , .. .
On dsigne habituellement par Xbc- Xc le quamitgs entre crochets

dans le deuxieme membre de (1.16). Ici on regarde comme les composant

des scalres, mais en ralit c sont les composantes de r vteurs corn
trevariants, et nous avons dj dfini la sigficafion de Xb quand on l’applique

aux tenseurs gnraux. Donc, il nous semble qu’fl faut exaner ce point

avec un peu plus de soin.

On a

Xf
En appliquant l’oprateur Xb A cette quation, on trouve

D’autre part, d’aprs la dfition de Xb appliqufis A un vteur, on a

donc, on trouve

xxf (a
et on obtient bien (1.16). Mais, on voit ici que, d’apr&s notre dfition e
X appfiqu aux tenseurs, les quantits entre crochets dans le sond membre

de (1.16) peuvent s’cfire

(1.8) x gSaC, C b,
Cela tant, nous allons montrer oue les formul (1.15) sont encore valabl

m&me quand on remplace le scalaire f par un champ de tenseur gnral, soit

par par exemple

On a en effect
g + +
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(1.20) Xb Xc T!p (X ’T.), , (Xc T:.p) + , (Xc T)
+ (x T.).

En substimant (1.19) dans (1.20), et formant XbXTo-XXb Tu, on

trouve

d’o
(1.21)

+ (x, ). T.L.
Donc, on voit que (Xb Xc)Tg est Sgal $ la d$five de Lie du tenseur

T par rapport au vecteur contrevariant Xb
Si, les vecteurs $ engendrent un groupe Gr r paramtr, on a

Xb c, ,
donc, on trouve, des quations prcdentes,

(1.22) (Xa X) T} c;a Xa Tg.
Cela dtant, supposons que l’espace soit doud d’une connexion affine

et cherchons la ddrivSe de Lie

quand on effme une transformation infinitdsimale (1.3). On a

et

et par suite

Ces formules nous donnent la g6n6ralition de rop6rateur D ou X celui
qui s’applique la connexion affine. Nous appellerons DF la d6fiv6e de

.,1
.I)Lie de la connexion affine I par rapport A

Les formul (1.23) peuvent te crit aussi $os la fore

oO R.. dsigne le tenseur de.courbure Iorm av I compo$ant de la

D/’! K. Yano" T.D.I., {}2, (2). On trouvera l, une d$finition plus g:mtrique de
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connexion affine

R . r,.- r;’., + r r=. r;.
Les formutes (1.24) nous montrent que DI= ou XF, est un tenseur.

la tant, en considdrant un oupe Gr de trsformations r param
engendr6 par 1 r transformations infit6simales X=f, nous allons calculer

1 parenths de Poisson (X X) I, pour la connexion affine. On a

et

a par suite en foant Xb Xc-Xc Xb F, on trouve

g. ... r
+ <t. , ), n + (e. .), r,

d’o

(.25) (x x)r <Xb ), r
(X )., r; + (x })., H + (x).

Donc, on volt que (XbX)F-t 6gale la d6fiv6e de Lie de par
rappo au vteur contrevafiam (Xb$).

Si l vteum $ engendrent un groupe Gr r paramtr, on a Xb. doric, on tmuvera, d quations (1.25),
".a(.26) (x x) r c r;.

Or nous avons dfi la dfiv de Lie D de la connexion affine

par 7 ()---F (), doric, si l’on t x au lieu de , on en obtient

Nous appellerons l’pace d6form coexion affine celui dont la con-
nexion affne t donn6e p F(D= [(x)+ DF. Nous allons calculer
1 composant du tenseur de torsion et du tenseur de courbure R.
de l’pace d6fom6.

On a de (1.27)
(.2s) $} s}, + DS},,

oh

En substituant (1.24), ou

dans (1.29), on trouve

grfice aux premieres identits de Bianchi"
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R. + R! + R..
s,. + s.., + s!.: + s.sv. + s.s.. + s.i.s..

formu]e (1.30)montre que DSs coincide bien avec celui qui a t
dfini en haut pour un tenseur quelconque. Cela dtant, calculons les com-

post
[., + 1 1.1

du tense de courbure de l’pace deform& En substituant (1.27)dans cette

quation, on obtient

n sutimant cette fbis l’exprion de DI dans (1.31), on trouve

R.. R. + DR.,
o

(1.32) DR.

fice aux ond idenfits de Bianci"

La formule (1.32) nous montre que DR.. obtenu ici coincide bien av
celui q ra oenu de R. en l’appliquant I’oprateur D dfini en haut.


