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7. Quelques remarques sur les groupes de trans-
formations dans les espaces

a connexion lineaire, I

Par Kentaro Yano.
Institut Mathématique, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., Mar. 12, 1946.)

§0. Introduction.

Dans un Mémoire sur la théorie des déformations infinitésimales,! le
présent auteur a développé une théorie géométrique des dérivées de Lie, et
T'a appliquée a la théorie des déformations infinitésimales des sous-espaces
dans un espace de Riemann ou dans un espace général a4 connexion affine
avec torsion

Le but de la présente Note est d’appliquer cette théorie aux problémes
des groupes de transformations infinitésimales affines, projectives, isométriques
et conformes dans les espaces 4 connexion linéaire tels qu'on trouve, par
exemple, dans les célebres libres de M.L.P. Eisenhart.2? Les résultats ne sont
pas tous nouveaux, seulement nous les retrouverons par la considération
des derivées de Lie des diverses grandeurs.

§$1. Généralités sur la dérivée de Lie.

Considérons, dans un espace & »# dimensions rapporté a un systéme de

coordonnées (¢, (A, p, 4, ...... =12 ... , #), un groupe continu des trans-
formations & un paramétre défini par les équations finies
an B=A0Na2 ., 0m 0,

la valeur ¢ = 0 du paramétre donnant la transformation identique.
On sait que les fonctions x* considérées comme celles de ¢ satisfont a4 un
systéme des équations différentielles de la forme

(1.2) B G, ..
et que la transformation infinitésimale du groupe est dénnée par
@13) R =+ E(x) ot

ou d¢ est une constante infinitésimale.

1) K. Yang: Sur la théorte des déformations infinitésimales. Journal of the Faculty
of Scinnce, Impérial University of Tokyo, (sous presse). Pour abréger nous désignerons
dans la suite ce Mémoire par T.D.I

2) L.P. Eisenhart: Riemannian geometry. Princeton University Press. (1926); Non
Riemannian geometry. Coll. Publ. Amer. Math. Soc., Vol. 8, (1927); Continuous groups
of transformations. Pfinceton Univ. Press. (1933).
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Si I'on introduit une notation

1.4) Xf=48f,a (f, axu)
une fonction f (x', ......, *), par une transformation infinitésimale (1.3), subit
un changement

1.5 Df = f(x) — f(x) = Xf it

Ici, on considére que f (x) est la composante d’un champ de scalaire defini
en tout point de I'espace.

Nous allons généraliser I'opération Df ou Xf, qui a été jusqu'a présent
considérée comme ne s’appliquant qu’aux champs de scalaire, a celle qui
s'applique non seulement aux champs de scalaire, mais aussi aux champs de
tenseurs tout a fait généraux et aussi aux connexions affines, projectives et
conformes.

Pour cela, la définition (1.5) de lopérateur D ou X n'est pas con-
venante méme pour un scalaire f.

La fonction f étant la composante d’un scalaire par rappert au systéme
de coordonnées (%), si I'on regarde (1.3) comme une transformation de co-
ordonnées (#*) — (#?), la composante f (x¥) du méme scalaire dans le nouveau
systeme de coordonnées sera donnée par

F@ =5@.
Donc, la définition (1.5) de-P'opérateur D ou X peut s’écrire
1.6 Df = f(®) — f(x) = Xfot.

Sous cette forme, la généralisation de Popération D ou X a celle qui
s’'applique aux tenseurs généraux ou d’autre objets géométriques n'est pas
difficile.

Considérons par exemple un champ de tenseur T.z,w (x) defini en tout
point de l'espace, alors le changement subit par Tﬁw () quand on éffectue
une transformation infinitésimale (1.3) sera défini par les formules de la forme

an DT = Th @ — The @ = XT84,
ou T.l,.y (%) sont les valeurs des composantes du tenseur au point (i) et
7‘?,.;, (%) sont les composantes du tenseur dans le nouveau systéme de co-
ordonnées quand on regarde (1.3) comme un changement de systéme de co-
ordonnées () — (x%).
Puisqu’on a
T G = Tow (8 + §08) = Thuw () o £ Th, o 04,
Th () = g;:: 02 2% '@
= O+ EN DR —E oD (O, — E oD T ()
= Tl @) + G T — 80 Th — € Tha) 01,
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on obtient, de (1.7),
(18 DTA, = xTh. 0t
= Th e — 6 Th + 84 T + & Thal ot
Les formules (1.8) nous donnent une généralisation de 'opérateur D ou X
4 celui qui s’'applique aux tenseurs généraux. On verra bien la régle de
formation de DT... en partant d’un tenseur tout & fait général 7.:.. Nous
appellerons DTf,W 1a dérivée de Lie du tenseur T‘-‘m, par rapport au vecteur
contrevariant &40
Si Tespace original était doué¢ d’une connexion affine I“,fu, avec torsion en
général, on peut écrire (1.8) sous la forme
19 DTh = X7 0t
= [€e T.a“u;u —_ E%a. T?,,,u A+ &% T?au + &, T-luu](%,
ou
(1.10) Ea= 8+ St et Shy=Tkh— Ik
et le point-virgule désigne la derivée covariante par rapport a la connexion
affine wa. Les formules (1.9) nous montrent que, si T-ﬂw est un champ de
tenseur, sa dérivée de Lie DT.AW = XT?,W 0t est aussi un champ de tenseur
du méme type. Il est 4 remarquer que la dérivée de Lie DT.’I,W = XT[L ot
est indépendante de la connexion affine de l'espace comme on le voit de (1.8).
Cela étant, considérons maintenant un groupe continu G, de transforma-
tions a 7 parametres defini par les équations finies de la forme

(111 2= fA(x, 2., %% a2 ..., ar),
alors les fonctions #' considérées comme celles de a® (e, b,¢,... = 1,2, ..., 7)
satisfont aux équations de la forme

(112) %ﬁ- = A@E®.

Les fonctions Gi donnent les composantes de » vecteurs contrevariants et
définissent # transformations infinitésimales
(113) B=2+80t ou Dyt =E)ot
du groupe.
Par une transformation infinitésimale (1.13), une fonction Fxl, a2, ..., x%)
subit un changement
Dof=f@ —f(x) = Xp ot
ou
114 Dyf =f@) —F@ = X f ot,
ol f (%) a la méme signification que celle expliquée en haut.

1) Pour une autre définition géométrique de la dérivée de Lie d’un tenseur ou d’'une
densité, voir K. Yano: T.D.I, §2, (1).
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On sait que si 'on se donne 7 vecteurs contrevariants 5}1, linéairement
indépendants (coéfficients constants), la condition nécessaire et suffisante pour
que les Xif engendrent:un groupe continu de transformations a » paramétres
est qu'on ait

(1.15) (X5 Xo) f = cse” Xaf,
ol ¢ sont les constantes de structure du groupe satisfaisant aux
{ cbe +cah’ =0,
Cbe Cod + Cod Cab + caf ce” = 0,
et (Xp X.) f les parenthéses de Poisson
(Xb Xc)f =Xp ch_‘ X be

ou
(116) X X f = 3640 —E2600 f 1,
et par suite les conditions (1.15) peuveut s’écrire
(117 Er8l 8. = i EL

On désigne habituellement par Xp éﬁ — X $§ les quantités entre crochets
dans le deuxieme membre de (1.16). Ici on regarde Ei comme les composantes
des scalaires, mais en réalité Eﬁ sont les composantes de v vecteurs con-
trevariants, et nous avouns déja défini la signification de X quand on Papplique
aux tenseurs généraux. Donc, il nous semble qu’i! faut examiner ce point
avec un peu plus de soin.

On a

X.f=8cf ot
En appliquant P'opérateur X & cette équation, on trouve
Xo Xof = (Xp €2 f,n 0 + £ (X5 f:) 0.

D’autre part, d’aprés la définition de X, appliqués & un vecteur, on a

Xbe‘:‘ = EZ g',u - 53%‘,«,

Xofiu=Esfin+fabhm
donc, on trouve

X Xof = G480 af )0t + E5ELF 0,0 O,
et on obtient bien (1.16). Mais, on voit ici que, d’aprés notre définition de
X5 appliqué aux tenseurs, les quantités entre crochets dans le second membre
de (1.16) peuvent s’écrire
(1.18) Xp 8t = §46h0 — 2800

Cela étant, nous allons montrer aue les formules (1.15) sont encore valables
méme quand on remplace le scalaire f par un champ de tenseur général, soit
par T'},m par exemple

On a en effect

(119) X Thw =Tl s — & o Th + 8. Th + 80T
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et
(120) X X, T = £ (X Thw),a — b0 (Ko Tw) + 5,0 (Xo T
&8 L (X T
En substituant (1.19) dans (1.20), et formant Xs X, Tow — Xo X3 T, on
trouve
(Xb Xc) T-/t w = (sg :.B - 55 5;, B) T?;w, a
— G~ e Thw
By — 88 ) u T
+ (eggcl,ﬁ - Eg 53, Bw T'lua:
d’ou
(121) (X X) Tl = (X669 Thvo — (X5 69,0 T + (X5 69,0 Thas
+ (X5 €D, Tha
Donc, on voit que (XpX,) T—ly.u est égal a la dérivée de Lie du tenseur
T.l,w par rapport au vecteur contrevariant X3 Ei.
Si, les vecteurs Eﬁ engendrent un groupe G, 4 7 paramétres, on a
X565 = ci2 &2,
donc, on trouve, des équations précédentes,
(1.22) (X5 X2) Th = ci® Xo Thav.
Cela étant, supposons que l'espace soit doué d’'une connexion affine F:.v
et cherchons la dérivée de Lie
DIy, = XIhy ot = Th(® — T ),
quand on effectue une transformation infinitésimale (1.3). On a

Th@ = Th(x) + & T, 2 61,

et
o 0% (OaB DaT e 92 g
w® = g ( aw 9w VT amw
= (04 + & at) [0 — €00 (O, — &0 00) Thy — E, 011
= T4 (=8 + STl — & Th — 8 T 0,
et par suite

(123)  DIL = XT%, ot
[, 8 T — 8N 18+ 8T+ 88, TR 5t
Ces formules nous donnent la généralisation de 'opérateur D ou X A celui
qui s’applique 4 la connexion affine. Nous appellerons DI":V la dérivée de
Lie de la connexion affine I",iu par rapport a &b
Les formules (1.23) peuvent étre écrites aussi sous la forme
(124) DI =[8%; ) + Rl 15t = [ + Shuab)u + Rruve 82101,
ou R%w.m désigne le tenseur de courbure formé avec les composantes de la

11) K. Yano: T.D.I, §2, (2). On trouvera 14 une définition plus géométrique de
Dry..
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connexion affine:
1 1 b PR | a 2
R-y,u- = ry.v,-"' I“,m,.,+ T,WI}.-—- Inurau-
Les formules (1.24) nous montrent que D/ ;}u ou X P:u est un tenseur.
Cela étant, en considérant un groupe G, de transformations a » parametres
engendré par les » transformations infinitésimales X,f, nous allons calculer
les parenthéses de Poisson (X5 X,) I‘,fp pour la connexion affine. On a

2 a 2
X(; I‘}Lu =S¢, p,v + eﬁ I’,fu,g—- Ei,ﬁ rﬁu +$§,4¢ rﬁu + Ef‘,u rua

et
Xp Xe Tho = &5(Xe Th),a— &4 o (Xe Ti) + €5, (X Th)
+ &5 (X, Tha),
et par suite en formant Xp X, I..’,fu — X Xp I‘,fu, on trouve
(X6 X)) Thw = 5625 — 8265, 0). . + (5655 — §265,5) Thvsa
~ @he s — &6 T
doi + G- DT+ G — 8 ) T,
(1.25) (Xo XD Th = (Xp 8, su + (X8 T e
— (X580),0 Tw + (X580, 0 Tow + (X582, The.
Donc, on voit que (X3 X,) I’,fu est égale a la dérivée de Lie de fﬂu par
rapport au vecteur contrevariant (Xp 5‘:).

Si les vecteurs 52 engendrent un groupe G, i » paramétres, on a Xb?ﬁ

= cp fﬁ donc, on trouvera, des équations (1.25),
(1.26) (Xs X) Th = ci” Xa T

Or nous avons défini la dérivée de Lie fow de la connexion affine I‘,‘w

par I'hy () — T'aw (&), donc, si Pon écrit 22 au lieu de %, on en obtient
1.27) Ih @ = i@+ brh.

Nous appellerons I'espace déformé a connexion affine celui dont la con-
nexion affne est donnée par I—“,f.,(x)= I fw (x) + DI’,fu. Nous allons calculer
les composantes du tenseur de torsion S-luu et du tenseur de courbure Rfluw
de T'espace déformé.

On a de (1.27)

(1.28) S = S + DSL.,
ou
(1.29) DS = DIt — rky = pri. — pri.

En substituant (1.24), ou
DIty = Euiv+ St + S 690 + R &) it
dans (1.29), on trouve
(130) DS = (62 St o — Ea St + €5 S\ + 6% She) 0t
griace aux premiéres identités de Bianchi:
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Rive + Rop + Rlow
= Shuia+ Shaiu+ Shopcv + Shue Sa + St S + Sihw St
La formule (1.30) montre que DSf,w coincide bien avec celui qui a été
défini en haut pour un tenseur quelconque. Cela étant, calculons les com-
posantes
Rluve = Tivo— Thwu + T Flo— iu T
du tenseur de courbure de I'espace deformé. En substituant (1.27) dans cette
équation, on obtient
(131) R = Roue + (DT80 — (DI .0 + (DIhs) S'on.
En substituant cette fi)i-sl1 Pexpression de DI dans (1.31), on trouve
Ripwe = Riwe + DR n,
ou
(132) DR
= Riue:abt — &% Rue + 85 Rl + &% Rl + & Ri,
grice aux secondes identités de Bianchi:

R&pvu; a + Rfluoa sV + Rfy_a,y N

+ Rfy,yo S?wa. -+ Rf#.mS?au + R},um S?Vu =0.
La formule (1.32) nous montre que DRY.... obtenu ici coincide bien avec
celui qui sera obtenu de Rf,m en l'appliquant I'opérateur D défini en haut.




