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54. Quelques remarques sur les groupes de transfor-
mations dans les espaces a connexion linéaire V.*

Par Kentaro YanNo et Yasuro TOMONAGA.
Institut Mathématique, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by S. KAXEYA. M.1. A, Oct. 12, 1946.)

§5. Collinéations projectives.

Prenons un espace 3 # dimensions d connexion affine symétrique dont

. , 1 .

les composantes de la connexion affine sont données par Iy, et par consé-
quent, dont les paths sont définis par les équations différentielles de la forme

G.1) "z‘: + 1 d;: djs” -0,

ou s est un parameétre affine, et considérons, -dans cet espace a connexion
affine, une transformation infinitésimale
5.2 x = + E (%)t

qui déplace chaque point 2! de I'espace en un autre point x! infiniment voi-
sin du point original.

Cela étant, nous allons chercher la condition nécessaire et suffisante pour
qu'une transformation infinitésimale (5.2) change chaque path de l'espace en

un aure path de l’espace, le paramétre affine n’étant pas nécessairement con-
serveé.

On sait que
5.3) A ab‘t)i"f—
21
6.9 R C R e G ¢y DR
d'ou
55) L A ot) G (s
2 a 2 YV
56) Zs’; ~ @+ e“,uaﬁa—d;—(%) +(x 1) g2 dx (4
b
+ @b+ &oaty L (25
En posant ds = ds + Dds,
on a

(1) Les Notes I, II, III et IV ont été publiées dans ces Proc., 22 (1946), 41-47 ; 67-72;
167-172; 173-183.
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ds Dds ds _ Dds
67 as <1t e T e
et les equations (5.5) et (5.6) deviennent
i _ dx _ dat Dis
(5.8) &= (0a + & aat) — a5 T ds
0%k _ dxe dxv 2% Dds
@ e = =
_dx d Dds
ds ds ds '

Donc, pour que la transformation infinitésimale (5.2) change un path ar-
bitraire de l'espace en un autre path infiniment voisin, il faut et il suffit
qu’on ait

(Xf,lm) dxr dxv ot dx* d Dds

as ds a5 ds ds 0
pour n'importe quel vecteur %x:—, d’ou
(5.10) XIp, = 0h ou + 0oy,

oll v est un vecteur covariant arbitiaire.

Inversement, si Xi i-, a la forme (5.10), la transformation infinitésimale
(5.2) change chaque path de 'espace en un autre path du méme espace.

Une telle transformation infinitésimale s’appelle une collinéation projective
infinitésimale de Vespace. Donc, nous avons le

Théoréme 1: Pour qu'un espace a connexion affine sans torsion admelte
une collinéation projective infinitésimale, il faut et il suffit qu'il existe un champ
de vecteur contrevariant satisfaisant ¢ (5.10).

Or, nous avons introduit, dans les deux Notes précédentes, ) les coniques
projectives par les équations différentielles

d d dx¥ .
(511) T {t; 3} + T a® + I]g,v a#—‘—i;: = 0,
(5.12) ds3 + (2 {2, s} + a°)——— =0
dans un espace & connexion projective normale, ol
a3t di \2
ds? 3 ds?
tsh=—g ~"2 | a |
ds ds
0 dxr dxt . _ d x‘1 dxr dxv
= g5~ @ + I G G

(1) K. Yano et K. Takano: Sur les coniques dans les espaces a connexion affine ou
projective I, II. Proc., 20 (1944), 410-417 ; 418-424,
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leu = — nzll (n Rp,u + RU[D, Ry.u = R?p,vd.,

Rl = I'hu—Thov+ I The— 108 T,
t et s étant les paramétres projectif et affine respectivement.

Nous allons chercher la condition nécessaire et suffisante pour qu'une
transformation infinitésimale (5.2) change chaque conique projective de l'es-
pace en une autre conigne projective du méme espace, le paramétre projectif
restant toujours étre projectif pour les deux coniques.

Nous avons d’abord )

(t 5 = (1, o) — 15 0/ (-5
En y substituant

ds Dds - d? Dds
as =17 et {5 st =375

on trouve d
s d® Dds
(5.13) *{t, §} = {¢ s} — 2 {¢ s} — g T ds
d’ot
d o d Dds d Dds
(5. 14) —-a?‘ {2, §} == s {¢ s} —3—5—1{1, s} —2{¢, s} ds ds
__d® Dds
_ ds®s ds °
Cela étant, calculons ensuite a°:
o _ 770 o dEr dEY
@ = I, (%) ~7= 55
= by + I, 800 (0% + E500) 7 + € 0 4% 4% (5 )

et par conségnent nous avons

(5.15) @ = @ + (X1 LE I gy g D5

ds ds
d’ou
aa® _ da’ dxr dx’ da® Dds _, ,d Dds
6.16) ‘G = G e [oxumy GG [ o -0 G T2 o B
Nous dllons enﬁn calculer
1, (3 an 4% = = (1, + I, o §° 01)
dx? dx” Dds dx» d Dds
X [k&e + ,,a(?t)af‘ +(XII,37) a5 W-—Za# as  ds ds s
AU dx’ Dds
x [ @+ goon . de Dis]
d’ol
dx” dx
(5 17) II;LJ('V)CZ”‘—_ = IIy,,d"' ds +\XII;;,,)[Z"’ ot 4- IIuJ(XI-y,w)
dxr dx” dx dx Dds d_Dds
G ot 3 e T R — @ e S

Les équations (5. 14), (5. 16) et (5. 17) nous donnent
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d &+ I, (%) an d—’-‘s_i

6.18) L i, 5 + -5
= [L {t, s} + _‘_i_ao + IIl?u (l"’ ] (1 . Dds)
L 5t] + Xy ar 22 31+ 11d, (X

+-2. [(XII,W) dar

dxv: dx’ dx»
X ds ds ds 20 s)+3“°]_‘Ts s s

On a, d’autre part,
dxr  dx* ] o
[(Xr"”) “ds ds ] ot

o34
(5.19) F = ((% + 5 a(?t) d33

02 v
)G

d’'ou
3% dxe dx .
G20) TE -olvd o 2t Rl ( SV L [xriny 2 _—]( S Yot
+(xrh) TE 92 (G5 Yoy 3ol 4 8 wopy D5 s L
dxr dx ds d’s dxt d3s
+3(XI,,,V) a5 ds ds de Ot + (Oa +5 a&)—(TS-‘-d—ga—
ou
dxr dx’ dx~ ot

S+ (AT o S L L
02xm dx B Dds 028 d Dds
+3(XTw) G e =3 g as — 3 e g5 ds
_d¥ d&® Dds
ds ds® ds

Dong, les équations (5.8), (5. 13), (6. 15) et (5.21) nous donnent

6.2 D% 1205+ ]

=(aa+5.uat)[‘3j; +@ 15+ B ]-—3[13’54"i +@ s)
dx dx’ dx» r?t+3(XI‘,.,,) fzxﬂ dx¥ dx’ s

5.21) ‘i’f @4 8 8t)

d.
o G| BE o xr L G L d
02x' d Dds det d® Dds dJcz dx~ dx
=34 @ T ds 3% aT as (XH’(:’) ot.
Par conséquent, pour que la transformatlon infinitésimale (5.2) change
suffit

chaque conique projective en une autre conique projective, il faut et il
qu'on ait
Dds _ _d® Dds
. 01 &% L45
(5.23) [2 {, s}+3a] & T dF ds

[(X bigh ﬁ’—"—“ f%,—‘s ] t 4 (XII%) au—-at
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0 o\ dx dx’ dx° .
+ IIaw(-er,u) ds ds Td;_at = 0,
(624) (XTpyw B2 92 02 5 4 3(xrhy -T2 2 5
(Vxl d Dds det  d? Dds dx’t dx dx
3G & ds & dse ds (XH"‘”) ds a5 0t=0
2,1
pour n’importe quels vecteurs -Qd——:z et ‘flx , dot
(5.25) X =38 ou + & o,
ou nous avons posé
d Dds dx’
(5.26) a5 ds "¢ ot.

Inversement, si la condltxon (5.25) est satisfaite, en la substituant dans
XRAe = (XTL)cu— (X TR 50

on trouve
XRyw = 0p0u0t 0bgue— 0hgun — b gy,
d’olx
(5.27) XRy =~ nguu+ @up,
et par conséquent
(5.28) X1 = ¢yiv

Donc, en portant (5.25), (5.26) et (5.28) dans le premier membre de (5.23),
on trouve

09 48 G [ 2 1 5]
dxr dx’ b‘xn dx’ dx’
tge Lo G ] o G a5 T20¢ g

- —[2(t s+ @lp B, PE
=0
Cela étant, substituant (5.25) et (5.8) dans le premier membre de (5.24), on

trouve

02
o+ 445 i s S8 5

1
3 02’ dx”

daxt dxr dx 02xn
a P ds “3w[ Wy g5 ds T Pm dsz]
+ dx? dxe dx’ =0

ds Vs ds
Donc, nous avons le

Théoveme 2: Pour qu'une transformation infinitésimale transforme chaque
conique projective de P'espace en une auire conique projective, il faut et il suffit
que la transformation infinitésimale soit une collinéation projective.
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Si Pespace admet une collineation projective infinitesimale (5.2), le champ de
vecteur £ satisfait aux equations (5.25), d’olt

Xl =@+ 1) g,
et par concéquent si 'on pose

(529) II:V =1 py— n-li-l (8:, f:a. -+ 85 P;u.),
on a
(5.30) XII, = 0.

Inversement, si le champ de vecteur & satisfait a (5.30), X I‘,f-, ala forme
(5.25). Donc, nous avons le

Théoreme 3: Pour qu une transformation infinitésimale (5.2) soit une col-
linéation projective, il faut et il suffit que le champ de vecteur §* satisfait aux
équations (5.30).

Cela étant, si I'on choisit un systéme de coordonnées dans lequel on a
E'I = 6{, les équations (5.25) se réduisent aux équations
(5.31) Thi=0kou + 8o,

Par conséquent, les composantes F:,u de la connexion affine doit satis-
faire, comme les fonctions de #!, aux équations
(5.32) Tho=fi@ 2, .., o)+ o5 gy + 8 gu,
¢v étant les fonctions arbitraires de #, a2, ..., x».

Donc, nous avons le

Théoreme 4: Pour que Pespace admette une collinéation Drojective infini-
tésimale, il faut et il suffit qu’il existe un systeme de coordonnées dans lequel
les composanses de la connexion a la forme (5 32).

Dans un tel systéme de coordnnnées, les équations (5.30) se réduisent aux
(5:33) IIL, 1 = 0.

Donc, nous avons le

Théoréme 5: Pour que.Vespace admette une collinéation projective infini-
tésimale, il faut et il suffit qu'il existe un systeme de coordonnées dans lequel
les composantes II:,u de la connexion projective de M.T.Y. Thomas soient in-
dépendantes d’une des variables x* .

Les Theorémes 4 et 5 nons donnent le

Théoreme 6: Si l'espace ¢ connexion affine admet une collinéation projec-
tive infinitésimale, il admet un groupe de collineations projectives @ un para-
méetre engendré par cette collinéation projective infinitésimale.

En outre, les équations (5.32) nous donnent le

Théoréeme 7: Si un espace & connexion affine admet un groupe de colli-
néations projectives a un parametre, alors, un espace @ connexion affine
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f:.u = I“,iu + 6f. év + ot ., soit, un espace ¢ conmnexion affine qui sera obtenu, de
Vespace origindl, par un changement projectif de la comnexion affine admet
aussi un groupe de collinéations projectives.

Cela étant, considérons 7 transformations infinitésimales

(534) o=+ Eaot @b ¢ ..=12 .. 7
de I'espace, alors, on aura
(5.35) (Xp Xo) o = Xse TL,

ou X3 sont les symboles definis par les vecteurs
Ere= 818 a— €08 a=E8ha—Eilha
Or, si les 7 transformations infinitésimales dxt = gl Ot sont les collinéa-
tions projectives infinitésimales de I'espace indépendantes les unes des autres,
on aura
X, Thy = 0% 0o + 05 geu
d’ou
Xp X I‘,lw = 5; Xb v + o Xb Pep,
et par suite
(5.36) (Xp Xo) Thu = Ko Tho = 06 (Xs po— X o8 + 85 (X Pon — X o).
Si Ton adopte les composantes Ilﬁu de la connexion projective de M.T.Y.
Thomas, les équations (5.35) deviennet

(5.37) (Xs X)) Iy = Xoe IThs
et si Xp définissent 7 colliriéations projectives, 6n aura
(5.38) (X X.) I} = Xpe IThy = 0.

Donc, nons avons le

Théoréme 8: Si Xaf sont les symboles de v groupes de collinéations pro-
Jjectives @ un paramétre, (Xp X )f sont aussi les symboles des groupes de colli-
néations projectives ¢ un parametre.

Si X, f sont les symboles d’'un ensemble complet de » groupes de colli-
néations projectives & un paramétre, on a

Ele = 85600~ 80 )0 = cri8d,

et par conséquent, on trouve, de (5.35),

(5.39) (Xp X.)Thy = 2 Xa Th,
et, de (56.37),
(5.40) (Xs XV ITAy = 32 X, I B

Donc, on a le

Théoreme 9: Si Xaf sout les symboles d’un ensemble complet de groupes
de collinéations projectides & un parametre, les X, sont les symboles d’un
groupe de collinéations projectives ¢ v parametres.
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Cela étant, nous allons considérer les conditions d’intégrabilité compléte
des équations différentielles
(5.41) XIhy =8+ Rt =0t oo+ 6o,
La condition d’intégrabilité compléte de ces équations sont
XR?,W«:= (erw) jw (er;.v); ve
En y substituant (5.25), on trouve

(5.42) XRf;ww = r?i (s 0 — ¢u:0) =~ @Qp;v oL+ Cpi o o ,

d’ou

(5.43) X = gy,

et par suite, en le substituant dans les équations (5.42), on trouve
(5.44) X Wise = 0,

ou

(5.45) W-ly,uw = Rfuuw - _n‘z‘]i“f (n R”,u "I" Ryl;,> (;i + _’j”'zl_:T (n R'uo"l' Ruy,) 5!’;

oA
O

+ =1 Rew — Ru)
est le tenseur projectif de courbure de M. H. Weyl.
Pour trouver la condition d’intégrabilité de (5.43), rappelous les formules
générales
X(I fo; w) — (X TTp) 0 =— I (X Tiio) — M ja (X Th),
d’ou

X(”ﬂ";“—”g-“:u)=(¢mu:"—S"n:v;v)“”?w%o +172u50u+172»¢u—112u¢,,,
et par suite

(5.46) X Wg,uw = — ?l Wz.p,vw ,
ol nous avons posé
(5.47) W = Mo, — o,

Pour trouver la conditi n d’intégrabilité de (5.44), portons (5.25) et (5.44)
dans les identités

X (W'I‘LUW.' ') - (X W-luw).' T
= — W (X Tax) — Whava (X Te) — Waw (X ) — Whava (X T,
alors, on aura
(548) X (Wi 9) = — 2W o ¢ + ¢a Wi 8s — W' 0 — Wiew o0
— Wfp,ur Co.
Pour trouver ensuite la condition d’intégrabilité de (5.46), portons
(5.25) et (5.46) dans

X (W) — (X Wi

= — Weise (X Tie) — Woaw (X T5) — Whva (X T'a),
alors, on aura



No. 9.] Quelques remarques sur les groupes de transformations. 283

X (W’.J,w.; €)= —Ol:x Wfp.ul — @ W'},m,- <
—3 W?y.uu P — W?ru- Op— W-op,m P — Wf)p.ut Cw,
d’out
(49 X Whoe?) = — (XT3 Whie — 02 Whives <
— 3 W e @ — Wk Op — Wihro v — Wepsr ¢u,

ainsi de suite. Donc, nous avons le

Théoreme 10: Pour que Uespace admelte une collinéation progective, il
Sfaut et il suffit que les équations (5.44), (5.46), (548), (549), ...... soiont algéb-
raiquement compatibles par rapport aux & el w et ¢y

Cela étant, rous allons chercher la condition nécessaire et suffisante pour
que les équations (5.25) saient complétement intégrable, c’est-a-dire, pour que
Pespace admette un groupe de collinéations projectives d’ordre maximum.

Pour cela, il faut et il suffit qu’on ait
(B50) X Wi = & Whive:a — & Wi + &0 Wiase + E50 Wiine + €t Wia =0
et

(B51) X Wiw =& Wohiwa — &1 Wonse — &0 Whhsw — € Wiia

=—@ Wf,.u-
identiquement pour n’importe quels‘él , E‘1 net @p.
Dorngc, on a
(552) Wie=0 e  Whw=0,

et par suite, on trouve le

Théoreme 11: Pour qu'un espace @ connexion affine admette un groupe
de collinéations projectives d'ordre maximum, il faut et il suffit que Uespace
soit projectivement plan.



