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54. uelques remarques sur les groupes de transfor-

mations dans les espaces connexion linaire V.(1

Par Kentaro YANO et Yasuro TOMONAGA.

Institut Math6matique, Universit6 Imp6riale de Tokyo.

(Comm. by S. KAKRYA. M.I.A., Oct. 12, 1946.)

5. Collindatios )rojectives.

Prenons un espace n dimensions connexion affine symdtrique dont

les composantes de la connexion affine sont donndes par F_a, et par cons6-
quent, dont les paths sont d6finis par les 6quations diff6rentielles de la forme

d2x, dx’(5.) as + r,, -as o,

oa s est un paramtre affine, et considdrons,-dans cet espace connexion

affine, une transformation infinitsimale

(5.2) x x + a (x)3t
qui ddplace chaque point x de respace en un autre point x infiniment voi-

sin du point original.

Cda dtant, nous allons chercher la condition ndcessaire et suffisante pour

qu’une transformation infinit6simale (5.2) change chaque path de respace en
un aure path de respace, le paramtre affine n’dtant pas ndcessairement con,

servd.

On sait que
d =C+, t) as’(5.3) as

(5.5)

En posant ds ds + Dds,
on a

(1) Les Notes I, II, III et iv ont t6 publi6es dans ces Proc., 22 (1946), 41-47; 67-72;
167-172 173-183.
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Dds ds Ddsds =1+ =1--------,(5.7) ds ds dg ds
et les equations (5.5) et (5.6) deviennent

A dx dx Ddsdxa ( + , 6t)(5.8) --- ds ds as

(5.9) dg--- + (XI-u) dx dx 3x Dds3t-- 2 ds ds
dx d Dds
ds ds ds"

Donc, pour que la transformation infinit6simale (5.2) change un path ax-
bitraire de l’espace en un autre path infiniment voisin, il faut et il suffit
qu’on ait

dx dxu dx d Dds -_0(XI-) ds ds 3t ds ds ds
dxpour n’importe quel vecteur ---, d’oh

(5.10) X[
oh fu est un vecteur covariant arbiti’aire.

Inversement, si Xi . a la forme (5.10), la transformation infinitesimals
(5.2) change chaque path de l’espace en un autre path du mme espace.

Une telle transformation infinit6simale s’appelle une collinafion projective

infinitsimale de i’epace. Donc, nous avons le

Thorkme 1" Pour qu’un esl)ace g connexion affine sans torsion admette

une collination proyective infinitsimale, il faut et il suffit qu’il existe un champ
de vecteur contrevariant satisfaisant d (5.10.

Or, nous avons introduit, dan les deux Notes pr6c6dentes,m les coniques

projectives par les 6quations diff6rentielles

d d aO o dx(5.11) {t, s} + + lla- O,

3x dx(5.12) ds + (2 {t, s}+a)--0
dans un espace A connexion projective normale, off

t, s}
ds---- 3
dt 2
ds --37

dx dx dx -. dx dx
a IIf,. a + 11,ds ds’ ds- ds

(1) K. Yano et K. Takano: Sur les coniques dans les espaces a connexion afline ou

projective I, II. Proc., 20 (1944), 410-417; 418-424.
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iio 1 (nR + R, R R.,,n__i

R... r,.,.- G.,. + r; r.- r;.
t et s tant les paramtres projectif et affine respectivement.

Nous allons chercher la condition nceaire et suffiste pour qu’e
transformation infinitsimale (5.2) change. aque conique projective de
pace en une autre coniqne projective du mme espace, le paramtre proectif
restant toujours tre pro]ectif pour les deux coniques.

Nous avons d’abord
( y

En y substituant
Dds D dsd =1+ et (Ls}=d ds d# ds

on trouve
Ds d Dds(5.13) "{t, } {t, s}--2 {t s} --’ds ds

d’o
d d d(5,14) -T (t, } -3E-s (t, s)- 3--(, s}

Ceia tant, calculons ensuite o.
d. d2ao IlL d d

D ds d D ds---2{t, S}Ts ds
d D ds
ds ds

(HL + nL. + a.e ( ds

et par conqnent nous avons
dx dx D ds(5.15) o a + (XII,) t o
ds ds ds

d’ofl
do

(5.16) da o dx dx 3t--3as + (XII,,,) ds as as. as

D ds dx d
ds d- -Y

,. dx dx" D ds ]x (&+-.,at) ds ds ds

d: dx dx 1-"(5.17) II. (Yc) 9, -S- II, a -- + XII.,) a t + n2 (X 0
dx Dds aOdx dx dx, 3t 3 II a ds dsX

ds ds

Les dquations (5. 14), (5. 16) et (5. 17) nous donnent

2-- Dds

d Dds
& ds
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on

32x dx 3t--3+ 3 (zrTu) ds ds
33x D ds 32x d D ds
dg" ds ds ds ds

dx d D ds
ds ds ds

Donc, les dquations (5.8), (5. 13), (5. 15) et (5.21) nous donnent

(5. 22) --3-- + [2 {t,

L-_r "ds J1 3L + (2 {t, s}( + . ,t) + (2 (t, s) + ao)

D ds dx dxu dx, (x.r’.) 3x dx dt+ a) ds a -+ (X 1):. ds ds -d at + 3 ds ds

2x d D ds dx d D ds--3 ds---z---d-s- ds -3--d-S- ds ds

Par consdquent, pour que la transformation infinitdsimate (5.2) change
chaque conique proective en une autre conique projective, il faut et il suffit
qu’on air

(5. 23) --[2{t,s} +3a0] d D ds_. ds D ds
ds ds ds3 ds

axa (a + , ax,. dx dx dx" at(5. 21) d3 at) -d-d + (XI-) ds ds ds
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dx dx dx" 3t=O,+H’(Xr;) as as as

(5.24) (X ):. ds ds ds

3-x d D ds--3 ds ds ds

ds ds

dx d Dds dx (X11)"" dx dx
.3 ds ds ds +-- ds ds 0

32x dx.:pour n’importe quels vecteurs --d- et -d’ d’oh

(5.25) xr, + ,
ou nous avons posd

d Dds(5.26) ds ds - 3t.

Inversement, si la condition (5.25) est satisfaite, en la substituant dans

XR.. (Xr,,,) .--
on trouve

d’ofi

(5.27) XR n 50: + : ,
et par consdquent

(5.28) ,II
Donc, en portant (5.25), (5.26) et (5.28) dans le premier membre de (5.23),

on trouve

--[2{t, s} +3a] dx d [ dx dx’ x
xs -- t’:’ds ds

q"
___

[ dx dx" ] a2:xt* dx+ f: ds ds + f;o ds= ds + 2af’ds
dx[2 {t, s) + a]g -7 g dsa

---0.

Cela &ant, substituant (5.25) et (5.8) dans le premier membre de (5.24), on
trouve

dx dx" dx" a, :xt, d(a:. + a2 ; .) as as as + a (a + 2) as as
ax dx" 3 dxa [ dx dx x]--3 ds:g ds

_
ds ds +

dx dx dx+: ds dS =0.

Donc, nous avons le

Thorkme 2" Pour qu’une transformation infinitsimale transforme chaque
conique projective de l’espace en une autre conique projective, ilfaut et il suffit
que la transformation infinitdsimale soit une collination projective.
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Si l’espace admet une collineation projective infinitesimale (5.2), le champ de
vecteur satisfait aux equations (5.25), d’oh

(n+
et par comdquent si l’on pose

on l

Incersement, si le champ de vecteur safisfait (5.30), X/’ a la orme
(5.25). Donc, nous avons le

Thaoreme 3: Pour qu’une transJormation infinitsimale (5.) oit une col-
lindation projective, il faut et il suffit que le champ de ecteur a satisfait aux
aquations (5.30).

Cela fitant, si l’on choisit un systme de coordonnes darts lequel on a
a ], les quations (5.25) rduiseat aux quations

Par conquent, les composantes F de la connexion alP.he dolt saris-
faire, comme les fonctions de xa, aux quations

, fitant les fonctions arbitraire de x, x
Doric, nous avons le

Thaoreme 4" Pour que l’espace admete une collinaation projective infini-
tam’male, il faut et il sufjit qu’il existe un systme de coordonnaes dans lequel
les composantes de la commxion a la forme (5 3).

Dans un tel systme de coordonnes, Ies fiquations (5.30) se rfiduisent aux

Doric, nous avons le

Thdorame 5" Pour que.l’espace admette une cotlination projective infini.
tasimale, il faut et il suffit qu’il existe un systme de coordonnaes darts lequel

ls composantes I de la connexion projective de M.T. Y. Thomas so:.ent in-
ddpendantes d’une des variables x

Les Theormes 4 et 5 nons donnent le
Thdoreme 6" Si l’espace connexion affine admet une collination projec-

tive intinitasimale, il admet un groupe de collineations projectives d un para-
mtre engendra par cette collimation projective infinitsi’male.

En outre, les &luations (5.32) nous dorment le
Ttiorame 7: Si un espace connexion affine admet un groupe de colli-

naations projectives un paramtre, aloft, un eOace ?t connezion ane
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F F + + soit, un espace connexion ane qui sera obtenu, de
l’espace original, par un clzangement projectif de la connexion a.fflne admet
aussi un groupe de colliruations projectives.

Cela dtant, considdrons r transformations infinitdsimales

(5 4) x + =t (a, b, c, z, 2 )
de respaee, alors, on aura

.5) (x x )r xr,
off Xc sont les symboles definis par tes vecteurs

Or, si lesr transformations infinitdsimales 3x $ fit sont les collinda-
fion projecfives infinitdimales de l’espace inddpendantes les unes des autre,
on aura

d’oh

et par suite

Si l’on adopte les composantes I de la connexion projective de M.T.Y.
Thomas, les dquations (5.35) devienne

(.) (x Xc ) n, x,
et si X ddfinissent r colliridations projectives, on aura

(.8) (x, x ) f, x,of, 0.
Donc, nons avon$ le

Thorme 8" Si X=. sont les symboles de r grouOes de collinations pro-
jectives un paramtre, (Xn X )f sont agssi les symbotes des groupes de colli-
nations projectives gt un pararrtre.

Si Xaf sont les symboles d’un ensemble complet de r groupes de colli.
nafions projecfives un paramtre, on a

et par eomquent, on trouve, de (5.35),,
(.9) (x xo)d TM x= ,
et, de (SAT),

Done, on a le
Tlorme 9: Si X=.f sont /es symboles d’un ensemble complet de groules

de collinations projectiOes un parametre, les X=)" sont les symboles d’un
grote de collinations projectives gt r paramtres.
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Cela tant, nous allons considrer les conditions d’intgrabilit complete

des quations diffrentielles

s.) xr #:+ R!.. o + o’ .
La condition d’intabilit complete de ces quations sont

En y substituant (5.25), on trouve

(5.42) XR. 3(:. f.: ) f: 3 + :. o,

d’o
(5.43) XII
et p suite, en le ubstituant dans 1 quations (5.42), on trouve

(5.44) xw. o,
off

est le ten projtif de courbe de M.. Weyl.

Pour trouver la condition d’intgrabilit de (5.43),, rappeloas les formules
gnrales

0 0

d’o

et p suite

(.) xw;.= - w.,
o nous avons pos

Po trouver la conditi n d’intabflit de (5.44), portons (5.25) et (5.44)
ds les identits

X(W:

alors, on aura

Pour trouver ensuite la condition d’intabilit de (5.46), portons

(5.25) et (5.) ds
9

ors, O ra



No. 9.] Quelques remarques sur les groupes de transformations. 283

d’oh

(5.49) X(W.,,; -.-w..-w.-w.,
ainsi de ste. Donc, nous avons le

Toreme 10" Pour que l’espace admette une collination projective, il

faut et il sut que les quations (5.44), (5:46), (5.48), (5.49) soiont algb-
raiquement compatibles par raort aux a, f et .

Cela gtant, ous allons chercher la condition ncsaire et suffisante pour
que 1 gquations (5.25) soient compl&tement intgable, c’est--dire, pour que

l’pace admette un oupe de collingations projtives d’ordre maximum.

Po cela, il faut et il suffit qu’on ait

(s.50) xw,. " w.; ;w. +,w,. + , w.,.* + . w =0

et

identiqument ur n’importe quels et Tz.
Donc, on

(s.sz) w. 0 a w. 0,
et par suite, on ouye le

Theme 11" Pour qu’un espace conxion ane admelte un groupe
de colliatio projectives d’dre maximum, il faut et il sut que l’eace
soil Wojectivement plan.


