No. 10] Proc. Japan Acad., 46 (1970) 1065

241. Quelques exemples des ¢-fonctions d’Epstein pour les
opérateurs elliptiques dégénérés du second ordre. 1I

Par Norio SHIMAKURA

(Comm. by Kinjiré KUNUGI, M, J. A., Dec. 12, 1970)

Ce petit mémoire est la suite de mon article précédent [4]. Premi-
erement, dans le paragraphe 1 de [4], le Théoréme 1 et la preuve du
Théoréme 2 contenaient des fautes (le Théoréme 2 lui-méme a été
sauvé). Je vais les corriger dans le paragraphe 4. Et le paragraphe 5
est consacré & citer un autre exemple simple des {-fonctions d’Epstein.

§ 4. Jevais reproduire tous les contenus du § 1 dans [4]. Soient
n un entier=2 et 2 la boule unitaire de R":

Q=iz=(@, - -, 2,) € R"; |x|= (§x§>1/2<1}. (1)

Traitons, dans 2, un opérateur différentiel L elliptique dégénéré au
bord

Lu@)=— 3 0 _la—lop 2 @)} +@—1u@). (2)
=1 oxy 0,

L est auto-adjoint positif dans L*(2) du domaine PD[L]={u(x) € H'(2);
A—|zPu(x) e H(2)}. Son spectre se consiste des valeurs propres
positives {4}, dont chacune 4, , est de multiplicité p(k) <co, ol

Ar,=Q@l+2)2l+2k+n—1), pour k,1=0,1,2, ... ; (3)
(p(O):l et u(k)=2 pour k=1, si n=2;
| p=@h4n—2) ELT=3L pour k>0, sin=3 } 4
El(n—2)! =7 =

Proposition 1. (@) {4, }5.-0 st la totalité des valeurs propres

de L dont chacune 2, est de multiplicité p(k)<oo;
(B) Pour (k,1) fixe, une base des fonctions propres correspondante &
A1 est formée par les p(k) fonctions (normalisées) suivantes
U, 1,o(®) =V &+ 2k +n PPE 2| — 1D H, (2),
pour k,l=0,1,2,~-- ’ 1§C¥§ﬂ(k), (5)
ow {Hy (0)}:® est une base des polynomes harmoniques homogénes
d’ordre k, les P (t) sont les polyndmes de Jacobi (voir p. 168 du
Vol. 2 de [2]), et derniérement v=(n—2)/2.

Soit maintenant T >0 trés grand et désignons par N(T) la somme
des p(k) pour lesquelles 4, ,<T. Alors, Théoréme 1 dans [4] se corrige
comme suit:

Theoreme 1. Lorsque T tend vers Uinfini, N(T) se comporte
asymptotiquement comme suit:
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N(T)~_f_1og T  sin=2; (6)
NI~ Z 0 =151/2) s g5 >3, (1)
(n—1)!

Démonstration de (6). Soit 7>0 suffisamment grand et notons
par v(l, T), pour ! fixe, le nombre des k pour lesquels 4,,<T. Alors,
en posant T,=(yT —1)/2, nous avons

T 1 .
I, T =[———l _], 0<i<[T)],
{v( ) 5GI+ 1) +2 si 0<I1<I[T|] (%)
et v, T)=0 , si I>[T,],
ol [T,] est la partie entiére de T,, et nous avons naturellement
ND=v(0, D) +2 3120, T). (9)
=1

Estimons la différence N(T)—v(0,T):

T1 T 1
2L (m—t .Z_)dt<N(T)~u<o, T)
1 T+1

<o T ¢y 1\g
= .[o (2(2t-|—1) +E) Ty

Le calcul de ces intégrales est facile et nous obtenons finalement (6),
car v(0,T)~T/2. C.Q.F.D.

Démonstration de (7). Nous pourrions vérifier (7) par le méme
principe que celui du cas n=2 ci-dessus, mais il sera intéressant
d’introduire la {-fonction d’Epstein pour L

L= 3 3 pAz, (10)

k=0 1=0
et de déduire (7) par la recherche des singularités de {,(s) dans le

s-plan complexe. Remarquons que la série de (10) est absolument con-
vergente si Re. s>n—1 gréce au résultat de Baouendi-Goulaouic (voir
le Théoréme 4 de [1]). Nous allons maintenant extraire toutes les
singularités possibles de {.(s) et démontrer qu’elle est une fonction
méromorphe dans le s-plan tout entier. Pour l'effectuer, nous avons
besoin d’'un lemme:

Lemme. Soient x>0, y>0 et posons, pour Re. 3>1 et Re.(a+ fB)
>2,

Fla, B; %, 9)= z (+2) z (p+y)*, et

S, B; x, )= l}; (l+x)‘“f(v+y)""dv.

Lorsquwon fixe x>0 et y>0,

(i) la fonction (B—1)f(a, B; x,y)|I'(a+ B—2) se prolonge comme
une fonction entiére de (a, B); et,

(i) lo fonction F(a,B:z,y)/{['(B—DI(a+ B—2)} le fait égale-
ment.

v
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Preuve. F et f satisfont & I’équation fonctionnelle
0

a—yu(a, B; x,y)=—Pula, B+1; x,v), 12)
et, lorsque y=2>0, nous voyons que
fla, B2, 9)= = 1C(a+ﬁ 1; ), (13)

ou {(z; )= i (k+a)~* (Re.2>1 et a>0) est la {-fonction de Riemann.
k=0
D’oli I'on a le développement, pour chaque k: entier >1,
. TG40, N c 1.
Sfla, B; z, )= gom-—-—«r(ﬁ)j! (x—y)l(a+p+i—1; )

_ I'(B+k) j” Y= .
m w(u »elf(a, B+Es e, wdu.  (14)
Dans le membre & droite de (14), le dernier terme est holomorphe dans
Re. B>1—Fk et Re. (a+ ) >2—k. Nous avons donc extrait, comme la
premiere somme & droite de (14), toutes les singularités de f situées
dans Re. 8>1—F et Re. (o + 8)>2—Fk, et nous connaissons que la fonc-
tion {(z; a)—1/(z—1) est une fonction entiére de 2z, d’ott I'’énoncé (i) du
lemme.
Pagssons ensuite a la recherche de F': Nous voyons d’abord que

1
Sfla, B; =, y)=LF(a, B; %, y+wdu. (15)
Posons G(a, B; 2, ¥)=F(a, B; z,¥)— f(a, B; z,y). Alors, nous avons
Gla, B; @, y)=ﬁfF(a, B+1; z,y+1—wpudu

ZJ F(ﬁﬂ)'[ If(a,ﬁﬂ,x Y

=T
FI—Uy— e —UPUy Uy - - - duy
I'(B+K) I I
+ Gla,B+Ek;x,
'@ P Y
FR—U— =ty Uity - - - di,
quel que soit k: entier >1. (16)

La premiére égalité de (16) nous montre que G(a, 3; 2,¥) est holo-
morphe dans Re. >0 et Re. (a+ 8)>1. Et la deuxiéme égalité extrait,
comme la premiere somme & droite, toutes les singularités situées
dans Re. 3> —Fk et Re.(a+ ) >1—k. Nous avons enfin 1’énoncé (ii)
grace a (i). C.Q.F.D.
Corollaire. Les fonctions
st 82,9 SEEELD. o P, gy SetpLin)

sont holomorphes dans Re. $>0 et Re. (a+ ) >1.
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Nous revenons & la fonction {;(s). Exprimons-la & P’aide des
F(a,B;2,9):

£, (s) =2 “F(s,s,— _) —2- zsc(zs,_) sin=2; an
1 n—1
228 — 1)? , 2—m; =, )
G@= T o (" (s —p st pt2ns 5 2
+ Cq,rF(s—q,s—fr;l," 1),sinzs, (18)
q+r<n—2 2 2

ou les C,,, sont des constantes numériques indépendantes de s. Nous
pouvons en déduire le résultat suivant:

Theoreme 2. St n=2, {(8)/{['(s—n+1)['2s—n)} se prolonge
comme une fonction entiére de s;

(ii) Sin=2,4(s—1){.(s)—(s—1)"' est holomorphe dans Re. s>

(iil)) Sin=38,

23 2n 1
Cu(9)— —n+DHn—2)1" ( -1 )

est holomorphe dans Re. s>n—%.

Fin de la démonstration de (7). On n’a qu’a appliquer le théoréme
tauberien d’Tkéhara & {;(s) dont la singularité la plus & droite s=n—1
est pdle simple, et le résidu & ce point est connu par le (iii) du
Théoreme 2. C.Q.F.D.

§5. Dans ce paragraphe, je vais citer un autre exemple de
{-fonction d’Epstein pour un opérateur elliptique.

Soit M une variété riemannienne compacte sans bord de dimension

(n—1) dont le point générique est noté par £. Posons
LH(&) = _f(s, )¢<$) $(&)— Aud(©), (19)

ol 4, est opérateur de Laplace—Beltraml sur M. Alors, . est auto-
adjoint =1 sur LX(M) par rapport & 1’élément volumique d& sur M, le
domaine de L est H*(M). Soit {y,};., la suite des valeurs propres de
L numérotées suivant 'ordre de croissance: 1=, <y, <. - (on répete
chaque g, autant de fois que sa multiplicité). Désignons par {w,;(§)};.,
le systéme orthonormal complet formé par les fonctions propres
wy(&) correspondantes & y;. Considérons la variété H=MXxXR,.=M
X {t; 0<t<oo} et traitons sur M un opérateur différentiel
ou

Lu(§, )=~ D ) e(es S)u(s,t). (20)
Alors L est elliptique du second ordre qui est dégénéré sur le bord
OM=Mx{t=0}. Ilestde plusauto-adjoint =I sur L*(H) du domaine
DILI={u(&,t) € H(HM) ; tw(&,t) € H(M)}. Son spectre se consiste des
valeurs propres {4, ;}7’;-, dont chacune est de multiplicité 1, ol
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2l,j=(2l—~1)'\/ﬁ;, pour l,7=1,2, ... 21)
Pour chaque (I,7), la fonction propre (normalisée) correspondant a
A, est

Uy, 4§, )= (4t ) *w (§) exp (—/ p1; L, @2V p2; 1), (22)
ol les Lp(z)=%ez (di)p(e‘zzf’) sont les polyndmes de Laguerre.
! 2
Cela posé, la {-fonction d’Epstein par rapport & L se definit par
{.(8)= i A7, pour Re.s>n—1. (23)
1,j=1

Nous pouvons la comparer avec la {-fonction d’Epstein par rapport a
L sur M:

Cu(®)= l;ijl (5%, pour Re.s> n;l . (24)
Nous obtenons une équation fonctionnelle entre elles
Cr(®=2"% (s; %)CM<8—2), pour Re.s>n—1. (25)

n—1

Il est connu (voir [3]) que le produit F(s— )C «(8) se prolonge

comme une fonction entiére de s. Par conséquent, le produit (s—1)
) F( s—n+1

9 )C 2(8) le fait également.
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