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145. Support et support singulier de Phyperfonction

Par Mitsuo MORIMOTO
(Comm. by Kunihiko KODAIRA, M. J. A., Sept. 13, 1971)

Introduction. Soit V une variété réel-analytique orientée. &$
(resp. A) désigne le faisceau des germes d’hyperfonctions (resp. de
fonctions réel-analytiques) sur V. Soit T*V ’espace fibré des espaces
cotangentielssur V. S*V=(T*V\V)/R* se dit ’espace fibré des sphéres
cotangentielles. On note par (x, i) le point de S*V qui est la classe
du vecteur cotangentiel (x, &) € T*V. =& désignera la projection canoni-
que de S*V sur V. On peut construire un faisceau C sur S*V et une
application 3: B—r,(C tels que la suite suivante soit définie et exacte:

0 A28t r, 00,
ol « est I'injection naturelle et 7,C est 'image directe du faisceau C
par la projection = (Voir pour les détails [4,5,6]). Pour une hyper-
fonction f sur V, le support de la section Bf du faisceau C sur S*V
s’appelle le support singulier de f, que ’on note par S.S. f=supp Bf.

On sait que les faisceaux & et C sont flasques [2], mais le support
singulier de f restreint la forme possible du support de f, et vice versa.
Un cas trés fondamental de cette phénoméme est le lemme di & Kawai-
Kashiwara, qu’ils emploient pour démontrer le théoréme d’Holmgren.
Citons ce lemme pour la commodité du lecteur.

Lemme (le lemme (8.5) de [6]). Sotent f une hyperfonction sur 2
un voisinage d’un point x, e V, ¢ une fonction réel-analytique sur Q2 telle
que dg,,#0. Supposons que f satisfait @ deux conditions suivantes:

a) S.S.f 2@, de,)o) ou S. 8. f 3, —i(d@,)o0);

b) supp fC{z e 2; o) =)}

Alors f s’annule au voisinage du point x,.

Nous présentons dans cette note un théoréme de la quasi-analyticité
des hyperfonctions de certain type. Notre théoréme donne un autre
example de I’interdépendance du support et du support singulier d’une
hyperfonction.

Remarquons ici le rapport de nos résultats avec des résultats en
cas de distributions. Dans la terminologie du chapitre 5 de Vladimirov
[71, notre théoréme se correspond a l’enveloppe B(G) de domaine G,
tandis que le lemme de Kawai-Kashiwara se correspond & l’enveloppe
B.(®.

Présentation du théoreme. On suppose dorénavant que la variété
V est un ouvert d’un espace euclidien réel £ & n+1 dimensions. E*



No. 7] Support et support singulier de I’hyperfonction 649

désigne le dual de E. Le point x ¢ E est représenté par (z,, ,, - - -, %,)
et §c E* par (§,,&,,-++,&,). Posons S*=(E*\{0})/R*. Pour & e E*,
£+0, la classe de & dans S* se désigne par i€co. Pour un ensemble
A de E*, on note
tAoo={ifc0; Ec A, E+£0}.
Dans cette situation I’espace fibré S*V g’identifie naturellement au
produit V x S*:
S*V=VXS*=VxiE*co.
Théoreme. Soit f une hyperfonction sur un voisinage 2 de I’ ori-
gine de E. On suppose que f satisfait a deux conditions suivantes:
i) S.8.fs(x,t&x) implique §,#0;
ii) 4l existe un positif o tel que supp f > x implique x,=a|x,|.
Alors f s’annule au voisinage de I’ origine.
Rappel des résultats. Considérons un autre espace euclidien Ea
m+1 dimensions. E* désigne le dualde E. y e E et » ¢ E* ont comme

coordonnées (Yo, ¥y, - * *Ym) €t oy 1, - - -, Ym) respectivement. On munit
E du produit de Minkowski :
W Y=Y—Yi— - —Yn.

On note le cone de lumiére positif par I, :
In={yeE;y,>0, (y,9)>0}.

On pose
N O =n—51— - =7
£ désignera un ouvert de E.

Nous nous rappelons d’abord deux conséquences directes du lemme
de Kawai-Kashiwara.

Proposition 1. Supposons que I’ouvert 3 contient un segment 1
de genre temps et le cone double D, autour de l:

D=+ NA—=1T").

Soit w une hyperfonction sur 9 telle que
(1) S. 8. uC @ xi{n ; (m(p) =0}co.
St u s’annule au voisinage du segment 1, u s’annule dans le cone double
D,.

Soient H un hyperplan de genre espace de E, @ un ouvert de H.
Le cone double D, de base w est défini comme suit:
(2) D.={ye E;(y—TwU@+T)NHCw).

Proposition 2. Supposons que 2 contient le come double D, de
base w défini par (2). Soit u une hyperfonction sur 3 telle que

(3) S. 8. uC @Xi{n; [Jn(y) = 0}o.
Si u s’annule au voisinage de w dans E, u s’annule dans le cone double
D,.
On pose
SN A T O
"\oy/  owy ou o,
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Si une hyperfonction  sur £ satisfait & ’équation différentielle
On (i)u(y)=0 sur 0,
oy

alors, grace au théoréme fondamental de Sato [5, 6] concernant la ré-
gularité des solutions hyperfonctions de I’équation différentielle, on a

(4) S.S.uC X i{n; m(p) =0}co.
Supposons maintenant m=n-+1 et E=E xR. On note
(ym Y * s Yns yn+1)=(xo, Lyy o0 vy Ty t)

(7]09 Nis v s Ny nn+1):;($o’ 51’ Y Sm T)y
etc. On va considérer E=FE X {0}CFE et on note
Dz(E):DnH(E) 0)-
Si une hyperfonction u sur £ satisfait & (4), alors la restriction de
sur Q=FE N, notée u(x, 0), peut &tre définie et on a
S. 8. u(z, 0)C2XUE ; [1.(6)=0}co.

Considérons le probléme de Cauchy suivant
Dn+1 (a—ax, %)u(x: t):O,
(5) w(x, 0) = py(x),

ou

_a‘t—_(x, 0) = )ul(x)’

ol y, et ¢, sont hyperfonctions sur un ouvert 2 de E. Nous tachons
de chercher la solution hyperfonction # du probléeme de Cauchy (5).
Un théoréme de Kawai concernant 1’opérateur différentiel I-hyperbo-
lique [3, 8 bis] donne la proposition suivante:

Proposition 3. St les deux hyperfonctions p, et p, satisfont a la
condition

S.S. e Qx5 [1.(8)>0lcc pour i=1,2,

le probléme de Cauchy (5) est résoluble localement et la solution hyper-
fonction est unique.

En effet, pour I =0 x i{& ; [],(£§) >0}co, 'opérateur [ 1,,,(0/0x, 9/ dt)
est I-hyperbolique. La proposition résulte du théoréme de Kawai.

Démonstration du théoreme. En effectuant une transformation
linéaire convenable et en diminuant le voisinage £ de 1’origine et le
positif a, on peut supposer que f satisfait aux conditions

i) et ii), ol

i) S.8. fe2Xi{&;[Ju(&)>0}o0.
Nous pouvons alors suivre I’argument d’ Araki [1] en appuyant sur les
propositions 1,2 et 3.

Résolvons d’abord le probléme de Cauchy (5) pour les données de
Cauchy

to=1 #=0.

La solution hyperfonction u(x, t) existe dans I’ouvert
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D={(x, t);|2|<e, [t|[<e},
oll ¢ est un positif, qui dépend de f. Comme » est uniquement déter-
minée par f, il existe deux positifs r, s suffisamment petits tels que
s’annule au voisinage des segments de genre temps [, et [,, ou
L={,7,0,:.-,0); —ar—2s<z,<ar},
L={®y —7,0,:-.0); —ar—2s<z,<ar}.
Par la proposition 1, » s’annule dans deux cones doubles D, et D,,.
En particulier # s’annule au voisinage de
D,ND,N{(x,1); x,=—s},
lequel contient le disque d:
d={,t); xy=—s, 2+« - - + 22 + < (s +7ra)—1r}.

On utilise maintenant la proposition 2 et en conclut que I’hyperfonction
% 8’annule au voisinage de I’origine pourvu que
(6) 2as— (1 —a®)r>0.
Les deux positifs r et s peuvent se tendre vers zero satisfaisant a ’iné-
galité (6), ce qui achéve la démonstration.

Remarque. Dans le théoréme, on a supposé que le fermé

Fo={xecQ;2,20a|x}

contient le support de f, pour un positif a. On peut affaiblir cette
hypothése en remplagant la condition ii) par ii’) suivante:

ii’) Pour tout >0, on a

C (supp /) N{x; (@,—0)+ai+ a3+ - - - + 22 <0%+#0.

Corollaire. Supposons dim E=2. Une hyperfonction f sur un
voisinage 2 de U'origine satisfait @ la condition suivante:

1) il existe un vecteur yec E,y+0 tel que S.S. f s (2,15 0) imp-
lique <y, £>+0;

ii) 4l ewiste deux formes &, e E* linéairement indépendantes
telles que supp f s x implique {x,£>=0 et {(x,7>=0.

Alors f s’annule au voisinage de I’ origine.

Le corollaire résulte directement du théoréme et le lemme de
Kawai-Kashiwara.
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