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145. Support et support singulier de l’hyperfonction

Par Mitsuo MORIMOT0

(Comm. by Kunihiko KODAIRA, M.J.A., Sept. 13, 1971)

Introduction. Soit V une varit rel-analytique oriente.
(resp. ) dsigne le faisceau des germes d’hyperfonctions (resp. de
fonctions rel-analytiques) sur V. Soit T*V l’espace fibr des espaces
cotangentiels sur V. S*V=(T*V\ V)/R/ se dit l’espace fibr des spheres
cotangentielles. On note par (x, i$oo) le point de S*V qui est la classe
du vecteur cotngentiel (x, $) e T* V. zr dsignera la projection canoni-
que de S*V sur V. On peut construire un faisceu C sur S*V et une
pplication fl: --.C tels que la suite suiwnte soit dfinie et exacte

O ---_q)---- zr.C--,O
oh est l’injection naturelle et z,C est l’image directe du fisceau C
par 1 projection zr (Volt pour les dtails [4, 5, 6]). Pour une hyper-
fonetion f sur V, le support de la section /3f du aisceau C sur S*V
s’appelle le support singulier de f, que l’on note par S. S. f--supp/3f.

On salt que les faisceaux et C sont flasques [2], mais le support
singulier de f restreint la forme possible du support de f, et vice versa.
Un cs trs fondamental de cette phnomme est le lemme dfi h Kawai-
Kashiwara, qu’ils emploient pour dmontrer le thorme d’Holmgren.

Citons ee lemme pour la eommodit du leeteur.
Lemme (le lemme (8.5) de [6]). Soient f une hyperfoncion sur t

un voisinage d’un point Xo e V, une fonction rgel-analytique sur 9 telle
que dxo=/=O. Supposons que f satisfait deux conditions suivantes

) S. S. f (Xo, i(dxo)oo) ou S. S. f (Xo, --i(do)OO)
b) supp fc {x e/2 (x) =< ((x0)}.
Alors f s’annule au voisinage du point Xo.
Nous prsentons dans cette note un thorme de la quasi-nalyticit

des hyperonctions de certain type. Notre thorme donne un autre
example de l’interdpendance du support et du support singulier d’une
hyperfonction.

Remarquons ici le rapport de nos rsultats avec des rsultats en

cas de distributions. Dans la terminologie du chapitre 5 de Vladimirov
[7], notre thorme se correspond l’enveloppe B(G) de domaine G,
tandis que le lemme de Kawai-Kashiwara se correspond / l’enveloppe
Br(G).

Presentation du thorme. On suppose dornvant que la varit
V est un ouvert d’un espace euclidien rel E / n/ 1 dimensions. E*



No. 7] Support et support singulier de l’hyperfonction 649

dsigne le dual de E. Le point x e E est reprsent par (x0, x, ..., x)
et e E* par (0, , ", ). Posons S*- (E*\{0})/R/. Pour e E*,
$#=0, la classe de $ dans S* se dsigne par i$co. Pour un ensemble
A de E* on note

iAc--{ic e A, :/:0}.
Darts cette situation l’espace fibr S*V s’identifie naturellement au
produit V S*"

S*V- VS*=ViE*.
Thorme. Soit f une hyperfonction sur un oisinage 9 de ’ori-

gine de E. On suppose que f satisfait deux conditions suivantes"
i) S. S. f (x, i) implique 00;
ii) i existe un positif a te que supp f x impique Xoa] x].
Alors f s’annue au oisinage de ’origine.
Rappel des rsultats. Considrons un autre espace euclidien E

m+ 1 dimensions. E* dsigne le dual de E. y e E et e E* ont comme
coordonnes (Y0, Y, Y) et (0, , "",) respectivement. 0n munit
E du produit de Minkowski"

(Y Y)--Y Y
On note le cSne de lumire positi par F"

F-{y e E; y0>0, (y, y)>0}.
0n pose

()---- .
9 dsignera un ouvert de E.

Nous nous rappelons d’abord deux consequences directes du lemme
de Kawai-Kashiwara.

Proposition 1. Supposons que l’ouvert contient un segment
de genre temps et le c6ne double D autour de l"

D--(1+F) n (1--F).
Soit u une hyperfonction sur 9 telle que

( ) s.s. uc x i{v; (v) o}.
Si u s’annule au voisinage du segment l, u s’annule dans le c#ne double
Dt.

Soient Hun hyperplan de genre espace de E, w un ouvert de H.
Le c6ne double D de base west dfini comme suit"
( 2 ) D--{y e ; ((y--) U (y +))

Proposition 2. Supposons que 9 contient le c6ne double D de
base dgfini par (2). Soit u une hyperfonction sur 9 telle que
( 3 s.s. uc9 x i{; (v)o}.
Si u s’annule au voisinage de w dans E, u s’annule dans le c#ne double
D.

0n pose

y y
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Si une hyperfonction u sur 2 satisfait l’quation diffrentielle

[-],,, u(y)-O sur tO,

alors, grace au thorme fondamental de Sato [5, 6] concernant la r&
gularit des solutions hyperfonctions de l’quation diffrentielle, on a
4 ) s.s. ucgx i{; D() o}.

Supposons maintenant m-n+ 1 et E=Ex R. On note
(Y0, Y, "’’, Yn, Yn+)=(Xo, X, ’’’, Xn, )
(v0, v,,..., Vn, V+,)= ($0, ,,"" ", $,

etc. On va considrer E-E X {0} E et on note
n()=+,(, 0).

Si une hyperfonction u sur 9 satisfait (4), alors la restriction de u
sur 9=E R , notre u(x, 0), peut 8tre dfinie et on a

S. S. u(x, o)cgx i( ()o}.
Considrons le probl&me de Cauchy suivant

( (, 0 ,(),

o , et son hyerfonetions sur un ouver D de N. Nous tgehons

de ehereher la solution hyperfonetion du roblme de Cauehy (g).
Un thorgme de Kawai eoneernan l’oraeur diffrentiel I-hyerbo-
lique [8, 8 bis] donne la roposition suivante"

Proposition 3. Si le gez hpeoetio et tiIot g l
eoditio

8. S.gxi{ (>0} our i=, ,
le obme de Ceeh () et fdoble loeaemet et a oltio he-
Ioetio et iqe.

gn effe, our I-gx i{ ()>0}, l’orateur .l(O/Oz, O/Ot)
es I-hyperbolique. a proposition rsulte du thorme de Kawai.

Dmonstration du thorme. Nn effeetuan une transformation
linaire eonvenable e en diminuan le voisinage D de l’origine et le
ositif a, on eu suposer que f satisfait aux conditions

i’) et ii), off
i’) S.S.f9Xi{ ()>0}.

Nous ouvons alors suivre l’argument d’Araki [1] en apuyant sur les
roositions 1, et g.

gsolvons d’abord le roblme de Cauehy (g) our les donnes de
Cauehy

o=f, -0.
La solution hyperfonetion (, t) existe darts l’ouver
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9= {(x, t) Ixl< , Itl< },
off e est un positif, qui dpend de f. Comme u est uniquement dter-
mince par f, il existe deux positifs r, s suffisamment petits tels que u
s’annule au voisinage des segments de genre temps l et l, ou

/={(x0, r, 0, ..., 0); -ar-2SXoar},
/={(x0, -r, 0, ...0) -ar-2sXo ar}.

Par la proposition 1, u s’annule dans deux cSnes doubles D, et D.
En particulier u s’annule au voisinage de

D D {(x, t) x0 s},
lequel contient le disque d"

d {(x, t) xo- s, x +... +x+ t< (s + ra)2- r}.
On utilise maintenant la proposition 2 et en conclut que l’hyperfonction
u s’annule au voisinage de l’origine pourvu que
6 ) 2as (1 a)r> O.

Les deux positifs r et s peuvent se tendre vers zero satisfaisant l’in6-
galit6 (6), ce qui achve la d6monstration.

Remarque. Dans le th6orme, on a suppos6 que le ferm6

contient le support de f, pour un positif a. On peut affaiblir cette
hypothse en remplaant la condition ii) par ii’) suivante"

ii’) Pour tout > 0, on a
C (supp f) {x (x0--)+ x+x+ +x}.

Corollaire. Supposons dimE2. Une hyper[onction f sur un
voisinage 9 de l’origine saris/air la condition suivante"

i) il existe un vecteur y e E, yO tel que S. S. f (x, i) imp-
lique <y, >0

ii) il existe deux formes , e E* linairement inddpendantes
telles que supp f x implique <x, >0 et <x, >0.

Alors f s’annule au voisinage de l’origine.
Le corollaire r6sulte directement du th6orme et le lemme de

Kawai-Kashiwara.
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