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193. Problme de Dirichlet pour des oprateurs elliptiques:
dgnrs du second ordre

Par Norio SHIMAKURA

(Comm. by Kinjir5 KUNUGI, M. d. A., June 12, 1971)

1. Introduction
Nous avons tudi4 darts [6] et [7] de certains op4rateurs elliptiques

d’ordre suprieur dgn4rs sur la rontire. La dgnressance avait
lieu en routes directions par un ordre polynomial de la distance jusqu’au
bord. Et les conditions aux limites pos4es avaient en gnral un
earactre non local. Nous avons obtenu les estimations a priori, la
rgularit des solutions et la finitude de l’indice pour ees problmes aux
limites g4nraux. Mais nous n’avons donn4 pratiquement aucun ex-
emple d’oprateurs pour lesquels l’existence et l’unicit des solutions
s’ obtiennent.

Darts le pr4sent mmoire, nous 4udions le problme de Diriehlet
non homogne pour des op4rateurs du second ordre/ eoecients rels
sur le bord. Nous pr4cisons la elasse d’op4rateurs trait4s au dbut du
2 (voir les formules (2.1), ..., (2.5)). Nous patrons des estimations

priori pour le problme de Dirichle et pour le problme formellement
adjoint (sans aucune condition aux limites), les hypothSses poses sur
les eoefiiients sont pour que les op4rateurs deviennent essentiellement
acr4tifs (voir le Lemme 2), et finalement, nous obenons le Th4orme
d’existence et d’unicit4 des solutions pour des op4rateurs un para-
mtre positif suffisamment grand.

Le principle de raisonnemen es celui de M. Schechter [5].
seule difference es la discussion de la r4gularit des solutions faibles
dveloppe darts le 4.

Un r4sulta analogue sur le problme de Dirichlet est darts la col-
laboration de MM. Bolley e Camus [2] dont le d4tail n’es pas encore

publi (voir aussi [1]).

2. Hypotheses et th4orme
Soit t2 un ouvert born de R frontire S hypersurfaee de elasse

Ca, supposons que soit situ localement un seul cbt de S. Nous
consid4rons un op4rateur diff4rentiel 9"

Lu(x) ---z((?(x)u(x)) a(x)-U (x) -- ao(X)U(X). (2.1)
j=l j= (Xj

D’abord, le poids (x) e C() satisfait h la condition

(x) 0, dans 2; (x)--la distance de x jusqu’ S, dans U, (2.2)
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off U est un voisinage de S dans . Ensuite, sur les a(x)e C()
(0__<]=<n), nous aisons les hypotheses (2.3) et (2.5) que voici" Suppo-
sons que les

a(x’)(l<=]<=n) soient relles partout sur S, (2.3)
off x’ dsigne toujours le point g4nrique de S. Posons

p(x’)-- a(x’)(x,), (2.4)
j=l

oh , est le vecteur du longueur 1 normal intrieur S au point x’,
(,) est son ]-ime composant, donc, p(x’) est rel et gal au composant
normal du vecteur (--a(x’),...,--a(x’)). Alors, la deuxime hypo-
thse est que

p(x’)--3/2 partout sur S. (2.5)
Cela pos, nous allons rsoudre une quation diffrentielle

Lu(x) + 2u(x) f(x) donn de L(/2), (2.6)
sous la condition de Dirichlet non homogne

oU(X’)--u(x)l--g(x’) donn de H1/(S), (2.7)
oh 2 est un paramtre positif. Nous cherchons des solutions u(x) dans
l’espace hilbertien W(2), o5 nous dfinissons, en gnral, les espaces
de Sobolev avec poids W(tg)(0 k_<_m) par

W(f2)--{u(x) e H-(9) 9(x)u(x) e H’(/2)} (2.8)
(Sur la dfinition des espaces H(9) et H(S), r6f6rer Lions-Magenes
[4].) Nous 6nonons le r6sultat principal de ce mmoire. Nous sup-
posons toujours (2.2), (2.3) et (2.5) sur L. Alors,

Th(orme. I1 existe un nombre 2o0 ayan la proprigg suivante"
Soit o. Alors, quels que soient f(x) e L(9) et g(x’) e H1/(S), il ex-
iste une et une seule solution u(x) e W([2) du problme de Dirichlet (2.6)
et (2.7) satisfaisant l’estimation suivante

C Ilul ()/ (2-20) Ilu [llf[ /C(gigglerS) / 2 Jig (s), (2.9)
avec des constantes C et C inddpendantes de f, get de 2 20.

Soit 220. L’op4rateur --L--2I rdalis4 dans L(2) par la condi-
tion de Dirichlet engendre un semi-groupe de contraction. Sur la r-
gularit d’ordre plus lev des solutions, voir [2] et [7]. Bref, l’opra-
teur L sous la condition de Dirichlet n’est pas hypoelliptique.

3. Dmonstration du thorme
Soit L* l’adjoint formel de L dans L(t). I1 s’6crit sous la mme

forme que (2.1), et la fonction qui joue le rSle de p(x’) est gale k
--2--p(x’) pour L*. Nous obtenons d’abord

(Lu, v)--(u, L*v)--.[z(p(x’)_ + 1)u(x’)v(x’)dS, (3.1)

quels que soient u et v de W(t). Ensuite, nous avons des estimations
a priori pour L et L* qui seront dmontres dans le 5"

Proposition 1. Nous avons des constantes C et C4 telles que
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lulli()C(llLul+l youlH/(z)-t-Ilu]), et que (3.2)

v <)=< C4([[ L*v / v ), (3.3)
quels que soient u et v e W(t).
Troisimement, nous estimons les expressions Re(Lu, u) et Re(L’v, v).
Posons

u)=

J(u)-Re(Lu, u)--a(u, u)-- p(x’)+ 1 lu(x,)l dS
2

(3.5)
=Re(L’u, u)--a(u, u)+ p(x’)+ 1 lu(x)l dS.

2

Lemme 2. I1 existe une constante C telle que

J(u) <sa(u, u) + Co-u, quels que soient u W(9) et 0 g 1. (3.6)

Une combinaison acile de (3.2), (3.3) et (3.6) nous offre la
Proposition . Nous avons un 2o0 et des C, C et CsO tels que

pourvu que u, v e W(9) et que 2 >
Avec ces pr6parations, nous commenqons la d6monstration du

Th6orme. Le problme non homogne (2.6) et (2.7) se r6duit au pro-
blame homogne (3.8) suivant, car il existe un relvement continu
R" H1/2(S)W(9)tel que y0R--identit6. Le question est de chercher
une solution de

Lu(x)=f(x) et y0u(x’)=0, pour un f e L2(9) donn6, (3.8) off nous
abr6geons L--L + 2 et L--L* + 2. Nous suivons le raisonnement au
5 de Schechter [5]. Introduisons, dans W(9), un nouveau produit

scalaire (Lu, Lv). La deuxime estimation de (3.7) montre que ilL,nil
devient une norme 6quivalente h la norme originale [lu[l(,), pour un
2(> 20) fixe. Etant donn6 un f z L(9), v(f, v) est une fonctionnelle
anti-lin6aire continue sur W(9), elle se repr6sente donc par un 616ment
unique w de W(9)"

(f, v)--(Lw, Lv), quel que soit v e W(9). (3.9)
Lemme 4. Etant donnd un f L2(9), soit w l’gldment de

ddtermind par (3.9). Alors, w appartient en eet W(9) (voir ((2.8)).
Nous l’admettons pour le moment, et posons u--Lw. Alors,

u W(9), et (3.9) et (3.1) montrent que u est une solution de (3.8).
u est unique d’aprs la Proposition 3. Le Th6orme est donc 6tabli.

4. Dmonstration du lemme 4
Fixons un point P eS, et prenons une boule BR={xeRn;

lx--P]<R}. Supposons que R soit si petit que chaque point x de B
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=B9 se reprsente par le couple (s,t), oh s--(s,, ...,s_) soit un
systme de coordonnes locales sur BS et t-la distance de x S.
Supposons aussi que F(x)-t dans B. Alors, l’lment volumique dx
.s’crit Jg(s, t)ds...ds_dt dans B, et le laplacien s’exprime locale-
ment

u(x)_ 1 /--u, 1 (3t g) + g (4.1)

Nous pouvons gMement representer L et L* par ce systme de co-
ordonnes (s, t) dans B. Soit (x) une onction quelconque de classe
C support dans B. Un raisonnement habituel par la mthode
des quotients diffrentiels garantit la rgularit "tangentielle""

(w) et ( o(w) e pour a, (4.2)

sous l’hypothse du Lemme 4. Ensuite, w est une solution faible de

.LLw--f. Nous extrayons tous les termes dj appartenant L(9)
,dans LLw. En posant

v(s, t)--(s, t) g(s, t) Ow (4.3)

nous arrivons une quation diffrentielle sur v"

t + Ot
+(2-p()-p())=fo(’ t) L(B). (4.4)

emarquons iei que le support de est eontenu dans ONtNR e que

t 2wtV(S, ) L2(B) car
3t2

e L (B). Pour dmontrer le Lemme 4, il

suffit de v4rifier le fair suivant"

V(8 ) (8V ) et )2v(8 )L2(B), (4.5)

Donc le Lemme 4 est rduit au suivant

Lemme 5. Soit p--3/2 une constance. Soit v(t) e ’(R+) ayant
Iv 8gppor$ da8 0I elle quv $v() L2(R+) e qv

t + gt dv + (2-- p-- p)v-- (t), da R (4.6)

avec une g(t) e L2(R+). Alors, les v t dv et t v appartiennent
dt

L (R+).
Preuve du Lemme 5. g(t) est aussi support contenu dans 0gt

gl, et signalons que z2+3z+2--p--p2--(z+p+2)(z--p+l). Nous
intgrons une lois (4.6)"

g(t) appartient L(R+), car p--3/2. Int6grons encore une lois"
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Oh C est une constante, et le membre / droite appartient encore
L2(R/). Par hypothse, tv(t) appartient / L2(0, 1), ct, doit le faire
aussi. Ceci implique que c=0. Par consequent, v(t) appartient /

L2(R/), et les t(dv/dt) et (t(d/dt))v le ont galement grace (4.7) et
/ (4.6).

5. Demonstration de la proposition 1
Dans ce , nous tudions une 4quation diff4rentielle sur R/"

off les p et b sont des constantes complexes avec Rep:/:--3/2. Le
second membre g(t) est pris de L(R+), et des solutions sont cherches
darts W(R+)--{u(t) e Hi(R+) tu(t) e H(R+)}. Premirement, regardons
l’quation homogne Au=O. Si l’on pose u(t)=e-tv(2t) et 2t=s, v(s)
satisfait l’quation hyperg4omtrique confluente"

sv"(s)+(c--s)v’(s)--av(s)--O, avec a-- b+p+2 et c--p+2. (5.2)
2

Celle-ci admet les deux solutions V(a, c; s)et e(c-a, c;--s) ind-
pendantes, ofa

V(a, c" s)-- F(1--c-)+l)F(a, c s) + F(c-- 1) s_F(a_c+ 1, 2--c s),
F(a--c F(a)

1F(a c 8)-- F(a + n)[’(c)8 (srie de Kummer).
n=0F(a)F(c + n)n

(5.3)
(Sur les fonctions sp4ciales, consulter [3].) En revenant / l’quation
Au-O, la solution etZ(c--a,c;--2t) n’appartient jamais W(R+) it
cause de la croissance rapide/ t-- + c. Posons ensuite

U(t)=e-t(a, c; 2t). (5.4)

Remarquons que -(-- 1)n (--n, c 8) L-(s) (polyn6me de Laguerre) si
n!

n----0,1,...
Lemme 6. Si Rep--3/2, U(t) appartient 4 W(R+). Si Rep

--3/2, alors U(t) le fair si et seulement si b+ p=--2r avec r= 1, 2, 3

Proposition 7. Soit Rep --3/2.
) Si b + p n’est dgal aucun entier pair ndgatif, alors A est un

isomorphisme de W(R+) sur L(R+)
(ii) Soit, au contraire, b + p 2r (r= 1, 2, .). Ddfinissons un

sous-espace vectoriel X (de codimension 1) de L(R+)

X-- tg(t) L2(R/) I;g(t)t/L+(2t)e-tdt--O}
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Alors, A est une application lingaire continue de W(R/) sur Xr, le
noyau est de dimension 1 et engendrg par Lr"_+(2t)e-t.

Maintenant, passons au cas oh Rep--3/2. Nous rsolvons
quation (5.1) sous une condition aux limites non homogne

Bu: ou(O) +

_
.[u(t)dt--, e C" donn, (5.5)

off les 0 et fl_ sont des constantes, elles doivent satisaire la Condi-
tion de Shapiro-Lopainstci (voir Vishik-Grushin [8] et aussi [6])

BU=-So(p, b)o+S-(p, b)_:/:O, o1 (5.6)
S_(p, b)--joU(t)dt_ et So(p, b)--U(O).

Proposition 8. Soit Rep --3/2 et supposons que la condition aux
limites B ddfinie par (5.5) satisfasse (5.6). Alors, l’application
u--(Au, Bu) est un isomorphisme de W(R+) sur L2(R+) C.
Pour dmontrer les Propositions 7 et 8, nous nous proc4dons, par ex-
ample, comme dans [6].

Dmonstration de la Proposition 1. Substituons p de (5.1) par
p(x’) de (2.4) (Pour traiter L*, raisons p--2--p(x’)). Et substituons
b par ---}_-lia(x’), off eR avec .vx,--0 et []--1. ib est alors
rel. Quand nous traitons L et L* dans les 2-4, nous nous trouvons
dans l’une des situations suivantes" (1) p-3/2 et b--pg=entier pair
=<0; (2) p--l/2 et b/p=/=entier pair 0. Si (2) a lieu, nous
avons (i) de la Proposition 7, ce qui donne (3.3). Si (1) a lieu, la
condition de Dirichlet Bu--u(O) vrifie (5.6). Donc, la Proposition 8
implique (3.2).

Nous avons enfin la Proposition 1.
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