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118. Sur le Thorb.me de Plancherel

Par Shin-ichi MATSUSHITA
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., July 12, 1954)

1. Le but du present article est d’exposer une formule gnra-
lisle de Plancherel dans un groupe localement compact, qui n’est
ncessairement ni unimodulaire ni ablien; le mme subjet ut dj
tudi par l’auteur, toutefois, un lapsus s’est gliss dans l’nonc
du thorme central, qu’il faut remplacer par Thorme C dans ce
travail." Une dmonstration trs simple du thorme de Plancherel
pur un groupe ablien sera donne dan le paragraphe 5.

2. Soit G un groupe localement compact muni de la mesure
de Haar gauche dz et de la onction mondulaire p(x)telle que

dx--(x)dz : l’lment neutre sera not e. On notera L( l’es-
pace vectoriel norm des fonctions continues support compact
dfinies dans un espace localement compact (.), par L/( le cSne
positff de L( ), et par L(. l’adhrence uniforme de L( ), qui
se compose des f telles que f(x) tende vers zro lorsque x tend
vers l’infini. On dsignera encore par L(G) (resp. L(G)) l’ensemble
des onctions sommables (resp. de carr sommable) sur G pour dx;
L(G) constitue alors une algbre de Banach par rapport au produit

de composition, fg(x)=ff(y)g(y-x)dy.
En dsignant par P(G)(ou Po(G)) l’ensemble de toutes les fonc-

tions continues (resp., de plus, des normes 1) de type positif, on
voit facilement que Po(G) orme un sous-ensemble convexe, aible-
ment compact de P(G) et donc possde l’ensemble des points extr-
maux, not V, qui engendrent linairement Po(G) tout entier: on
appelle espace de caractres de G, not Vo, l’ensemble dfini par V
-t, ou V est l’adhrence faible de V et fonction zro. Autre-
ment dit, Vo est l’ensemble des fonctions lmentaires (c’est-h-dire,
fonctions de V-0) et leurs limites faibles distinctes de 0. Notons
alors le fair important;

Thorme A (M. Godement). A toute fonction g(x) de P(G) est
associhe au moins une (et une seule, si G est ablien) mesure

dfinie sur Vo, borne positive et de la norme [Itll-fdt--g(e), telle

qu’on ait pour toute f de L(G),
o

1) S. Matsushita: C.R. Acad. Sci., Paris. 955-957, 1056-1057 (1953). Dans ces
Notes, on doit employer limj__ dzf au lieu de ,f d (voir le paragraphe 4).

2) On aura soin de ne pas confondre notre p(x) avec celle A(x) au sens de M.

Weil) on a ()=A(x)-1.
R. Lodement: Trans. Amer. Math. Soe., 6, 3 (1948).
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0" G v

f Vo.
Vo

Si, pour chaque x G, la fonction (x) est continue sur Vo, on a

(2.8) g(x)-f
VO

Ce thdorme (thorme g$n$ralis$ de Bochner) peut tre dmontr
sans peine h l’aide du thorme de Riesz-Makoff; en appliquant la
formule de Fubini a (2. 1), on obtiendra aisment (2. 3).

La fonction ]@) ddfinie par (2.2) ci-dessus, qui est videmment
continue sur Vo, s’appelle la transform$e de Fourier de f.

Corollaire. Si f et g appartiennent 5 P(G) L(G), il en vien$

comme une consequence immediate de (2. 1) que

v Vo
Dsignant par H(G) l’enveloppe lindaire complexe de P(G), et

posant --+i(-) pour g H(G) avec g=g-g+i(g-g),
g P(G), k-l, 2, 3, 4, on dduit du thdorme A une formule dten-
due du thorme classique de Parseval;

Thdorme B. A toute fonction g(x) de H(G) est associe au moins
une mesure complexe dfinie sur Vo, telle qu’on ait pour toute f
de L(G)

( v

et [d-l]g[[-[Iguii+i(][gi]-[a[[)=g(e). De plus, sous la mme con-
VO

dition que dans (1.3), on a

(2. s)’ a(x) f
Vo

3. Pour chaque voisinage compact U de e, il y a une/onction

g de L+(G) qui a son support dans U et puis est symtrique, c’est-
h-dire gx-)-gz(x); en effe, soit h L+(G) de la forme h-h* (off
h*(x)=h(x-)px)) et avec son suppor darts U0 el que UoUo-U
(l’existence exacte de telle h est vidente), alors
satisfait aux conditions ci-dessus. En outre, supposons oujours que

fg(x)dx-1.

fCeei 6an, osan f(z)= ()g()dg, f es alors g la lois

i) osiie ii) de ye osiif e iii) ()g-l. Le suor de f

4) dz ddsigne la mesure conjugude de dz.
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est contenu dans U.
Ae d6signant l’ensemble de ces fe pour chaque U, on voit facile-

ment que les Av costituent une base du filtre A sur P(G)L(G),
suivant lequel la mesure fdx converge 6troitement vers la masse + 1
plac6e en e; alors les ransform6es de Fourier des fe convergent
vers la constante un sur Vo pour la opologie de la convergence
compacte.

4. Pour f, g e L(G), nous posons

(4.1) (f, a
pour o Vo, o

gof(x) ]g(u)f(xu)du.(4.2)

I1 est clair que for e P(G) et donc gofe H(G)" nous avons alors
(f, go}-(g, fvo} et if, f}o0.

Les g e L(G)telles que (g, g}vo=0 constituent un sous-espace
de L(G); alors, oHvo=L(G)/Nvo forme un espace pr-hilbertien par
rapport au produit scalaire
(4.3) X
o X, XeH et feX, geX: Si G est ablien, H est a une

dimension, et alors X] peut tre confondant avec la valeur
Considrons maintenant la somme directe H,, H, dont

V
ehaque dldment f est de la forme telle que f

V

L(G); en posant

(?,
V0

pour fz e A (voir le paragraph precedent), on voit facilement que
ce produit scalaire est bien ddfini; en effet, parce que gof
@L(G), on voit d’aprs Thdorme B que

Vo Vo

0
malgr que dsx ne soient pas uniquement dtermines.

De plus, on a II111],o=(/, i),o=iOi()-jllldx; ainsi, 7o nor
par cette ll/rlo est isotriueent isoorhe A L(6) consiar
comme un sous-espace de L(G),; en compltant H7,> pour cette nor-
me, on obtient un espace hilbertien H qui est isoorphe A (G)
tout entier, car L(G) est partout dense dans L(G).

Th6orme , Les de espcs hilberfiens H, e L(G) o iso-

5) si est ablien, (s, X)=/()().
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m$triquement isomorphes l’un & l’autre. Si G est abhlien, on a H
A

L(G) et

(4.5) (],
G

A
ot G (-Vo) est le groupe dual de G et d d$signe une mesure de

A
Haar sur G.

5. En effet, si G est abdlien, on a

(5.1) f()d,]()=f()d,()
pour deux fonctions quelconques f, f de P(G) L(G), car on a

Vo Vo

G G

pour route g e L(G); i, j= 1, 2, et l’ensemble de routes les , g e L(G),
est partout dense dans L(G) en vertu du thorme connu de M.
Ztone

Or, l’ensemble des mesures d, A, est born au se de
M. Bourbaki, qui est alors relativement compact pour la topologie
vague; par suite, il existe une sous-famille des f,, qui converge

vaguement vers une mesure d sur G, c’est--dire f()d-lim,
rag. f()d, pour route f e L(G).

D’autre part, on a lim vag. d]-lim vag. .d-d, d’o il

vient

(5.2) d=fd pour route f e L(G) H(G).
Clairement, d est positive et n’est pas identiquement zro, de

lus, est invariane 9at ranslaion, ear

fx()d(;)=fx(p)dp pour tout A, et done
A A

Finalement, H est dense dans L(G); en effet, soit fo e L+(G),
la mesure borne od dfinit une fonctionnelle linaire r sur L(G)
de la maniSre suivante: pour toute g H(G)L(G), on a

(5.3) ),

d’ofi r5 dfinit un 1-qui est en module ]ll2"l]folI2 llgl]2
6) N. Bourbaki" Int6gration, 62-63 (1952).
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ment fo de L(G) qui correspond fo, car II(G)OL(G) est dense dans
A

L(G). Enfin, L(G)cH, d’oh rsulte que H,-L(G).
6. Voici en passant une application de l’tude ci-devant: soit

L(G) l’ensemble des fonctions continues et sommables pour la mesure

()dx, alors pour chaque e Vole produit scalaire
(6.1) (f,

y)dy

es bien dfini pour f, g LG). Lorsqu’on considre f, g de L(G)
qui es videmmen contenu dans L(G), ce produit-ci s’identifie
celui dfini da (4. 1), comme on le vrifie directement.

Or, metan en parallle au paragraphe 4, ce produit perme
,de dfinir un espace pr&hilbertien L(G)/, off dsigne un
sous-espace de L(G) des f Celles qu’on air (f, f)=0, et l’on obtien
alors un espace hilbertien H en compMant H.

Dans H, la famille filtrante des X: pour A converge faible-
ment suivant A vers un 616ment Xo tel que (X, Xo)v=() pour

oute g e L(G); en effet, on voit que

d’ofi l’galit ci-dessus. Alors, l’intgral dans le second membre
de (4.4) es aussi bien dfinie pour (X, X0), ce qui s’crit

VO VO

Soit g( )=g(.s-)p(s); pour route g e Z(G), l’opration linaire
gg dfinit un oprateur unitaire U dans chaque , qui vrifie
(X, Xo)-(UX, )=(X,, U_:Xo). D’ofi on dduit aussitbt
que

VO
ce qui n’est autre que la formule tendue d’inversion de Fourier, vu
qu’on a ()-(X, Xo) et (x)-(Xo, U,Xo). Si G est ablien, )
on a (X, ,Xo)=(x)g(), cela signifie que (6. 2) entraine

pour a L(G) 

en Cenant compte du paragraphe precedent.

7 Darts le cas off G est ab61ien ou plus g6n6ralement unimodulaire, on a (G)
=L )[C(G).


