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110. Sur les Polynmes Irrductibles dans un Corps Fini. I

Par Sabur6 UCHIYAMA
Institut Mathgmatique, Universit Mtropolitaine, Tokyo

(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., July 12, 1954)

0. Introduction. Soit F un corps fini & q--p 616ments, off p
est un nombre premier impair et u) 1: en particulier, F sera con-
sid6r6 comme l’anneau quotient Z/(p), Z 6rant l’anneau des entiers
rationels. On dit qu’un polyn6me M(X)=.7=ocX- coefficients
dans F est unitaire si le coefficient dominant Co est 6gal 1, et
les coefficients c,..., c et les coefficients c_,+,..., c sont res-
pectivement appel6s les premiers r et les derniers t coefficients du
polyn6me M(X). Nous d6signerons par r(m; r, t) (0 x(r+ t x(m) le
nombre des polyn6mes unitaires irr6ductibles dans F[X, de degr6
m, ,els que chacun des premiers r et derniers t coefficients en est
fixe dans F: on peut admettre ici que ]e dernier coefficient de tels
polyn6mes ne soit pas 6gal 0, lorsque t>0. I1 est bien connu que

qcp(m) a -q \( rq(m; 0, 0)\( -q,
m-1 m m

et M. L. Carlitz a d6montr6 que l’on a"

rq(m; 1, 1)__1 q-2 + O(q/.) (m-> oo).
m

Nous considrons dans cette note le problme de dterminer la
valeur de rrq(m; r, t) principalement dans le cas of] n-l, c’est--dire
oh q=p, pour quelques valeurs particulires de r, t. Mais, quel que
soit nl, il est peu pros evident qu’on aura le

Th4orme 1. On a

rr(m; 0, 2)_lq_.+ O(q/.) (m-- oo).

Ensuite de cela, nous dmontrons le rsultat suivant"
Th6orme 2. Si r+t ); 2 on a

r.(m; r, t)-= l---p--+O(p) (p:>max(r, t); m-->),

1o 0, -2- \(0<1, est une constante ind$pendante de 79, m.

Pour dmontrer ces thormes, nous employons quelques fonc-
tions L plus gnrales que celles introduites par M. Carliz.

1. Prliminaires. Soit q-p’, io premier impair. Dans ce ,
1)L. Cariitzi--A theo-rem-of-Dicks-0-n-- On -irreducible -polYnomials, Pr0c. Amer:

Math. Soc., 3, 693-700 (1952). I1 a aussi dtermin la valeur de a (m; 1,0) etc.

2) Loc. cit., 2 et 3.
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n ()/1) peut tre un nombre naturel quelconque mais fixe.
Posons
(Xo, x, x., ..., x,,,)

-k(_ 1) (-1)(k-o-’l) o
0 I 2o # 2

D0+I+2+. +m k

(lk<o, m=, 2,...).
Si M=M(X)=y=o;X- est un polynfme unitaire clans Fo[X], nous
allons d6finir pour 1 ( k< p et 0 B. q- 1

1 (deg M=0),

*(M)-(M)- exp2" S(Ze*(M)) (de M>: , c#0),

0 (deg M 1, c-0),
off S d6signe la trace absolue et *(M) de la m6me mani6re avee

$*:(M) au lieu de $*(M) clans la d6finitioa de (M), off
$(M)=$*:(1, c c),

.:(M)_(, c_:, ;) (c#0).
Cm Om

I1 y a done q fonctions ou A:*; pour chaque k, 1 x< k<p. D’autre
part, l’indice Stant d6fini par rapport un 616merit primitif fixe
dans F, nous posons pour 0< 7 q-2

exp 2i
(M)-,(M)=

Ind e (e@0),

o (c=o):
alors, il y a q-1 fonctions Z.

Lemme 1.1. Soient A(X) et B(X) deux polynbmes unitaires quel-
conques dans Fq[X]. On a

Z)(AB)=()(A)()(), ()(AB)-()(A))(B); x(AB)-x(A)x(B).
Lemme 1.2. On a

((M) 0 ((M) non 0’ lk

N()- (e=l?,
o (e).

Lemme 1.. Soiet A(X)=LoaX- (a@0) et B(X)=
Lob.X- ge olme itaire da P[X. Alor: o
oiet =b (j=l, ..,, r; ), il fa e il qe l’o

(k) Ck)i (A) (B)O (k-l, r); pour que soient a-b (j:m- t + l

m; t<p), il faut et il sut que l’on air :)x)(A)<(B)(A)x(B)
#o (k=, t-).)

3) Dans ce-qui suit, ddsigne le conjugud complexe.
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On en dduit immdiatement notre lemme.

Ecrivons maintenant pour un polynome unitaire M(X)dans
Fq[XJ, que (M)-II ((M), (M)--H 2((M) en particulier, 2o(M)

k=l.. k-1

IIo((/), o(M)-
Lemme 1.. Si m>r+t on a

2. D6monstration du th6orme 1. Nous consid6rons les lone-

tions L(s, :, x)-L(s, o, o, )). I1 r6sulte du lemme 1.1 qu’on a
la ddcomposition d’Euler

L(s, o, ))_H(l_a(p)X(p)lPl-,)-,,

o P produit tous polynSmes unitaies irr6duetibles dans FX].
I1 est facile de voir que"

et puis

L(s, (o’, x)-(1-q-*)(1-q-’)-,
L(s, a(), X )-1

L(s, ), ;go)--- 1--q- ()o)),

On peut aehever la dmonstration du thorme 1 d’une manire
trs semblable au raisonnement de M. Carlitz,* selon les lemmes
1.2 et 1.3.

3. Lemmes auxiliaires sur quelques sommes trigonomtr[ques
Dans ee qui va suivre, nous nous bornerons au eas oh n-1.

Lemme 3.1. Soient f(X) et f(X) deux polyn6mes & coefficients
entiers respectivements de degrs m et m modulo p, p tant un pre-
mier impair. Si m=m+m= /2, on a alors

4) Loc. cit., 4.
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p-1

R, e’V’’’’c-)/ 0 (-W),
&=l

o m--m ou 2m suivan que mm--O ou non, et k- es dfini par
rapport au module p.

Ce lemme est essentiellement le rsultat dfi M. L. J. Mordell.)

Posons maintenant :(a)-x(X+ a).
Lemme 3.2. Sous la condition du lemme 3.1 on a

p--1

off g(X)=f(X)+f2(X-). Or, en vertu du lemme 3.1, oa obtient imm-
diatement notre lemme selon l’ingalit de Cauchy.

4. D4monstration du thorme 2. Supposons maintenant que

r+ t > 2. Comme dans la dmonstration du thorme 1, nous con-

sidrons les fonctions L(s, , , X).
Encore, il est facile de vrifier que

L(s, o, o, Xo)-(1-P-s)(1-Pl-8)-1.
D’autre part nous avons djh montr que l’on a

(a+ao, a#ao ou X+Xo),

oh
x)-o(-’/),

comme on le dduit sans paine des lemmes 3.1, 3.2.
Soient a, ..., a et b, ..., bt r+t nombres entiers fixes (mod

p) (bt 0 (mod p) lorsque t:>O) Si l)--ti (k-1 r)
(k=l, t-l) et x-, nous posons

C(, , Z)=fiexp2iB$*)(1 a,,...,a,).’ exp2iz$)(1, bt-1

exp -:7 Ind

Or, par construction, il rsulte aussitSt que

]_ C(-, J-, )logL(s, , , X)-pr+*-(p-1)=-d
1 IPI-%

oh -0 ou 1 suivant que t=0 ou t> 1 et Ea est l’ensemble de tous
polynbmes unitaires irr6ductibles (mod p) coefficients entiers, dont
les de"e puissances ont les premiers r coefficients a, ..., a, et

5) L.g. Mordell" On a sum analogous to a Gauss’ sum, Oxford Quarterly
Journal, 3, 161-167 (1932). Voir aussi" H. Davenport" On certain exponential sums,
J. fiir reine u. angew. Math., 169, 158-176 (1933).
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les derniers t coefficients b, ..., b: nous dsignerons par r(m, d) le
nombre de tels polynbmes irrductibles (mod p) de degr re lors-
que dim. En consequence de cela, on aura

/-(-),(m, d)- w,

oll

c’est--dire
1 (m, d)- 1 p__,+ O(pO).

I1 est imm6diat que

r(m; r, t)--r(m, 1),

et on a donc h la fin

, 1 (m, d)-O(p’),
dl -d
dl

(; r, t)-----+ o(p"),
m

Tr+t

c. q. f. d.


