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Introduction

1. Dans une Note antrieure, un des auteurs a class les
points singuliers de premiere espce d’un systme d’quations
diffrentielles dfini la surface du tore sous l condition que
le systme admette un invariant integral positff. On remarque
cependant que cette classification est applicable, mme si l’on
supprime l’hypothse 2aite que le systme est dfini la surface
du tore, puisqe la classification des points singuliers est un pro-
blame local.

Nous proposons ici de considrer le cas, oh l’on ne suppose pas
que les points singuliers soient de premiere espce, mais que l’on
suppose seulement qu’ils sont isols, et en modifiant la dfinition
des cols, nous montrons que notre classification s’applique aux
points singuliers d’un systme d’quations qui admet un invariant
int6gral positif.

2. Aux paragraphes 3 et 4, nous expliquons les hypotheses sur
le systme, et en particulier, pr6cisons celles qu’un point singulier
consid6r est isol6 et que le systme admet un invariant int6gral
positif.

Au paragraphe 5, nous expliquons la notion de centres de
Poincar, et introduisons celle de cols g6n6ralis6s; et la fin de ce
paragraphe nous nonc.ons un h6orme prouver, dont la d6mon-
stration se divise en trois parties.

D’abord, au paragraphe 6, nous montrons qu’un centre de
Bendixson est n6cessairement un centre de Poincar dans le cas
consid6r. Donnant au paragraphe 7 la dmonstration qu’il n’existe
pas de r6gions nodales, nous montrons dans le paragraphe 8 qu’il
n’existe qu’un nombre fini de caract6ristiques aboutissant dun point
singulier, si ce point n’est pas un centre de Bendixson.

(1)

Hypotheses et Rsultats

3. Envisageons un systme d’quations diffrentielles

dx. X(x, y), dy y(x, y),
dt dt
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oh X(x, y) et Y(x, y) sont deux fonctions continues des deux variables
r$elles x et y, dfinies dans un voisinage A d’un point Po=(Xo, Yo)
du plan (x, y), et t est un paramtre reprsentant le temps.

Nous supposons que le point Po est un point singulier isol,
c’est-h-dire que le point Po satisfait aux quations
( 2 X(x, y) O, Y(x, y) O,
et que, dans un certain voisinage V du point Po, il n’y a pas de
solutions des dquations (2) saul le point Po. Nous supposons que
l’on a V-A, ce qui est loisible.

Supposons en outre qu’il existe une unique solution du systme
(1)
3 x=x(t, xl, Yl), y y(t, xl, y),

qui remplisse les conditions initiales x(O, Xl, y)=x, y(O, x, y)=y,
pourvu que le point P=(x, y) appartienne A. La courbe dans le
plan (x, y) reprdsentde par la solution (3)sera appele caractristique
suivant la terminologie de Poincar, plus prcisment, caractristique
passant par le point P ( l’@oque t-0), et la courbe partielle de
la caractdristique correspondant aux valeurs t :> 0 (ou t 0) s’appelle
demi-caract$ristique partant du point P.

On voit, d’aprs cette ddfinition, que la caractdristique passant
par le point singulier Po se rdduit au point Po.

4. Supposons d’ailleurs que le systme (1) admette un invariant
integral positif. Dire qu’une 2onction M(x,y) est un invariant
intdgral positff, c’est dire que M(x, y) est uniforme et localement
sommable dans A et que l’on a

0< M(x, y) < o presque partout dans A,
et enfin que, dsignant par U un sous-ensemble de A quelconque,
el que M(x, y) soit sommable dans U, on a

pour route valeur de t, pourvu que U(t) soit dfini, oh K dsigne
une constante indpendante du temps t, et oh U(t) est l’ensemble
des positions l’poque t des points qui appartiennent U l’poque
t--0, et qui se meuvent selon le systSme (1).

5. Nous appelons2 le point Po centre de Poincar, si routes les
caractristiques assez proches du point P0 sont priodiques, et le
point P0 est dit col genera e, s’il n’existe qu’un nombre fini de
caractristiques aboutissant au point P0 pour t--> ou t-->- o.

Avec les dfinitions prcdentes, le thorme dmontrer
s’exprime comme suit"

Thorme. Sous les conditions nonces aux paragraphes 3 et 4,
le point singulier Po du systme (1) est ou bien un centre de Poincar$,
ou bien un col gn$ralis.
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Remarque. D’aprs un thorme de Bendixson, si l’on dsigne
par nle nombre de caractdristiques aboutissant h un col gndralis
pour t-->o ou pour t->-o, le nombre n est pair, soit 2m, et il
existe exactement m caractristiques aboutissant ce col gngralisd
pour t-->oo, et m pour t->--oo.

Dmonstration du Thorme

6. Dans un Mmoire, Bendixson a dmontr qu’en eonsidrant
les caractristiques assez proches du point singulier Po, ou bien il
existe une infinit de caractristiques priodiques entourant le point
Po (dans ce cas Po sera appel centre de Bendixson), ou bien il
existe au moins une caractristique aboutissant Po.

Nous nous occupons d’abord du premier cas de l’alternative;
nous supposons donc que le point singulier Po est un centre de
Bendixson, et nous montrons que Po est un centre de Poincar.

En effet, si Po n’tait pas un centre de Poincard, il y aurait
dans un voisinage quelconque V de Po une caractdristique non-
pdriodique C. Comme, par hypothse, le point sing:ulier Po est
isold, si V est assez petit, la caractristique C s’approcherait, en
figurant une spirale, d’une certaine caractristique priodique C
pour t-->oo et d’une autre C. pour t-->-oo. Sans restreindre la
gndralit, nous pouvons supposer que la caractristique priodique
C est intdrieure h C..

Soit Q un point quelconque de C; dsignons par Nun segment
assez petit de la normale de la caractristique C au point Q, pour
que routes les caractdristiques passant par un point de N ne soient
pas tangentes N. La caractdristique C doit couper le segment 20
en une infinitd de points pour t->co, et si l’on dsigne par P et
P,. deux points de cette intersection correspondant aux valeurs t
et t. de t respectivement, telles que l’on air t<t, P est plus
proche du point Q que P. Supposons qu’il n’existe pas de point
de cette intersection correspondant h une valeur de t dans l’inter-
valle t<t<t, de sorte que P. soit) le consequent du point P
selon la terminologie de Poincar. On voit que cette hypothse ne
restreint pas la gnralit.

Considrons la rgion 2erme U limite par l’arc P, P. de C,
par l’arc P,P du segment N, et par la caractristique prio-
dique C; il est clair que U contient U(t-t) et que la mesure de
U est plus grande que celle de U(t.-t), de sorte que, U tant
compact, on a
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puisque par hypothse on a M(x, y)>O presque partout dans A;
ceci est en contradiction avec (4). En consequence l’hypothse
qu’il existe au moins une caractristique non-priodique dans tout
voisinage du Po est absurde, donc dans un certain voisinage du
point Po, routes les caractristiques sont priodiques, ce qui revient
t dire, par dfinition, que le point singulier Po est un centre de
Poincar.

Remarque. Dans cette dmonstration, la sommabilit locale
de la 2onction M(x, y) au point singulier Po n’a pas t utilise.

7. Ce point tabli, passons au deuxime cas de l’alternative,
et montrons d’abord qu’il n’existe pas de rgions nodales aboutissant
au point Po.

Supposons en effet qu’il existe une rgion nodale aboutissant
au point Po pour t-- (ou pour t->-o). Soient P an point de
cette rgion nodale, et C la demi-caractristique partant du point
P et qui aboutit Po pour t--> (ou pour t->-). Considrons
la normale de C au point P, et dsignons par Nun petit segment
de cette normale, dont le point P est une des extrmits. On
peut supposer que le segment N est assez limit, pour que N
soit contenu dans la rgion nodale considre et que routes les
caractristiques passant par un point de N ne soient pas tangentes
N; routes les caractristiques passant par un des points de N

aboutissent Po pour t- (ou pour t->-). Soient Q un point
de N distinct de P, et C la demi-caractristique partant de Q qui
aboutit au point Po pur t--> (ou pour t--); la rgion U limite
par les deux demi-caractristiques C et C, par le segment partiel

P, Q de N et par le point Po contient la rgion U(t), et par ailleurs
la mesure de U est plus grande que celle de U(t) pour routes les
valeurs de t positives (ou ngatives). Ainsi, puisque U est mani-
festement compact, en raisonnant comme au paragraphe precedent,
il rsulte une contradiction avec l’hypothse que le systme admet
un invariant integral positif.

En consequence, l’hypothse d’existence de rgions nodales est
absurde.

8. Nous disons maintenant qu’il n’existe qu’un nombre fini de
caractristiques aboutissant au point Po. Pour dmontrer cette
proposition, supposons qu’il existe une infinit de pareilles caract-
ristiques, et montrons que ceci conduit en contradiction.

En effet, s’il existait une infinit de caractristiques aboutissant
au point Po pour t-->, nous pourrions dcrire un cercle F entourant
le point Po, tel que, tendant vers le point Po pour t-, une
infinit de caractristiques coupe le cercle F. Dsignons par E
l’enserable des points en lesquels les caractristiques aboutissant
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au pint Po coupent le cercle F pour la dernire lois; l’ensemble
des points d’accumulation de E est non-vide et contenu dans F,
puisque F est compact. En outre, en raison de la continuit des
caractristiques par rapport aux points initiau, on voit aisment
qu’au point Po aboutit la demi-caractristique C partant d’un de
ces points d’accumulation, soit Q, pour t-.

Envisageons la normale de la demi-caractristique C au point
Q et limitons cete normale un segment assez petit, soit N, pour
que routes les caractristiques passant par un point de N ne soient
pas tangentes N.

Le point Q tant un point d’accumulation de E, il existe des
points de E aussi proches du point Q, que l’on veut; donc, cause
de ]a continuit des caractristiques, il existe un point P de E,
tel que la caractristique C1 passant par le point P coupe le seg-
ment N en un point P. Comme la caractristique C aboutit au
point Po pour t-, on peut supposer qu’aprs ]e point P1, la
caractristique C1 ne coupe plus le segment N. Sans aucune am-
biguitY, nous pouvons dsigner par C la demi-caractristique partant
du point P et aboutissant Po.

Considrons la rgion limite par les deux demi-caractristiques

C et C1, par le segment partiel P, Q de Net par le point P0; par
cette construction, U appartient visiblement une certaine rgion
nodale, ce qui est en contradiction avec le rsultat du paragraphe
precedent.

Donc il n’existe qu’un nombre fini de caractristiques aboutissant
au point P0 pour t-->, et de mme on dmontre la mme proposi-
tion concernant les caractristiques aboutissant au point Po pour

En consequence le point singulier P0 est un col gnralis, ce
qui achve, avec le rsultat du paragraphe 6, la dmonstration du
thorme nonc au paragraphe 5.
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