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178. Sur Quelques Types des Thormes de Dualit
dans les Groupes Topologiques"

Par Shin-ichi MATSUSHITA
Osaka Cit Universit

(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Nov. 12, 1954)

1. Soient G un groupe topologique et A(G) une a]gbre de
Banach commutative involutive des fonctions presque priodiques
(p. p.) dans G, algbre munie de la norme uniforme et de la multi-

plication habituelle, de plus f*=--f (valeur conjuguee). Rappelons
que si 0(.) dsigne l’ensemble de routes les fonctionnelles linaires
multiplicatives (non triviaux) o dfinies sur une algbre norme (.),
en munissant (A(G)) de la topologie de convergence simple dans
A(G), il est compact spar et

(1.1) A(G) C((A(G))),
oh C(X) ddsigne l’algbre de Banach des fonctions continues dans un
compact X et le signe s’exprime une application isomorphe et
isomdtrique entre deux espaces de Banach. On voit facilement que
l’application @, xcp de G dans (A(G)) est continue et si G est
maximalement presque pdriodique (max. p.p.), G est considr
comme une partie dense de (A(G)). En outre, l’application de
A(G) sur C((A(G))) dans (1.1) se rdalise en la forme suivante

fo(1.2) f()--(f)--f(()), #(f)-- dpf(c,o)d(),

o est la valeur moyenne et une mesure de Radon >0 sur
(o (A(G)).

2. Nous considdrons maintenant l’ensemble (R)(G) de tous les
oprateurs lindaire borns et rguliers (reversibles) tels qu’on ait

(2.1) S) Sf*-(Sf)*, S) S(fg)-S(f)S(g), S)
1 tant l’unit dalgbre A(G). (R)(G) est alors non vide et forme
un groupe algbrique; en effet, ST-(f*g)-ST-((TI-f)*TT-g)
S((T-f)*T-g)-(ST-f)*ST-g. D’ailleurs, en posant

,S S f ,f, ,f(x) f(a- x),
S,; S,f f f (x) f(xa),
J; Jf f, f’(x) f(x-),

1) Je voudrais exprimer toute ma reconnaissance Mr. H. Freudenthal et Mr.
T. van Est pour les conseils trs utiles et la critique prdcieuse.

D apres un theoreme de representation pour une B-algbre commutative, qui
a t tabli par MM. I. Gelfand, R. V. Kadison, N. Fakamiya, et l’auteur mme, e. g.
R. V. Kadison: Mem. A. M. S., 7, Thr. 6. 8 (1952).
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les totalits a(R) des S et (R)a des So appartiennent avec J (R)(G)
quand a dcrit G. D5signons alors par a (resp. (R)) l’ensemble des
lments de (R)(G) qui permutent aux lments de (a (resp.
nous avons aussitbt le

Lemme 1. 3(R) (resp. (R)) forme un sous-groupe de (R)(G) qui con-
tient (resp. (R)). ]1S[I=I pour tout S e (R)(G).

En passant on remarque que JSJ--S, JSJ----S et J-=J.
Th4or4me 1. Si G est max. p.p., il exists deux manires de

mettre (P(A(G)) en un groupe, auquel (R) ou bien (R) est algSbri-
quement isomorphe; de plus, l’un est isomorphe l’autre par l’appli-
cation dduite de J.

Demonstration de 3(R) (A(G)). En posant oz(f)--Sf(e) pour
S e, e dtant l’ldment neutre de G, on volt ’acilemeat que
appartient t (P(A(G)), puisque qs(fg) =Sly(e)= Sf(e)Sg(e)-- z(f)q.(g).)
Rciproquement, nous allons montrer qu’ tout o de (A(G)) il y
a un dldment S de (R) tel qu’on air cps o, comme suit;

a) Posant f(a)=o(Sf), a e G, de la continuitd et la presque-
continue.priodicitd de f, il en resulte que f est aussi p.p. et

B) En ddfinissant l’opdrateur S par Sf=f., S appartient
3(R) et satisait aux

(2.2) ,=cp et Sz--S;
en effet, les conditions S)S) de (2.1) sont videmment remplies
pour S, en outre SSf(x)--Sf(x) JSJf(x)-SJf(x-) -=Jf(a-x-)
=f(xa) p(S?) o(S(Sf)) (Sf)(x)--SS) (x), c’est-a-dire, S
permute (R). D’autre part, pour une f e A(G) il existe un ensemble
fini des a, ..., a de G tels que inf[f(xa)-f(xa)l< e/3 pour tout

x, a e G, et de plus il existe un Xo e G tel qu’on air
< e/3 pour tout i; soit ]lf]]-]f(Xoa)] < e/3, on peut alors choisir un
a tel qu’on air [I SfI]-]]f I[-sup](p(Sf) ;>

-z/3 > l]fl]-e, d’oh If Srill ]If]] et donc la rgularitd de l’opdra-
teur S.

7) Nous avons encore que p.%(f) Sf(e)- fV(e)- p(f) et d’-
ailleurs S**f(x)=fz(x)-.(Sf)-SSf(e)--(S).Sf(e)-Sf(x) pour tout
f e A(G), d’od rsulte (2.2), ce qui achve de montrer 3(R) (A(G)).

En replac.ant les ddfinitions de ps, S et de f ci-dessus par celles
dont oz(f)-Sf(e) pour S e (R)o, Sf=f et f(a)-oo(-Sf) respective-
ment, on obtient aisement (R) (A(G)) d’une manire analogue.

:. Dsormais quand nous parlerons d’un groupe G, il sera tou-
jours considdr comme un groupe max. p.p. (partout dans ce n :).

3) Clairement, ,Sf(e)= f(a-) et (S)f(e)= f(a).
4) sups, If(axb)-f(ayb)]_<__ sup, II Sf-Sf II sups,, If(axb)-.f(ayb)!.
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Nous considrons alors une topologie faible de (R)(G) dfinie par un
systSme fondamental de tels voisinages de S e (R)(G) que

(3.1) (fl,. ., f; )-- [T (R)(a); Tf(e)-Sf(e)l },

f e A(G)(j=I, 2,..., n) et n, > 0 tant arbitraires. ) Pour cette
topologie l’espace (R)(G) est prcompact sdpar (ce qui s’explique
aisment par le thdorme connu de Tychonoff), et a(R) et (R)5 sont

G(R) etcompact dans (R)(G)" en effet ces topologies restreintes dans
(R) sont compatibles avec la topologie de (A(G)), et selon que G
est dense dans (A(G)), (R) (resp. (R)) est aussi dense dans 3(R) (resp.
(R)). Pour tablir une structure de groupe topologique en (R)(G),
nous pourvoyons le

Lemme 2. Pour tout S e (R), f e A(G) (k--l, 2,...,/), il existe
un S e (R) tel qu on air Sf-Sf < ( tant arbitraire).

En effet, en vertu de la presque-priodicit de f, il existe un
hombre fini de a,...,a de G tels que pour tout xG et :>0
on puisse choisir un a, d’entre eux qui vrifie llf,-f ]1 < /3(k=
1, 2,..., 1). D’o il vient que pour tout Se 3(R),

en particulier

.) I] S(fx)-S(f)II < /3 (pour tout a e G).
Comme a est dense darts (R), il existe un ,S e oz(f,,..., fi,
f,..., f,.; /3) tel que

) Sf2(e)-,Sf2(e)l< /3 (k: 1, 2,..., l).
En combinant ), ) et ) et en tenant compte du fair que

(R) permute (R), on a alors Sf(x)-Sf(x)l

_
Sf(e)-Sf(e)l

+ISf(e)-Sf(e)l+lSf(e)-,Sf(e) ]< ; ce q.ui prouve le Lemme.
Remarque. Par une raisonnement qui est de m6me que dans

le prdcddent, on trouve qu’il existe a,..., a e G en nombre fini
tels qu’on air inf [J ,.f-fl[ < (et > 0 dtant arbitraire) pour a e G

quelconque.
Ce rdsultat conduit h la

Proposition 1o et (R) sont permutables l’un & l’autre.
En effet, quels que soient S e (R) et T e (R), il existe pour tout

feA(G) et .0 un Se(R) tel que []Sf-SflI</2 et IISTf-
STf ll e/2, d’o rsulte l[ TSf STf ll TSf TSf l[ + l] STf

Or, nous allons dmontrer la proposition suivante comme
annonc.

5) Cette topologie revient au mme que la topologie de convergence uniforme
dans A(G), lorsqu’on munit A(G) de la topologie de convergence simple.
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Proposition 2. 3(R)((R)) est un groupe topologique (compact) pour
la topologie dfinie par (3.1).

Ddmonstration. ttant donn un voisinage Oo-o(f, ) de
l’lment neutre So de $(R), on volt que o.o- Oo pour le voisinage
de So, o=.%(f,..., f; /6), off les a (j=l, 2,..., m) sont les
mmes que ceux mentionns dans la remarque ci-dessus, clans laquelle

est adopt4 comme-/6 ds present. En effet, quel que spit

T e o, il existe un a G tel que

t]) il T-f-Sfll < /6, donc II ST-f-S(S)flI < /6
pour tout S e a(R); Lemme 2 met ce ait en dvidence. D’autre part,
d’aprs la remarque ci-dessus il existe un a d’entre at, a,. tel
qu’on air

pour tout S e a(R). De ), il revient en particulier

) I[ f- T(S)f II < /6.

En combinat ), ), et q), pour tout S e on a
ST-f(e)-f(e) l<: ST-f(e)-S(S)f(e)] + S(S)f(e)-S(.;S)f(e)

T(S)f(e) i+l T(S)f(e)- f(e) < ,
d’ofi l’noncd. Nous montrerons finalement que, quel que spit S e (R),
il y a un voisinage o de So tel que oSoS-; pour cela, il
suffira de poser o.--oso(Sf,..., Sf,; /3), off f (j=l, 2,..., n)
sont les mmes que clans la dmonstration du Lemme 2 pour le cas
el6 au lieu de , c’est--dire inf 1[ f-f ]] < el6 pour tout a G. En
effet, quel que spit Te o:, il existe un S (R) tel qu’on air simul-
tanment II S-(TS)f-S-(TS)fll /6, II S-(Sf)-S-(Sf) II < /6,
d’oh S-(TSf)(e)- TSSf(e) II < S-(TSf)(e)-TSf(a) + TSSf(e)
-TSSsf(e)[ < /3 et ]f(e)-SS,f(e)[<]S-Sf(e)-S-Sf(e)[+ISf(a)
-Sf(a.)] < /3, ee qui montre ]S-(TSf) (e)-f(e)[ . D’ofi rbsulte
S-TS e o (f,

Conformdment la proposition prdcddente nous dtablissons
Th4orSme 2. 3(R) (A(G)) (R) (isomorphisme topologique); ainsi

(P(A(G)) est un groupe compact. Cela conduit aux deux th$ormes de
la dualit suivants.

a) Dualit aux opdrateurs. Un groupe max. p.p. G est appliqu
d’une munire isomorphe et continue sur un sous-groupe dense a(R) (ou
bien (R)a) du groupe compact (R) (ou resp. (R).). Si G est compact, on
a (R)G(R).

B) Dualit usuelle au sens de M. Tannaka. G est isomorphe par
continuit i un sous-groupe dense G du groupe compact (A(G)) et si
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G est compact, G G P(A(G)).)
4. Rappelons que pour un groupe topologique gnral G, il

existe toujours un groupe max. p.p. G tel que i) ses gnrateurs
algbrique coincident avec l’ensemble G, ii) G soit un sous-groupe
topologique de G, iii) le quotient G/H pour un sous-groupe distin-
gu H de G soit topologiquement isomorphe G; ces G et H
s’appelleront extension de Markoff et son noyau respectivement.
Quelquefois il se pourrait que G est un groupe libre topoloffique
au sens de MM. A. Markoff et P. Samuel. 7) Alors, d’aprs ce qu’on
a vu au n 3, il vient qu’en appliquant /) du thorme 2 G G

est isomorphe un groupe dense G de (A(G)); pour un groupe

distingu convenable H de G, notons par G le quotient G/H, on
a alors

(4.1) G G/H G G/H; G G,

oh les signes X- Y (ou X Y) et X-- Y (ou X-- Y) ddsignent

application iso-(ou homo-)morphe et application (bi-)continue de X
sur Y respectivement. Nous avons alors le

Thorme (thdorme de la co-dualitd). Un groupe topologique

G est isomorphe par continuit & un quotient G d’un sous-groupe dense

o du groupe compact (A(G)). Si G est max. p.p., G-G et si G
est compact, G (A(G)).

5. Les lments a G tels que f(a)=f(e) pour route f A(G)
forment un sous-groupe distingud Ho de G, pour lequel Go-G/Ho est
dvidemment max. p.p. et appliqud par continuitd sur un sous-groupe

dense o de (A(G)), c’est-h-dire

(5.1) G/Ho Go Go; G
__

Go.

present, nous rdsumons les rdsultats obtenus ci-dessus dans
le tableau suivant: (.) ddsignant l’adhrence de (.),

(A(G))-(G) (Go)-(A(Go))

G G Go

G,::ca_:_ -; G- .--; Go.
Conformment ce tableau, nous pouvons dtablir un autre

tableau pour ce qui concerne l’algbre des fonction;

6) Pour la dualitd de ce type, voir T. Tannaka: Principe de la dualitd (en japonais)
(1951) et W. Maak: Fastperiodische Funktionen (1951).

7) A. Markoff" C.R. URSS, 31 (1941). P. Samuel" Bull. A. M. S., 54 (1948).
Voir encore S. Matsushita: Jour. Osaka City Univ., 3 (1952).
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C(($(A(G))) C(V) D C((A(G))) C(Go) C((A(Go)))

A(G) A(G) A(Go),
oh X Y exprime que Y es un sous-algbre de X et C(.) dsiTne
l’espaee des fonetions edntinues bornes sur (.).

Remarque 1. Le produit dfini dans (A(G)) s’explique, pour
une representation uniaire irrduetible de dimension finie D(.)
=(D,(.)) de G, eomme suit"

(5.2)

ce qui n’est autre que celui par lequel M. Krein cut dfini une
structure multiplicative dans (P(A(G)).s) Toutefois, h ce qu’il me
semble, il est plus naturel d’introduire un produit dans (A(G))au
moyen du produit propre des opdrateurs, comme tudi dans le
present travail.

Remarque 2. Ainsi que dans (A(G)), on trouve une mesure
de Haar d, dfinie dans (9, qui est=(R) ou bien -(R), telle que

(5.3) (s),

off 3(S)
de A(G) sur C(() selon que A(() C((A(G))) C((); f--- (f)(S)
=,(S)--Sf(e). Comme (Sof)(S)-SSof(e)-)(f)(SSo) pour tout So e (,
on a

d’ofi il vient que ,u(Sof) --/. (f)" si l’on pose (f, g)-- #(g* f) pour f,
g A(G), ce produit scalaire (f, g) dfinit une structure hilbertienne
dans A(G) et tout S a ou e (R) engendre un oprateur unitaire;
en effet, (Sf, Sg)-((Sg)*Sf)--(S(g*f))-(g*f)-(f, g). Alors, l’ap-
plication a e G--S (ou bien S) est une representation unitaire
continue de G dans les oprateurs sur A(G) pour la topologie faible.)

8) M. Krein: C.R. URSS, 30 (1940).
9) En effet, la continuit4 de la repr4sentation a-,S r4sulte de celle d’application

pour la topologie (3.1) et du fait que la translation de ? sur , f, est continue

pour Lt-norme de L(().


