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133. Quelques Conditions pour la Normabilit$

d’un Espace Localement Convexe

Par Shouro KasHa
Universit de Kobe

(Comm. by K. KUUG, M.b.A., Oet. 12, 1956)

1. Introduction. Soient E et F deux espaces vectoriels locale-
ment convexes sur le corps des nombres rels. Nous dsignons par
f(E, F) l’espace vectoriel des applications linaires continues de E
dans F, et par 9(E, F) un sous-espace vectoriel quelconque de f(E, F)
contenant toutes les applications linaires continues de rang fini.
Rcemment, MM. A. Blair [1, J. H. Williamson
ont montr indpendamment que si l’application (u,v)-uv de
9(E, E) 9(E, E) dans 9(E, E) est continue pour la topologie de la
convergence uniforme sur un ensemble de parties bornes de E,
l’espace E est normable. Le but du n 2 de cette note est de donner
une gnralisation de cette proposition. D’autre part, dans une Note
antrieure 3, nous avons prouv que l’espace E est normable si
l’ensemble des lments inversibles d’une algbre 9(E, E) est ouvert
pour la topologie de la convergence uniforme sur un ensemble de parties
bornes de E. Concernant ce fait, nous donnerons dans le n3 quei-
ques rsultats sur des ensembles d’lments spcifiques de 9(E, F).

Dans la suite, nous considrons seulement les espaces vectoriels
sur le corps des nombres rels, et nous suivons, de faon gdnrale,

la terminologie des "Elements de M. N. Bourbaki. Soit A (resp. V)
une partie de E (resp. F); nous dsignons par W(A, V) l’ensemble
des ue_E(E, F) tels que l’on ait u(x)e V quel que soit xeA, et par

W(A, V) la trace de W(A, V) sur 9(E, F)" W(A, V)- W(A, V)9(E, F).
Lorsque (R) est un ensemble de parties bornes de E, nous dnotons par
9e(E,F) l’espace (E,F) muni de la topologie de la convergence
uniforme dans les parties A e(R). Nous crirons p. la jauge d’un
tonneau V, i.e. pT(x)-- inf

>O,xXV

2. La continuit$ de l’application (u, v)-->uov. Pour d6montrer
la Proposition 1 nous utilisons le lemme suivant qui a 6t6 prouv6
dans [2] (voir le Lemme 1).

LEMME. Soient E et F deux espaces localemen convexes sdpards,
un disque* born$ et fermd de E qui ne se rSduit pas O, et V un

Une partie d’un espace vectoriel est dire disque ou un disque si elle est con-
vexe et cercl4e.
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tonneau dans F. Soil aO un $l$ment quelconque de A, pour tout
yF satisfaisant p(y)<r(a)= inf , il existe une application

O,a,A

lindaire continue u e W(A, V) telle que u(a)-y.
PROPOSITION 1. Soient E, F et G trois espaces localement convexes

sdparSs. S’il existe deux disques born5s et fermds A, C dans E et un
disque born$ et ferm$ B dans F, le premier ne se rduisant pas O,
et de plus deux tonneaux V(G), U dans G et un tonneau N dans F
tels que W(A, V) W(B, U) W(C, N), le disque B absorbe le $onneau N.

0n est ramen aussitSt au cas oh VU. Montrons d’abord
que la partie B est absorbante. S’il n’tait pas ainsi, il existerait
un point beF tel que l’on air bk-B pour tout 0. Soil a0 un
point de A; prenons une forme linaire continue x’ sur E telle
que (a,x’}O et que (x,x’}<l pour tout xeC. Alors comme
on peut le voir facilement, l’application linaire continue

v" x (x, x’} b appartient (C, N) et transformerait a dans
pAb)

le complment de B. D’autre part, il existe un point c de G n’ap-
partenant pas V; comme v(a) est contenu dans la droite engendre
par b, en vertu du thorme de Hahn-Banach, on pourrait prendre

une forme lindaire continue y’ sur F telle que (p(c)-Pc-v (a), y’} > 1

et que ](y, y’}]<l pour tout y eB. Cela tant, l’application linaire

continue u’y (y, y’} c satisferait aux conditions" u e (B, U) et

uv(a)V, mais cela est absurde en vertu de l’hypothse de notre
proposition. Par consequent, B est absorbant.

Montrons maintenant que la partie C absorbe tout point de A.
On peut voir sans peine qu’il existe une application linaire continue

ue W(B, U) et un point bB tels que l’on ait u(b)V. 0r, supposons
qu’il existe un point a0 de A qui n’est pas absorb par C; on
pourrait prendre alors une forme linaire continue x’ sur E telle que

; p(b)’ x’}:-I et que ](x, x’}I< 1 pour tout xeC. Done, si l’on pose

bv x (x, x’}
p(b)

on aurait v(C) N et v(a)=b, d’o uov(a)eV;

ceci est galement en contradiction avec l’hypothse.
Cela tant, nous pouvons dfinir deux fonctions numriques (y)

et ’(x) sur F et sur l’espace vectoriel engendr par A respective-
ment, de telle faon que: (y)

OyB Ox

Considrons un point arbitraire a0 de A, et prenons un point
1 Alors pour tout hombre positif in-c de G tel que p(c)
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frieur / 1 l’ensemble N eat contenu dana B. En effet, s’ilpat)’
existait un point ye/N tel que y-B, on aurait ry)>1, et par suite

( y rrt a
J"rr(’/l; comme ..,(a-]--X, en vertu du lemme susmen-

ionn, on pourrait trouver une application linaire v WC, N) telle
a )_ y De mme, d’aprs le lemme, il existerait une

application linaire ue (B, U) telle que u()c, puisque

,( (Y)Y }--l>p(c); donc on en conclurait que

contrairement l’hypothse de la proposition.
COROLLAIRE 1. Dana la Proposition 1, si le tonneau N eat un

oisinage de O, l’espace F eat normable.
I1 en rsulte aussit6t le
COROLLAIRE 2. Soit (reap. ) un ensemble de parties bornSes

de E (reap. F). Pour que l’espace F soit normable il sut que l’ap-
plication (u, v) uv de 9(F, G) 9(E, F) dana (E, G) soit continue.
Si eat l’ensele de toutes lea parties bornes de F, la condition eat
aussi nScessaire.

Le corollaire suivant eat ce qui a t montr par M. J. H.
Williamson dana le travail [4.

COROLLAIRE 3. Soit un ensemble de parties bornSes de E. Si
l’application (u, x) u(x) de 9(E, F) E dana F eat continue, l’espace
E eat normable.

Considrons en effet lea duals faibles E’ de E et F’ de F.
Comme xu-u(x), l’hypothse signifie que, pour tout voisinage disqu
et ferm V de 0 dana F, il existe un disque born ferm Ae et
deux voisinages disqus et ferms U et N de 0 dana E et dana F
respectivement tels que U W’(N, A) V, off W’(N, A) eat la
trace de W(N,A) sur l’espace ’(F’, E’) des transposes u’ de
u e9(E, F); il suffit donc d’appliquer la Proposition 1.. Deux conditions susantes

PROPOSITION 2. Soient E et F deux espaces localement convexes
sSpars. S’il existe une application u eg(E, F), un disque born et

ferm5 A de E et un voisinage disqu V de 0 dana F tels que toute

application du type u +w, we W(A, V), eat une application biunivoque

de E dana F, l’espaces E et U(E sont normable.
En effet, l’application u tant continue, on peat prendre un

voisinage disqu U de 0 dana E qui eat contenu dana l’image rci-
proque de V par u. Pour montrer que l’espace E eat normable, il
suffit de prouver que U eat contenu dana la partie borne A. Sup-



No. 8] Quelques Conditions pour la Normabilit d’un Espace Localement Cnvexe 577

posons qu’il existe un point a U n’appartenant pas B; alors en
vertu du thorme de Hahn-Banach, il existerait une forme linaire
continue x’ sur E telle que (a, x’}-- 1 et que i(x, x’} i< 1 pour tout
xB. Doric l’application linaire continue w" x->(x,x’}u(a) trans-

formerait A en V, et par suite appartiendrait W(A, V). I1 s’ensuit
de l’hypothse de la proposition que l’application u + w serait biunivoque,
mais cela est absurde puisque (u+w)(a)-O et a0.

Or, nous allons dmontrer que le sous-espace u(E)de F est nor-

mable. Soit (u(Ej, F) le sous-espace vectoriel de l’espace (t(Ei, F)
engendr par routes les applications linaires continues de rang fini

et l’application identique e de u(E) sur lui-mme. On peut voir facile-
merit que l’application compose you appartient ’ (E, F) pour tout

ve(u(E), F). En consequence, pour tout ve W(u(A), V), you est un

lment de W(A, V), done par l’hypothse l’application (e +V)oU-U +you
est biunivoque, et par suite e +v l’est aussi. Le fair que U(E) est
normable rsulte donc de la premiere partie de la proposition, puisqtie

u(A) est un disque born. et ferm de u(E).
COROLLAIRE l. Dans la Proposition 2, si u est une application

de E sur F, l’espace F est aussi normable.
COROLLAIRE 2. Soit (R) un ensemble de parties bornes de E. Si,

dans (E, F), l’ensemble des applications inversibles gauche est ouvert,
E et u(E) sont normable, ot u est une application quelconque de (E, F)
inversible gauche.

PROPOSITION 3. Soient E et F deux espaces localement convexes
s$par$s. S’il vxiste une application u e 3(E, F) un disque born et ferm
A de E et un voisinage disqu$ V de 0 dans F tels que route application

.du type u + w, we W(A, V), est une application de E sur F, l’espaces F
et E/u-(O) sont normable.

I1 est clair que u(A) est un disque born et ferm de F. Mon-
trons que le voisinage V est contenu dans u(A). Supposons pour
cela le contraire, c’est--dire qu’il existe un point ae V n’appartenant
pas u(A); alors on pourrait trouver une forme linaire continue x’
sur F telle que (a, x’}-- 1 et que (x, x’} !< 1 pour tout x eu(A).
Posons v" x-> (x, x’}a; on voit aisment que v(a)--a et v(u(A)) V,
et par suite U+VoU serait une application linaire continue de E sur
F. Soit e l’application identique de F sur lui-mme; en vertu de la
relation U+VoU--(e+v)ou, on peut conclure que e+v serait aussi une
application linaire continue de F sur lui-mme. I1 existerait donc
un point beF pour lequel b+v(b)-a; comme v(b)-(b, x’}a, si l’on pose

-(b,x’}, on aurait b-(1-)a, d’ob. a-Oeu(A), ce qui est absurde.
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Ainsi l’espace F est normable.
Soient cp l’application canonique de E sur E/u-(O) et ’ l’appli-

cation de E/u-(O) dans F dduite de u. Or, pour voir que l’espace
quotient E/u-(O) est normable, consid6rons le sous-espace vectoriel
(E,E/u-(O)) de l’espace .I(E,E/u-(O)) engendr par toutes les
applications linaires continues de rang fini et l’application cp; il
est clair que l’application oV est un lment de 9(E, F) pour tout
v e9(E, E/u-(O)). Soit U un voisinage disqu de 0 dans E/u-(O) tel
que ’h(U) V; pour tout v e W(A, U), toV dtant une application ap-

partenant W(A, V), to(o+v)--u / toV est une application de E sur
F. I1 en rsulte donc que cp+v est une application linaire continue
de E sur E/u-l(O), puisque l’application est biunivoque. Par con-
squeat, il suffit d’appliquer la premiere partie de la proposition.

COROLLAIRE 1. Dans la Proposition 3, si u est biunivoque, l’espace
E est aussi normable.

COROLLAIRE 2. Soit (R) un ensemble de parties born$es de E. Si,
dans e(E, F), l’ensemble des applications inversibles droite est ouvert,
F et E/u-l(O) sont normable, ot u est une application quelconque de
9(E, F) inversible droite.
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