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156. L’Intégrale de Denjoy et I'Intégration
au Moyen des Espaces Rangés. 1

Par Shizu NAKANISHI
(Comm. by K. KuNuGI, M.J.A., Nov. 12, 1956)

En utilisant la méthode des espaces rangés, Prof. K. Kunugi a
élargi la notion de l'intégrale dans la Note “ Application de la méthode
des espaces rangés & la théorie de l'intégration. I”.’ Le but de ces
Notes est de montrer que l'intégrale au sens de Denjoy (Denjoy-
Perron) peut étre considérée d’au point de vue de cette notion.

Dans cette Note, nous allons surtout montrer que, pour qu’une
fonction f(x) soit intégrable au sens de Denjoy, il faut et il suffit
qu’il existe, dans I'espace rangé ¢,* une suite fondamentale u={u,},
U, =0,(f,) (n=0,1,2,--.), jouissant de la propriété P’ (qu’on donne plus
bas) et telle qu’on ait lim f,(x)=f(x) presque partout dans l'intervalle
[a’ b]. nr>oo

Nous nous conformons, sauf indication contraire, & la notation et
a la terminologie de la Note de Prof. K. Kunugi.

Définition 1. Nous dirons qu’une suite fondamentale u={u,},
Uy =V(F,, vy; fo) =0,1,2,-..), jouit de la propriété P’ si elle satis-
fait aux conditions suivantes a) et B):

a) On peut poser, pour tout » (n=0,1,2,.-+),

Sne1(®) = f,(2) + 0, (%) + 1,(),
ol p,(x), r,(x) sont des fonctions en escalier satisfaisant, outre qu’elles
satisfont aux conditions [1], [2] et [8],” aux conditions suivantes:

al) Ona ‘f_.‘f | (@) |da <2741 (n=0,1,2,--).
m=0

CFp41®

a.2) Pour tout systéme élémentaire® d’intervalles I, (1=1,2,--:, 4,)
tel que I, F,==0 pour tout ¢, on a

f'r,,(x)dxl <2 (n=0,1,2,---).

I;

7120

i=1

1) K. Kunugi: Application de la méthode des espaces rangés a la théorie de
lintégration. I, Proc. Japan Acad., 32, 215-220 (1956).

2) Voir K. Kunugi: Loec. cit.

3) Elles désignent les conditions [1], [2] et [3] qui sont données dans la Note de
K. Kunugi: Loc. cit., c-d-d. [1] 74(x) s’annule pour tout x appartenant & F,. [2]

b )
Ona J |pa@)lds<2-vn (3] Onal f rua)des|<2-n.
a a
4) Pour un ensemble de points quelconque M, CM désigne le complément de M
pour Yintervalle [a, b].

5) On dit qu'un systéme d’intervalles est élémentaire, lorsqu’il est composé d’un
nombre fini d’intervalles n’empiétant pas les uns sur les autres.
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«3) Ona zf | (@) | do< 277+ (0=0,1,2,- ).

CFp+1

B) OnaF,CF,, (n=0,1,2,---) et GOFnz[a, b].

Puisqu’on a, pour toute suite fondamentale, f,,=f:..1, on peut
prendre pour p,.(x) et 7,(x) la fonction 0. Done, nous convenons
dorénavant que p,,(x)=7,,(x)=0 pour tout n.

Lemme 1. Pour toute suite fondamentale u={u,}, u,= V(F,, v,;
f) (n=0,1,2,--+), nous avons presque partout dans Uintervalle [a, b]

lim f,(®)=f(2)+ i () + i r.(x), o p,(x), r.(x) sont des fonctions
m- oo n=0 n=0

en escalier satisfaisant aux conditions [1], [2] et [3].
Démonstration. Puisqu’on a mes (F,—F,,,)=0 pour tout n® et
qu’'on a lim (mes ([a,b]—F,))=0, il y a, pour presque tout ze¢[a,d],
n>0o0

un nombre naturel n,(x) tel qu'on ait xzeF, pour tout n>mn.,x) et
ensuite qu’on ait d’aprés la condition [1], 7, (2)=0 pour tout n >mn(x).

noCE)

Nous avons done, pour tout m>mny(x), f,.(2)=r,(%)+ Z 0,.(%)+ Z'rn(x)

De plus, on a déja su que f,(x) tend vers une fonctlon presque
partout.” On verra donc le résultat voulu.

Théoréme 1. Toute suite fondamentale qui jowit de la propriété
P u={u,}, u,=V(F, v,; f,) n=0,1,2,--.), permet de définir le
nombre I[u]® comme une limite d'une suite des intégrales lebes-

gutennes: I u|=Ilim f f@)ydz, f(x)=lim f,(x).
Fin
Démonstration. Soit ¢ un nombre positif quelconque. Puisque
b
Ifu]=lim f fo.(x)dz, i1 y a un nombre naturel »'(¢) tel que

\I[u]—fbfn(w)dw{ <§, pour tout n>n'(e). (1)

Puisque hm f fo(@)de= f f(®)dx pour tout F,,” il y a un nombre
naturel n’ (m, ) tel que
\ f F(@)do— j f(ao)dx‘< pour tout n>n"(m,s).  (2)

Soit %, un nombre naturel tel que n,>max (n'(¢), n''(m, ), m). Soient
p(x), r(x) (¢=0,1,2,-..) des fonctions en escalier satisfaisant a

f )z f fno(w)dwl<! f fo(w)dx'

la condition «). On a alors,

6) Voir K. Kunugx: Loc. cit.
7) Voir K. Kunugi: Loec. cit.
8) Voir K. Kunugi: Loc. cit.
9) Voir K. Kunugi: Loec. cit.
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t 3

[wo)ia+S]| [ roxa/< maxl fo)|-mesCF+ 3 [ Ino)|do

CFm CFm

ny--1 m—1 np—1
+ > f | p() | de+ ) f | r(x) | de+ >3 f m(x)dw.. D’aprés la condi-
i=m =0 T=m

CFm CF CFyy

m—1
tion a.l), on a > f | p(%)|de <27, D’apres la condition [2], on a
=0

CFm

ng-1 ng—1
ﬁ lpz(w)ldac<’i2“’i<2'”w2{ D’aprés la condition «.3), on a

CFp,

mi,‘l f | ri(x) | de < 2¥m, Désignons par J, (k=1,2,---) la suite des
=0

CFp
intervalles contenus dans [a,b] contigus & l’ensemble fermé F,,.
Puisqu’alors F,(J, 0 (k=1,2,--:) pour tout 2=>m, on a d’apres la

condition «.2), il f 'ri(x)dmlSZ‘W et ensuite on a \ f rt(w)dw‘éz““.
k=1
I CFyy

On a donc \ f bfno(w)dx—— f fno(x)dxl < max | fy(x)|-mes (CF,) + 27"» +

2-Om-D 4 9-¥m 4 2-m-2  Conséquemment, il y a un nombre naturel m(e)
tel qu’on ait pour tout m =m(e),

S e [ fman < £ (3)

Selon (1), (2) et (8), on voit que lI [u]— f f(x)dx\ <& pour tout
m = me). n

Lemme 2. Soit u={u,}, u,=V(F,, v,; fo) (®=0,1,2,- ), une suite
fondamentale qui jowit de la propriété P’. Posoms lim f,(x)=f(x).

Alors, quel que soit le systéme élémentaire d’intervalles k, (1=1,2,- + «, 1,),
la condition «, N F,x0 t=1,2,---,1,) entraine

S|y . f@dx

(Fm+1—Fmd ﬂi Ul"i

< max | fi(%) | -mes (CF,) 42" %%,

m=n

Démonstration. Soient » un nombre naturel queleconque et
k, (1=1,2,--+,7,) un systéme élémentaire d’intervalles quelconque tel
que «,(1F,=0 pour tout 4. Soit m un nombre naturel tel que m=>n.

Selon le Lemme 1, on a ! f f(x)dx‘sj‘ f Solx)da

(Fm+1=Fmd 0 U kg (Fm+1-Fm0 li“ci
%

f pj(x)dw]+§o f rj(x)dxg.

Fp+1-Fpd 0 Lz““ Fp+1-Fm) 0 l%'lcz

+35

=0
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De plus on a %f fo(x)dwiSmaxlfo(w)Lmes {(Fpo—F)NUwd,

Fm+1-Fmd 0 Uty

et on a d’aprés les conditions a.l) et [2], i‘ f pj(w)daci
J=0 |

Fpe1-Fpd 0 U kg
i

=5/ |pe)ldo + 33 [ 2/@dz=3 [ |p@)]de

Fme1=Fm 0 Uk Fmt1=Fmd 0 Uk CFp
=) b o
+Ef | p,(2) |da < 27¥m 4 ;2“‘132‘”"‘4—2‘(”""2).
J=m =m
a
Puisque, pour tout j>m,r,(x)=0 si xcF,,,, on a

ﬁg rj(w)dx] =".§ f rj(w>dw]+| f ’l‘m(x)dao{ )

J=0
Fpp1-Fp 0 tgn, Fpye1-Fpd 0 LLJ K; Fp41-Fpd N Lg K;

D’aprés la condition «.8), on a m%l f rj(w)dxksg f |7 ()| de

Fma1-Fpd0 UK CFy,
K2

<27 et on a f | 7, () | da <27 Vme1,

CFp+1
Soit J, (k=1,2,- - -)la suite des intervalles contenus dans 'ensemble Uk
contigus a 'ensemble fermé F,, ﬂ(U"i)- Puisque «,[) F,==0 pour tout 1,

et que la suite {F',} est monotone croissante, on a «,( F,, =0 pour tout
i. Par suite, J, N F, =0 pour tout k. D’aprés la condition «.3), il en

résulte que i}‘ [ rm(w)daciszwm . Done, puisqu’on a (F',,,,— F,)U«x,=
k=1l 2
Ig

Cs

k

[l

1J,c—(LiJ/ci—Fm“), on voit que ‘ f rm(x)dw}gg! f rm(x)dx{

Fp+1-Fop N U K; T
1

—I—f |7 ()| de<2¥m 427 Vme1 L 27D,
CFm+1
Conséquemment, on a pour tout m=>n, ! f I (m)dx§
CFpe1-Fp 0 Lilkz

< max | fo(%) |-mes {(F,,,;—F,) 1 Ur,} +2"m"®, 1l s’ensuit qu'on a le
résultat voulu.

Nous avons aussitot du Lemme 2 le

Théoréme 2. Soit u={u,}, u,=V(F,, v,; f,) n=0,1,2,--+), une
suite fondamentale qui jouit de la propriété P'. Posons lim f,(x)=f(x).
Alors, pour tout intervalle « contenu dans [a,b], il y a toujours la
limite de la suite des intégrales f Sf@)dx : lim f f(x)dx.

KO Fy K0 Fi
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Théoreme 3. Soit u={u,}, u,=V(F,, v,; f.) (r=0,1,2,---), une
suite fondamentale qui jouit de la propriété P'. Posons lim f,(x)= f(x).

Alors, la fonction f(x) est imtégrable au sens de Denjoy et on a

ITu]=(D) [ " f(@)da.

Démonstration. En vertu du Théoréme 2, nous pouvons poser
I{«x, u]_llm f f(x)dx pour tout intervalle « contenu [a,b]. Alors,

N Fm
on voit auss1tot que la fonction d’intervalle I[x,u] est fini-additive.
Posons a,=max | f(x) |- mes(CF,)+2 =% . Alors, {a,} est une

suite des nombres telle que a,} 0. Soit ¢, une suite des nombres
quelconque telle que ¢, | 0. Soit {a,;} une suite partielle de {a,} telle
que a,,<¢; pour tout j. Alors, la suite partielle {F, B de {F,} posséde
les propriétés suivantes: 1) Elle est une sulte non-décroissante
d’ensembles fermés de total [a,b]. 2) f(x) est sommable sur tout F, .
3) Pour un systéme élémentaire d’intervalles quelconque k, 1=1,2,---,
i), si «, (1 F,,#0 pour tout ¢, on a }ﬁff% w]— Z F@)de <e,.

li=1
kiNFp

D’aprés la condition B), on a 1). Par la Note de Prof. K. Kunugi,
on a déja su la Proposition 2). Pour 3), on a

[ f@yds|
"tnFnj
=H f f@de+ f(x)dw}—- f f(x)dm}
lzgn;nrnj "= nj "z’\(rm+l Fp lilnmi’nj
= ‘ f f(x)dx‘.
" Ukt 0 Pt = P
On a done, en vertu du Lemme 3, Z‘I (ks u]— E f(x)dax

l‘tﬂF”j

< max | fo(x) |-mes(CF,,j)+ 27 ny=® =a, <¢;.
Conséquemment, f(x) est intégrable au sens de Denjoy et on a

b
I[[a,b],u]=(D) f f(x)dx.'” Puisque, selon le Théoréme 1, I{u]=1im

m-—>00

f F@)dw=1I[[a,b),u), il résulte que I[u]=(D) f F@)d.

" Théoréme 4. Soit f(x) une fonction mtegmble au sens de Denjoy.
Alors, il y a une suite fondamentale jouissant de la propriété P’
u={u,}, u,=2,(f) (n=0,1,2,- ), telle gu’on ait lim f,(x)= f(x) presque

16) Voir S. VEnomotO: Sur une totalisation dans les espaces de plusieurs dimensions
I, Théoréme 5, Osaka Math. J., 7, 69-102 (1955).
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b
partout dans Uintervalle [a,b] et quw'on ait I[u]=(D) / f(@)dx.

Démonstration. Puisque la fonction f(x) est intégrable au sens
de Denjoy, il y a une suite non-décroissante d’ensembles fermés F,
(n=0,1,2,--+) possédant les propriétés suivantes:'V
1) Ona JF,=[a,b] et F,=0.
n=0
2) f(x) est sommable sur tout F,.
3) Pour un systéme élémentaire d’intervalles quelconque I, (i—l 2,-

%), si I, F,%=0 pour tout 7, on a E‘(D) f Sf(@)dx — f f(x)dwi < Q@i

I; 0 Fy
Posons  s(x)=Cp (2)'®- f(x) et tn(w) Cr,-r, (@) f(x) pour tout
n=1,2,--- . Alors, on a, pour la fonction s\ac), une suite des fonc-

tions en escalier s,(x) (7=0,1,2,---) telle qu’on ait presque partout
b

lim s,(x)=s(x) et qu'on ait f | s(x)—s,(x) | de < 2% pour tout j.

jroo

a
Comme F, ;, est un ensemble fermé, on a, pour toute fonction t,(x),
une suite des fonctions en escalier t}(x) (j=1,2,---), qui s’annule pour
tout « appartenant & F,_; et telle qu'on ait presque partout lim £(x)
Jroo

b
=t,(x) et qu’on ait f | £ () —t}(z) | da < 2-"*%+% pour tout j.
b

Mais, nous pouvons voir de plus que 'on peut choisir, en utilisant
la méthode d’induction, une suite non-décroissante d’ensembles fermés
F, (n=0,1,2,---) qui jouit, outre qu’elle jouit des propriétés 1), 2)
et 3) ci-dessus, des propriétés suivantes:

1
4) Pour n=0, on a _Eflsj(x) |dxz <274 et on a pour tout n=1,2,- ..,

CFy

S ls@la+ 5 [ 1@ o<,

CFp4q CFp41
5) On a mes(CF,) <2-“** (n=0,1,2,---).

Posons maintenant, Fii=Fy*, = F, et v,=n pour tout n=0,1,2,-
Posons f(2)=f1(®)=s,(®) et f;.(€)=Fo, (®)=1 2n—1(x)+p2n—1(x)+7'2n-1(x)
pour tout n=1,2,--+, ot Py(¥)=8,()—8)(%), Pau.1()=(8,.1(¥)—s,(2))+
> (@) —ti(x)) pour tout n=1,2,--+ et 7y, ,(®)=ti}x) pour tout
m=1
n=0,1,2,--- . Alors, on voit que u={u,}, u,=V(F} v,; f.) (n=
0,1,2,---), est une suite des voisinages qui jouit des propriétés

voulues dans ce théoréme. Cette démonstration sera donnée dans la
note prochaine.

li) Voir S. Enomoto: Loc c1t Theoremel

12) Pour un ensemble des points quelconque M, Ca(x) désigne la fonction carac-
téristique de 1’ensemble M.



