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168. Sur les Groupes Factorisables par Deux 2,Groupes
Cycliques. I

(Cas o leur groupe des commutateurs est cyclique)

Par Noboru IT5 et Akiko 6HA
(Comm. by K. SHOD, ..., Dee. 13, 1956)

1. On dit qu’un groupe G est << factorisable >> par deux sous-
groupes A et B, si tout 616ment g de G peut se mettre sous la forme
g--ab avec a de A et b de B. Nous avons ainsi un groupe factori-
sable sous la forme G-AB--BA. Parmi les r6sultats r6cemment
publi6s sur ce sujet, les th6ormes suivants sont n6cessaires pour
l’6tude qui va suivre: soit G un groupe factorisable par deux sous-
groupes arbitraires A, B et soit (A, B) le sous-groupe engendrd par
tousles commutateurs (a, b)--aba- b- avec a de A et b de B. AlorS
(A, B) est toujours un sous-groupe distingu de G [4]; si G est un
groupe factorisable par deux sous-groupes abliens, le groupe des com-
mutateurs G’ de G est ab$lien [2, 4. En particulier, le cas oh G
est un groupe factorisable par deux p-groupes cycliques, a t tudi
par B. Huppert [1" on a d(G’)-I pour p2 et d(G’)

_
2 pour p-2,

o d(G’) d$signe le nombre des g$nrateurs indSpendants de G’; et de
plus, pour p-2, lorsque A-,B= 1 G’ ne peut tre un groupe ablien
du type (2r, 2r), oh est un entier positif [3. Or, nous allons dter-
miner la structure du groupe factorisable par deux 2-groupes cycliques.

2. Nous considrons d’abord la structure d’un groupe factori-
sable par deux 2-groupes cycliques dont le groupe des commutateurs
G’ est cyclique.

Thorme 1. Soit Gun p-groupe, ot p2. Si son groupe des
commutateurs G’ est cyclique et s’il existe un sous-groupe cyclique N
tel que NG’, on peut trouver un sous-groupe cyclique L tel que l’on
ait LN et L(P(G), oit (P(G) est le groupe de Frattini de G.

En effet, comme GIG’ est ablien on peut trouver un groupe
quotient cyclique L/G’ tel que L/G’(P(G/G’), off L/G’ N/G’. Et de
plus, on a (G/G’)-P(G)G’/G’-(G)/G’, car G est un p-groupe. D’oh
il existe un sous-groupe L tel que LN, L(G) et que L/G’ est
cyclique.

Ensuite, montrons que ce sous-groupe Lest cyclique. Dsignons

par H le groupe quotient par G’ d’un sous-groupe H contenant G’.
Soient N, G’, L engendrs par n, c, respectivement. Soit l’indice

(/," N--) l’indice (L" N)--p avec un entier m :> 0. On a alors ’=r
avec un certain entier % off est la classe laquelle n appartient.
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On peut voir aisment que (% p)--l, c’est--dire que 7--Sp-q off
p>q>0. Ds que =, on a l=nc off est un reprsentant
du gn6rateur 1 et a est un certain entier. Comme c appartient
N, il existe un entier tel que c-n. On a alors l’-nrc-n+qn
=n+vE+q. Donc, il s’en suit que {lv}--{n-’+v+q}-{n}-N. Cela
signifie que a l’ordre piNI off NI dsigne l’ordre de N, c’est--dire
que L est un groupe cyclique engendr6 par l, c.q.f.d.

Th6orme 2. Soit Gun groupe factorisable par deux 2-groupes
cycliques A, B. Si son groupe des commutateurs G’ est cyclique et s’il
existe un sous-groupe cyclique N tel que NG’, il existe alors un
sous-groupe cyclique L tel que LG’ et que le groupe quotient G/L
est cyclique.

En effet, d’aprs le Th4orme 1, il existe un sous-groupe cyclique
L tel que LN et L(G). D’autre part, il est bien connu que
G/(G) est un groupe ab61ien du type (2, 2), ou un groupe cyclique
d’ordre 2. Mais dans le dernier cas, G est cyclique. Ainsi GriP(G) a
deux g6n6rateurs indpendants. Puisque le g6ndrateur 1 de L n’ap-
partient pas (P(G), on peut choisir l, h comme repr6sentants de deux
gnrateurs de G/(G)" (G), h (P(G), G- {l, h, (G) {1, h}. D’ofi
on conclut qu’il existe un sous-groupe cyclique {l}--L tel que LG’
et que G]L est cyclique, c.q.f.d.

Thorme 3. Soit G un groupe factorisable par deux 2-groupes
cycliques A, B. Si son groupe des commutateurs G’ est cyclique et s’il
n’existe pas de sous-groupe cyclique N tel que NG’, le groupe quo-
tient GIG’ est alors un groupe abdlien du type (2r, 2). Et de plus, G peut
$tre construit modulo (G’) par les relations a2 b2-- c-1, (a, b)-- c.

On peut supposer que G’I. Car, si G est ablien il existe
toujours un sous-groupe cyclique N tel que N1-G’, et alors G ne
satisfait pas la condition du thorme.

a) Cas off l’ordre G’ I-2.
Soient a, b, c les gdnrateurs de A, B, G’ respectivement et soient

2, 2 les ordres de a, b respectivement. Sans restreindre la gnralit
nous pouvons supposer que fl. Comme G’ est un sous-groupe
distingu de G d’ordre 2, G’ est contenu dans le centre de G. Dans
ce cas, on ales relations bien connues: (a, b)--(a, b) 1. Cela signifie
que le sous-groupe fa}[b} est contenu dans le centre Z de G. Si

Z [a}fb}, le groupe G serait ablien. Donc on a Z--[a}[b2}.
Comme le gnrateur c de G’ appartient au centre Z, c peut tre
reprsent par une forme c-a2b2 avec certains entiers positifs l, m.
En effet, si 2/0 (2) ou 2m----0 (2), G’ serait contenu dans B ou dans
A. On a

c- 1 a b4m,
a’-b-4_l=---b (AB).
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Soient 2-, 2- les ordres de a, b modulo AB respectivement.
Lorsque AB--1, il est clair que l’on peut mettre t--0. Et de plus,
on peut supposer que --t :> 1. Car, si B--t-- 1, on a b AB A,
A a l’indice 2 dans G et alors A serait un sous-groupe distingu6 de
G. Comme G’ est contenu dans. A, G ne satisfait pas la condition
du th6orme. On peut d6duire des relations abl (AB) le fait
que 4/0 (2-), 4m0 (2-t), c’est--dire que 21-h2--, 2m-k2-t-

avec certains entiers positifs h, k. Si au moins un de ces entiers h,
k est pair, par exemple, h--2n, on a

c=a b-a-- b2-t-

a2a b-
b-- (AB),

c’est--dire G’ B, contrairement l’hypothse du thorme. Donc,
h, k sont ncessairement impairs: h--2h’+l, k-2k’l. On a alors

c a b

a(2h 1)2 b(2, + 1)2

-t-1 t-1
:ae b- a2a-ta,

-t-1 t-1
:a2a b2- a2a-t’ pour un certain entier n.

a --[(a-b)a-+} ’-e offPour a>fl, on a c--(a-’b)’-- - -,
1 >0. Ainsi il existe un sous-groupe cyclique N= [(a-b)a-’+ n}

tel que NG’. Pour a-t- 1 fl-t- 1 2, on a (ab)
, .t-

-a b-- On en dduit que--(b, a)t--’ (’---)a’-- b-- --
a [(ab)a} Comme 2-e- 4, il existe un sous-c:(ab)-- -tn

groupe cyclique N= [(ab)a} tel que NG’. Donc, il nous reste
considrer le cas off a-t-l--t--l-1. Dans ce cas on a c--

abaa-t. Cela signifie que b appartient A modulo G’ et alors que

A est un sous-groupe ayant l’indice 2 modulo G’ dans G. Lorsque
GIG’ est cyclique, G est ablien. D’oh on conclut donc que GIG’ est
un groupe ablien du type (2r, 2).

b) Cas oh l’ordre ]G’>2.
Soit g un gnrateur de G’ et soit G0 le sous-groupe cyclique

engendr par l’ldment g. I1 est clair que G0 est un sous-groupe
distingu de G. On a (G/Go)’-G’Go/Go=G’/Go. Donc (G/Go)’ a l’ordre 2.
S’il existe un groupe cyclique L/Go tel que L/Go(G/Go)’, on aurait
l} Go/Go G’/Go et alors G0 G’, oh est un reprsentant du gnra-

teur de L/Go. Donc on aurait [l} G’, ce qui est contraire l’hypo-
thse du thorme. D’oh on rsulte qu’il n’existe pas de groupe
quotient L/Go tel que L/Go(G/Go)’. D’aprs le cas dmontr a),
G/Go/(G/Go)’ est un groupe ablien du type (2r, 2). L’isomorphisme
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G/Go//(GIGo)’=G/Go/G’IGo G/G’ nous donne que (7/(7’ est aussi un
groupe ablien du type (2r, 2).

c) Construction d’un groupe G modulo (G’)2.
Supposons que l’on peut construire G modulo (G’) dans le cas oh

l’ordre G’l-2. Dans le cas o l’ordre G’I:>2, comme l’ordre
(GIGo)’! 2, on peut construire G/Go modulo [(G/Go)’} (G’/Go).
D’aprs que GIGo//(G’IGo)G/(G’) on peut construire G modulo (G’).
Donc, il est suffisant de montrer que l’on peut construire G modulo
(G’) dans le cas o5 l’ordre

Soit G/G’ un groupe quotient ablien du type (2r, 2). Soient a, b

deux reprsentants des gnrateurs de G/G"areG’, beG’. Si ar-c
ou b2--c, o c est un gnrateur de G’, on aurait alors [a} [c} ou
[b} [c}, ce qui est contraire l’hypothse du thorme. Donc on a

a--l, b2-1. En consequence on a G=[a}[b}[c}-[a}[b} selon les
relations ar b2- c- 1, c- (a, b), c.q.f.d.

3. a) On peut dmontrer directement le Thorme 2 sans utiliser
le Thorme 1. Car, GIG’ est produit direct de deux groupes quotients
cycliques. Soient f, g deux reprsentants des gnrateurs de G/G’:
fG’, gG’, GIG’-{]} [}. Alors il nous reste examiner dans
les quatres cas: f2r--c, g--c; fr--c, g--l; f--l, g=c; f2r--1,
g6--1. Darts les trois premiers cas, le thorme est videmment
tabli. Dans le dernier cas on peut voir par les calculs lmentaires
le fair qu’il n’existe pas de sous-groupe cyclique N tel que NG’,
except le cas oh /-;-1. Mais pour /--1, la structure du groupe
est bien connue et ainsi le thorme est vrai.

b) Comme on a le cas trivial pour a-1 ou /-1, on peut sup-
poser que a :> 1 et :> 1. Dans le cas off AB=1 et l’ordre G’ 2,
on peut choisir le sous-groupe L du Thorme 2 tel que L--[a-b}
pour a:>/ ou a=/ :>2, et il n’existe pas de sous-groupe cyclique
contenant proprement G’ pour a=/=2. En effet, par dmonstration

du Thorme 3 on peut voir facilement que G- [a} [b} [a- b} [a}
et [a- b} . G’, except dans le cas oh a=/=2. La structure du
groupe G est trs simple dans le cas off l’ordre ]G’[=2 et a=fl-2.

c) Lorsque b appartient au centre de G, G’ est un sous-groupe
cyclique engendr par le commutateur (a, b) et l’ordre de G’ est dgal
au hombre minimal n pour que a appartient au centre de G. En
effet, pour le groupe G= {a}{b}- {a}{b} {b} on a G’--({a}{b})’
([a}[b2}, [b})--([a}, {b2})([a}[b}, {b})--([a}[b}, [b})_[a}[b}
D’autre part G’ est engendr par tous les commutateurs (a,b)o
0<i 2, car on a (a, b’) 1, (a, b2 ) (a, b)b(a, b2)b- (a, b).
Comme il existe deux entiers l, m tels que (a,b)--aba-b---ab2, on
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a (a, b)--aba-b-=a-.aba-b-.ba-/b-=a-.ab.ba-/b-=ab
a-ba-/ b- . Donc on a des relations (a, b)-- (a, b)(a-, b) et alors
on a (a, b)--(a, b). On en conclut que G’ est engendr par un seul
lment (a, b). Pour (a, bye= 1 on a (a, b)= 1, c’est--dire que a
appartient au centre de G.
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