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165. Sur un Thorme de M. Kishi

Par Makoto 0HTSUKA
Institut de Mathmaticlues, Universitd de Nagoya
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Dec. 13, 1956)

1. Soit t9 un espace localement compact, et soit (P, Q)>- o
une fonction numrique continue (+ n’tant admis au plus que sur
l’ensemble diagonal) dans t9 tg. Pour le noyau et pour une mesure
positive finie support compact, on dfinit le potentiel (droit) U(P)
par

(P, Q)d (Q);

une mesure sera toujours positive finie et support compact dans ce
memolre.

Nous dirons que le principe du maximum de Ugaheri gn$ralis$
au sens de Kishi est satisfait lorsque, pour tout ensemble compact
Ktg, il existe une constante c :>0 ne dpendant que de tg, et K
telle que

U(P) c sup U(Q)
QK

partout dans 9 pour route porte par K.
Kishi [1 a marqu avec (.) la condition suivante:
Si un potentiel U(P) est born suprieurement sur le support

de , il l’est partout dans
Dans le present mmoire nous appellerons cette condition le principe
de limitation sup$rieure.

L’autre principe dont nous aurons besoin est le principe de conti-
nuit qui nonce que tout potentiel U(P)est continu et fini dans
tout l’espace si la restriction de U(P) au support de est continue
et finie.

Avec certaines conditions additionnelles sur 0, Kishi [1 a
tabli dans son thorme le suivant:

Si la capacit intrieure de tout ensemble ouvert non vide est
positive, la conjonction du principe d’nergie, du principe de limita-
tion suprieure et du principe de continuit entrane le principe du
maximum de Ugaheri gnralis au sens de Kishi; videmment celui-
ci entrane le principe de limitation suprieure, mais d’ailleurs il
entrane le principe de continuitY.

Dans le present mmoire nous dmontrerons
Thorme 1. On peut ddduire le principe de continuit du

principe de limitation supdrieure.
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Thorme 2. Dans le cas oh est positif, le principe du maxi-
mum de Ugaheri g$n$ralis au sens de Kishi est $quivalent au
principe de limitation sup$rieure.

2. Dmonstration du ThSorme 1. Soit U(P) un potentiel dont
la restriction au support S de t est continue et finie. I1 suffira de
montrer la continuit de U(P) en un point quelconque PoeSy. Si
(Po, P0)< +, U(P) est visiblement continu en P0 comme une
fonction dans tg. Supposons donc que (P0, P0)--+. On peut se
restreindre dans un voisinage quelconque de Po et donc on peut
supposer, sans perdre la gnra!it, que
Notons U(P) le potentiel engendr par la masse t de t intrieure
de B [P; (P(P0, P) :n}. Comme U U-U- et la restriction de
U S est continue et finie, la restriction de U. / S est continue
et finie. Elle dcroit vers 0 lorsque n-/ o et donc la convergence
est uniforme sur S d’aprs un thorme classique.

Cela tant, on va prouver que le principe de limitation suprieure
assure la convergence vers 0 de sup U(P) avec 1/n. S’il en n’tait pas

ainsi, on trouverait [P} (n=l, 2,..-) tels que U,(P) soit suprieur
un nombre positif, soit a, pour n=l, 2,--. Nous choisissons [n}

tels que sup U(P)< 1/(k2) et posons ,=k] et ,=, ,. Alors
PS

sur S on a U(P)< 1/2-1; donc , est finie. D’autre part

U(Pk) k Uk(P%).’>ka--> avec k. C’est en contradiction avec le
principe de limitation suprieure.

Maintenant on peut achever la dmonstration comme d’habitude.
On prend no tel que Uo(P < e en tout Pe 2. Puisque U(P)-- Uo(P)
est continu dans B0, on a, pour P assez voisin de Po,

d’oh
V(P) U(Po)] < - Vo(P)+ Uo(Po) < 3.

Remarque. Soit t9 un espace localement compact non-compact;
supposons que (P, Q) soit fini et qu’il tende uniformment vers
lorsque P tend vers la frontire de t9 pendant que Q reste dans un
ensemble compact quelconque. Alors (P, Q) ne satisfait pas au
principe de limitation suprieure mais il satisfait au principe de
continuitY. Ainsi le principe de continuit n’entrane pas en gnral
le principe de limitation suprieure.

Dmonstration du Thorme 2. Supposons que le principe du
maximum de Ugaheri gnralis au sens de Kishl ne soit pas vrai
avec >0. Alors pour chaque entier n0, il existe une mesure
porte par un compact K et un point P tels que

U(P)>2 n sup U,(P).
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Posons ,=/[2 sup U(P)} et ,-] ,; videmment S K. En
PK

chaque point P de K on a

U(P) sup U(Q)-_ 1/2- 1;
n-I QK n=l

donc est finie. D’autre part
U(P) U,(P) >n.

Cela montre que ne satisfait pas au principe de limitation sup&
rieure.

I1 est immdiat que le principe du maximum de Ugaheri gnra-
lis au sens de Kishi entraine le principe de limitation suprieure.

C.Q.F.D.. L’auteur propose une autre dfinition de principe du maximum
de Ugaheri faible comme suit:

Pour toute porte par un compact fixe quelconque K, il existe
une constante c0 ne d4pendant que de , et K telle que

U(P) c sup U(Q)

en chaque point P de .
Nous allons montrer, par un exemple, que ce principe n’est pas

en g$ndral une consdquence du principe de limitation sup5rieure.

Plaons-nous dans le plan z. Soit ror>... >rn-->0 une suite
strictement dcroissante quelconque et soit l un arc sur le cercle
]z]:r tel que sa longueur soit dcroissante avec 1/n. En dsignant

par l l’origine z-0, prenons pour l’espace le compact l muni

de la topologie du plan et dfinissons le noyau symtrique (z, ’)
comme suit:

1/[-- si z et appartiennent au mme l,
(Z, )-- n/C(i/)(ln) Si Z l, l OU si Z e l, l avec n<m + ,

+ si z--=0,
off C(/)(l)est la capacit6 d’ordre 1/2 de l au sens de Frostman.
C’est une fonction continue (+ 6rant permis) de (z, ) qui en effet
tend vers + lorsque z, (0.

Ce noyau ne satisfait pas au principe du maximum de Ugaheri
faible. En effet, soit la r6partition d’6quilibre de masse-unit6 sur
l par rapport ; S-In et U(z)-- 1/ CC/)(ln) sur (n< ).
Posons C()(1.)= }. Alors U’(z)-I sur I et U’O)-n. n
6tant arbitrairement grand, on volt que ne satisfait pas au principe.

Toutefois, satisfait au principe de limitation sup6rieure. Soit
v une mesure quelconque telle que U(z)<M< + sur S. D6signons
par la restriction de l; comme U(z)<M sur S, l’origine ne

porte aucune masse. Evidemment v- . Puisque (z, )-1/ z--(I,
=1
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considr comme une fonction sur 1, l (n< ), satisfait au principe
du maximum de Frostman, U,(z) est born suprieurement sur l
par sup U,(z). Donc U,(z)<M sur l. Pour z e l on a

=1 {C(1/2)(ln)}2e=
n-I

,(l)< --(c()} - {c
u’(o)+ u(z)< (o)+M< +.

Ainsi U"(z) est born6 dans .
Nous terminons notre note en 6erivant ee que nous avons observ6

dans le sch6ma suivant:
pr. max. Ugaheri faible pr. limit, sup. pr. continuit6

l, (>0)
pr. max. Ugaheri g6n6ral.
au sens de Kishi.

Addendum: aprgs avoir achev6 la r6daction du manuscrit, l’auteur
a reu le travail suivant, qui traite un sujet trgs voisin:

G. Choquet: Les noyaux r6guliers en th6orie du potentiel, C. R.
Acad. Sci., Paris, 243, 635-638 (1956);
un noyau r6gulier signifie un noyau qui satisfait au principe de
continuit6 notre sens.

R6f6rence

[!] M. Kishi" On a theorem of Ugaheri, Proc. Japan Acad., 32, 314-319 (1956).


