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99. Sur les Topologies Compatibles avec la Structure
d’une Algébre

Par Shouro KASAHARA
Université de Kobe
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., July 12, 1958)

Un ensemble E muni d’une structure d’algébre? et d’une topologie
compatible avec la structure d’espace vectoriel”? de E est appelé
algébre topologique si les applications x—xa, x—ax de E dans E
sont continues pour tout acE. Soit E une algébre munie d’une
topologie compatible avec sa structure d’espace vectoriel. On dit
qu'une partie A de E est hyperbornée & gauche (resp. hyperbornée a
drotite) si pour tout voisinage U de 0 dans E, il existe un voisinage
V de 0 dans E tel que l'on ait VAZ U (resp. AVZ U). Une partie
de E qui est a la fois hyperbornée & gauche et hyperbornée & droite
est appelée hyperbornée.

Soit E une algébre mise en dualité avec un espace vectoriel E’;
nous traitons, dans cette note, le probléme de la compatibilité avec la
structure d’algébre de E des topologies compatibles avec la dualité
entre E et E’, et de la compatibilité avec la dualité des topologies
a gauche et des topologies & droite.

Signalons d’abord le

LEMME 1. Si E est une algébre topologique localement convexe
séparée, E est aussi une algébre topologique pour la topologie faible
a(E, E’), on E' est le dual de E.

La démonstration résulte immédiatement de la Proposition 6 de
[2, p. 103]. De plus, en vertu de la Proposition 7 de [2, p. 104], on
obtient le

LEMME 2. Soient E une algébre et 0 la fois espace® localement
convexe séparé, E' son dual. St la topologie de E est identique a la
topologie de Mackey +(E, E'), pour que E soit une algébre topologique
il faut et il suffit que 'algébre E munie de la topologie faible o(E, E')
soit une algédbre topologique.

COROLLAIRE. Soit E une algébre mise en dualité avec un espace
vectoriel E'.  Pour que Ualgébre E munie de la topologie faible o(E, E')
soit une algébre topologique il faut et il suffit que E soit une algébre
topologique pour la topologie de Mackey +(E, E’).

En conséquence, on peut conclure:

1) Dans cette note, toutes les algébres et tous les espaces vectoriels considérés
ont pour corps des scalaires K le corps des nombres complexes. Tous les résultats
sont valables aussi bien lorsque K est le corps des nombres réels.

2) De facon générale, nous suivons la terminologie de N. Bourbaki [1] et [2].

3) Espace vectoriel.
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PROPOSITION 1. Soient E une algébre et a la fois espace localement
convexe séparé, E' son dual. On suppose que la topologie de E est
identique 0 la topologie de Mackey +(E, E'). Alors, pour que E soit
une algebre topologique il faut et il suffit que E soit une algébre
topologique pour une topologie compatible avec la dualité entre K et E’.

On peut démontrer la proposition suivante.”

PROPOSITION 2. Soit E une algébre mise en dualité avec un espace
vectoriel E'. Pour que Ualgébre E munie de la topologie faible o(E, E')
soit une algébre topologique il faut et il suffit que, pour tout xc E et
tout «’' ¢ E’, il existe un sous-espace vectoriel faiblement fermé® FC E
de codimension finie tel que xF < H et Fx = H, o H est le noyau de x’.

De cette proposition, on obtient les corollaires suivants.

COROLLAIRE 1. St E est une algebre topologique localement con-
vexe séparée, elle satisfait a la condition:

(x) Pour tout xcE et pour toute forme linéaire continue &' sur
E, il existe un sous-espace vectoriel fermé FZ E de codimension finie
tel que xF < H et Fx & H, o H est le noyau de «'.

COROLLAIRE 2. Soient E une algébre et & la fois espace locale-
ment convexe séparé, E’' son dual. Omn suppose que la topologie de E
est identique 0 la topologie de Mackey ~(E, E'). Alors, pour que E
soit une algébre topologique il faut et il suffit que la condition (x) soit
vérifiée.

En particulier:

COROLLAIRE 3. Soit E une algébre et d la fois espace de Fréchet.
Pour que Uapplication (x,y)—>xy de EXE dans E soit continue il
Jaut et il suffit que la condition (x) soit vérifiée.

Or, la Proposition 4 résulte aussitét de la

PROPOSITION 3. Soit E une algébre mise en dualité avec un espace
vectoriel E’'. Pour quwune partie B de E soit hyperbornée & gauche
(resp. hyperbornée & droite) pour la topologie faible o(E, E') il faut
et il suffit que xB (resp. Bx) soit fatblement borné® pour tout xe E et
qu'il existe, pour tout &' e E’, un sous-espace vectoriel faiblement fermé
FZ E de codimension finie tel que FBZ H (resp. BFC H), ou H est
le noyau de .

Nous allons maintenant démontrer la Proposition 3. Pour dé-
montrer la nécessité, supposons que B soit faiblement hyperborné a
gauche. Alors, pour tout « ¢ E’, il existe «{, x5,---,2,¢E’ tels que
(al, afy- -+, 2h)° B (2')°. On voit aisément que l'ensemble F' des z¢ E
satisfaisant aux equations {x, #/>=0, 1=1, 2, - -, n, est un sous-espace

4) M. S. Warner [4] a donné une condition nécessaire et suffisante pour que
P’application (x, y)—zy de Ex E dans E soit continue pour la topologie faible s(E, E’).
La proposition présente est contenue implicitement dans sa démonstration.

5) Fermé pour la topologie faible o(E, E’).

6) Borné pour la topologie faible o(E, E’).
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vectoriel faiblement fermé de codimension finie. Si ¢ F, 2x étant un
point de F pour tout nombre A, B est contenu dans le noyau de «,
d’ot FBZ H. D’autre part, quel que soit x< E, on peut trouver un
nombre A tel que Axe(xf, «5,- -+, x,)°, et par suite xB est faiblement
borné.

Réciproquement, supposons que la condition de ’énoncé soit satis-
faite. Pour tout «’¢ E’, il existe donc un sous-espace vectoriel faible-
ment fermé F'C E de codimension finie tel que FFBZ H, ou H est le
noyau de «'. Désignons par ¢ et par ¥ les applications canoniques
de K sur E/H et de E sur E/F respectivement. Soit be B; comme
x—y € F entraine xb—yb=(x—y)be H, ¥(x) > p(xb) est une application
de E/F dans E/H. Comme aisément vu, cette application est linéaire,
et E/F étant de dimension finie, elle est continue. Ainsi, 'ensemble
M des applications VY(x)—>p(xb), ot b parcourt B, est une partie
d’espace L(E/F, E/H) des applications linéaires (continues) de E/F
dans E/H. Mais, par 'hypothése, ’ensemble B est faiblement borné
pour tout x¢ K, et par suite ¢(xB) est aussi borné dans E/H, c’est-a-
dire, M est une partie bornée de _L(E/F, E/H) pour la topologie de la
convergence simple. Il résulte donc du théoréme de Banach-Steinhaus
que la partie M est équicontinue. Par conséquent, il existe un voisinage
U de 0 dans E/F tel que ¥(x) € U entraine g(ab) e (%)° pour tout be B,
ol & est une forme linéaire sur E/H définie par &' =%'op. Il est claire
que V=+4-1(U) est un voisinage de 0 pour la topologie faible o(E, E’).
Or,si zeV, on a

| {p(xd), 'y | <1 pour tout be B,
d’olx | Cxb, 2"y | =<1 pour tout be B.
Cela signifie que VB< (¢')°, et la démonstration est achevée.

COROLLAIRE. Soit E une algébre mise en dualité avec un espace
vectoriel E’, et soit © un ensemble de parties faiblement bornées de
E. Pour que lalgebre E soit une algeébre topologique pour la topologie
Sfaible o(E, E') et chaque BeS soit faiblement hyperbornée il faut et
il suffit que, pour tout x’' e E’, et pour tout BeS{(x);xc K}, il existe
un sous-espace vectoriel faiblement fermé F = E de codimension finie
tel que 'on ait FBC H et BFZ H, on H est le noyau de «'.

La condition est évidemment nécessaire. Pour voir qu’elle est
suffisante, il suffira de noter que si x€ E est hyperborné et si BC F
est borné, les ensembles *B et Bx sont bornés.”

Lorsque F est une algebre topologique munie de la topologie séparée
7, nous désignons par &, (resp. D.) 'ensemble des parties hyperbornées
a gauche (resp. hyperbornées & droite) de E, et par ¥ ’ensemble des
parties finies de E, et de plus par 9. (resp. €.) un sous-ensemble
quelconque de &, (resp. de D.) tel que H.2F (resp. €.2F) et que

7) Cf. S. Kasahara [3].




No. 7] Sur les Topologies Compatibles avec la Structure d’une Algébre 425

Pon ait xA €. (resp. Axc€,) pour tout x € E et tout Ac D, (resp. AcE).
Or, tout élément « de E peut €tre considéré comme un élément de
lespace L(E, E) des applications linéaires continues de E dans E,
en posant x(y)=xy pour tout ye¢ K, c’est-a-dire on peut identifier £
avec une sous-algebre de L(E, E), et la topologie sur E induite par
la 9.-topologie® sur _L(E, E) est évidemment compatible avec la
structure d’algébre de E,” qu’on appelle $.[+]-topologie d gauche sur
E. De méme, on définit €_[+]-topologie 0 droite sur E. Il est claire
que la & _[+]-topologie & gauche (resp. la D [+]-topologie & droite) est
plus fine que la $.[+]-topologie & gauche (resp. la €. [+]-topologie a
droite) et que la F[+]-topologie & gauche (resp. la F[+]-topologie a
droite) est moins fine que la $.[r]-topologie & gauche (resp. la €,[7]-
topologie & droite). Nous concernerons exclusivement, dans la suite,
les topologies & gauche.

Soit E une algébre mise en dualité avec un espace vectoriel E’,
et soit = une topologie compatible avec la dualité entre E et E’. On
suppose que E est une algébre topologique pour la topologie ~. Alors,
si la F[+]-topologie & gauche est compatible avec la dualité entre E
et E’, pour tout topologie ' plus fine que = et moins fine que la
topologie de Mackey =(E, E’), la &F[+']-topologie est aussi compatible
avec la dualité entre E et E'.

En effet, cela résulte immédiatement du fait que la F[+]-topo-
logie & gauche est plus fine que la F[r]-topologie & gauche et moins
fine que la topologie . Nous avons donc la

PROPOSITION 4. Soit E une algébre mise en dualité avec un espace
vectoriel E'. On suppose que E est une algébre topologique pour la
topologie faible o(E,E'). Si la F[o(E, E')]-topologie & gauche est
identique 0 la topologie faible o(E, E’), pour toute topologie = com-
patible avec la structure d’algébre de E et avec la dualité entre K et
E’, la $.[v]-topologie & gauche est compatible avec la dualité entre E
et E'.

PROPOSITION 5. Soit E une algébre mise en dualité avec un espace
vectoriel E'. On suppose que E est une algébre topologique pour la
topologie faible o(E, E’). Alors, pour que la F[o(E, E')]-topologie a
gauche soit identique & la topologie faible il faut et il suffit que, pour
tout x' e E’', il existe un mombre fini de points a,, as---,a,€ K et un
sous-espace vectoriel faiblement fermé F < E de codimension finie tels
que les relations xa,eF, 1=1,2,..-,n, entrainent x<cH, ou H est le
noyau de x'.

En effet, si la F[o(E, E')]-topologie & gauche est identique & la
topologie faible o(&, E’), il existe, pour tout ' E’, un nombre fini de
points a,, as---,a,€E et af, ab,---, 2, e E’ tels que Wyia, ay:--,a,;

8) La topologie de la convergence uniforme dans les ensembles de 9-.
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(xf, afy- - -, 20)°)={x e E; xa,e(x], 2}, -+, x5)° pour i=1,2,---, n} <& (x)°.
Posons alors F ={x¢ E; {(x, ;>=0 pour tout 1=1,2,---,m}. Si xa,eF
pour ¢=1,2,---,n, Axa, appartiennent aussi & F pour tout nombre 4,

et par suite x appartient au noyau de %’

Supposons maintenant la condition de I’énoncé. Soit 2’ un point
de E’; il existe alors a,, a,,- -+, a,¢E et un sous-espace vectoriel faible-
ment fermé FC E de codimension finie tels que lon ait (=, >=0
si za,e F' pour tout 1=1,2,--.,n. Désignons par ¢ et par ¥ les ap-
plications canoniques de E sur E/H et de E sur E/F respectivement,
ot H est le noyau de z’. Soit P l’espace produit topologique de n
facteurs identiques & ’espace E/F, et soit G le sous-espace vectoriel
de P constitué par les éléments de la forme (Y(xa,), v (xa,),: - -, ¥(xa,)),
xe¢E. Comme les relations ze,—ya,=(x—y)a,cF, 1=1,2,---,n, en-
trainent x—ye H, (V(xa,), V(xa,),- - -, ¥(xa,)) > @(x) est bien une appli-
cation de G dans E/H. 1l est claire que cette application u est linéaire,
et par suite elle est continue puisque G est de dimension finie. Done,
en vertu du théoréme de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire
continue y’ sur P dont la restriction & G est identique & % ou, ol &
est une forme linéaire sur E/H définie par #'=% -op. Pour tout i=1,
2,--+,n, désignons par y; la restriction de %’ au sous-espace vectoriel
{(zy, 23y -+, 2,)€ P; 2,=0 pour j==14} de P. On peut alors identifier ¥;
avec une forme linéaire continue sur lespace E/F, qu’on désigne
encore par y;. Posons V={xeFE;|{¥(x), yé}lg—:l— pour tout =1, 2,
-..,n}, et montrons que l’ensemble Wy(a,, a,---,a, V) est contenu
dans («')°. Soit xe W(a,, as,---, a,; V). Alors, pour tout i=1,2,---,
n, on a les relations

I <(,\P‘(xa1)’ 0’ 0; ) 0)r 2/{> Ié

l<(07 ‘I’(waz); Oy 0’ D) 0); yé>l

b

1
n
<1

n

1400, 0,0+, 0, ¥(wa,)), vy =1

d’Of] ] <(‘P(xal): ‘#(wa@)’ R lI/‘(xa'n))’ yl> lé 19
done on a l <(1lf(xa1)’ 4"(“’“2): tt “’P(xa/n))’ E/°u> Iél,
et par suite |{p(z),T')|<1, c’est-d-dire xz<(x')°. Comme V est un

voisinage de 0 pour la topologie faible o(E, E'), cela établit la pro-
position.
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