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109. Erweiterung des Erlanger Programms dutch
Transformationsgruppenerweiterungen

Von Tsurusaburo TAKASU
(Comm. by Z. SUgTUNA, M.b.A., 0et. 18, 1958)

Die Gruppenparameter sind bis heute ausschliesslich so-genannte
variable Konstanten gewesen, so dass die Geometrien des Erlanger
Programms (1872) von Felix Klein ausschliesslich gegenfiber solchen
Transformationsgruppen aufgefasst sind, wenn die Transformationen
durch Koordinaten ausgedrilckt sind. Die Tangentialrume ftir die
bertragungsgeometrien sind auch gegeniiber solchen Transformations-
gruppen aufgefasst. Die Hauptfaserriiumen der Hauptfaserbtindeln
sowie die Gruppenmannigfaltigkeiten der "gomtrie de groupes" im
Sinne von ]. Cartan [1 sind gleichfalls solche Gruppenmannigfaltig-
keiten.

Ich habe (T. Takasu [8) jedoch bemerkt, dass es unendlich viele
Transformationsgruppen gibt, bei welchen die Gruppenparameter Funk-
tionen yon Koordinaten sind. Im folgenden mSchte ich zeigen, dass das
Erlanger Programm F. Kleins dutch Erweiterungen der klassischen

Transformationsgruppen dutch entsprechende Transformationsgrup-
pen, bei denen die Gruppenparameter Funktionen yon Koordinaten
sind, sich erweitern lgsst.

1. Beispiele yon Transformationsgruppen, bei derten die Grup-
penparameter Funktionert von Koordinaten sind. Vor allem mSehte
ieh einige konkrete, naheliegende Beispiele genannter Art zeigen.

(i) Polarkoordirtatert irt der Ebene
=cos0, y=psino, ds=d+dy=d+do.

Wir setzen: d=dp, d=pdo, so dass
dx=dpcoso-p sin odo=d cos 0-d sin 0, dy=dp sin o+pcosodo=d sin o+d coso, (o=/).

d=dx coso-dy sin 0, d=-dx sin o-dy coso, (o=tan-(y/x)).
Also erhilt man die Transformationsformeln gewi2nschter Art:

=xcoso+ysinO+o, =-xsin0+ycos0+o, (o=tan-(y/x)),
wo ( cos o sin o eine Orthogonalmatrix ist, und

\-sin o cos

’o= -/x(-sin o)do-fy cos 0d0= -/o(-sin 0 cos 0+sin o cos 0)do= -/0.do=konst.,

o=fx cos odo+fy sin0

FiJ.r -oo<$<: +oo, -oo<2< +oo, muss man das Gebiet fiir (, ) so auffassen, dass
das, wegen (-oo<o<q-o), als eine platt auf der xy-Ebene erdriickte Schraubenfliche
aussieht.

Jeder von den Radiusvektoren...O_(0,
0(0, o+2)P(p, o+2), 0(0, o+4z)P.(p, o+4z),.., liegt genau auf dem nichstfolgenden
ohne ihn zu treffen im endlichen.
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(ii) Polarkoordinatert im Raume
= sin o cos , y== sin o sin , z= cos o, ds-=d-t-do+o sin od.

Wir setzen: -p, --p, =psin 0., so dass d:dp, d=pdo, d=sinod wird, und

ist: o=5/=tan-(y/z), =/ sin (5/5t)=tan-(y/x).
dx=d5 sin o cos +cos o cos dS+(-sin )d5, usw.;
d =dx sin o cos +dy sin o sin +dz cos , usw.;
=x sin o cos +y sin o sin +z cos o+f,
=x coso cos +y cosO sin +z(- sin

= -x sin +y cos +,
wo /sinocos sinosin coso eine Orthogonalmatrix ist und

cos cos cos sin -sin o)
-sin cos 0

O=-fx (cos cosodo-sin o sin d)-y (sin cos edo+sin o cos d)-fz(-sin o)do

,.’p (cos +sin -1) sin o cos ode

-o(-sin o+sin o)sin f cos fd= -o.do-o.d=konst.,

=-_(-x sin o cos -y sin o sin -z cos o)do-](-x sin +y cos )d

=--.fp(-sin cos -sin o sin -cos o)do

-.f(- sin cos cos o sin +sin o sin cos o cos )d

-Sp(-1,do-p.O.d=doJt-fp O.d:konst.,

g=-fo(-sino)g=fsinoafae=konst. (de=0)

2. II-geodtische Linien im euklidischem Raume E". Indem wir
hyperkomplexe Einheiten y derart, dass
(2.1) YY+YY=28, (/, m, n,... 1, 2,..., n)
ist, aufnehmen, setzea wir
(2.2) dS=yw, w=w()d, (1, m, n,... =1, 2,..., n),
wo (x) rechtwinklige Cartesische Koordinaten im E sind und
(2.3) o 0
vorausgesetzt ist. Dann haben wit
(2.4) dSdS=ds w% gdxdx
(2.5) gmn gmn+gmn, gmn O)mOn grim, g--7TqW A W-- g,

V V V
(2.6) g--
(2.7) 9" oq ,

Wir nehmen durchaus an, dass der euklidische Raum E eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit yon der Klasse C (entweder v=posi-
tive ganze rationale Zahl oder v= oder

Die Identitt
d o, (dx" dx(2.8)
ds ds

+" ds ds
lasst sich leicht beweisen, wo

(2.9) . 9 3
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Die LSsung des Extremalproblems s--0 in der Mannigfaltigkeit
(o(x), xn) ist durch

d(2.10) d--- d---0
gegeben. Das Integral von (2.10) wird zu:

(2.11) ds--as+c, (aa-1),
J ds

welche im euklidischen Raume E existiert. Wir nennen (2.11)die
II-geod(tischen Linien (geod(tische Linien zweiter Art). (2.10) wird:

(2.12) d 0.
ds

Die Gestalt (2.11) zeigt uns: die II-geod(tischen Linien gegenber
Projizieren und Schneiden sich wie gerade Linien verhalten.

Aus (2.10) kann man ohne Schwierigkeiten herleiten:

(2.13) dx
ds

der II-geodtischen Linien entlang.

3. Die erweiterten euklidischert Transformationsgruppen. Die
Formeln (2.11) und (2.2) zeigen uns:
(3.1) d w(xn)dxTM.

Die Koordiaaten () mSchte ich die II-geodtischen rechtwinkligen
Koordinaten nennen. Dabei ist (w(x)) eine Orthogonalmatrix, welche

nnC+n---(n+ 1) Orthogonalit(tsbedingungen gen,gen. (3.1) gibt:

a(x )dx x da(x ),

welche von der Gestalt
(3.2) =a(x)x"+ao, (a= konst.)
ist, weil die Gleichung der Struktur [8, Formel (4.2)J zu
(3.3) dJ----da(x) A dx-O
wird, so dass

(3.4) fx’"da(xn)- fda(xn)fdxm-ff{da(xn)dxm}

dx)--ao:konst.

Die erweiterte euklidische Gruppe (a(x), a) bildet eine Gruppen-
mannigfaltigkeit

Die aus a(xn, ao) bestehende Gruppe ( enthSlt eine aus -n (nZ 1)-

parametrigen euklidischen Transformationen mit konstanten Para-
metern besSehende euklidische Gruppe

Wir kSnnen die Untergruppe derart auffassen, dass
(3.5) (==(C).
Wir bezeichnen die Elemente yon 22 mit )0=1, t), (i--1, 2,...):
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fJ=)o+l)l+l),,.+.... Dann ist (-I)05+1)$+.$+....
Die Gruppe ( wollen wir die dutch (C) erweiterte euklidische

Gruppe nennen.
N.B. Das yon Otto Schreier ([2]; [8], S. 89) gestellte und gelSste

Erweiterungsproblem lautet: Gegeben sind zwei abstrakte Gruppen
und ; gesucht sind alle Gruppen (, die das als Normalteiler
enthalten, so dass (/-.

4. Erweiterung der euklidischen Geometrie durch Erweiterung

der euklidischer Gruppe. Jede Transformation --((z), 0) grans-

formiert den Raum E=E in einen anderen E und folglich kommt0
der Gesamtraum E-E +E+E.+.. in Betracht.

Die zur Gruppe (-g@ gehSrige Geometrie (ira Sinne des Erlanger
Programms) wollen wir die dutch erweiterte euklidische Geometrie
nennen. E ist das Abbild yon E dutch .

5. Erweiterung des Erlarger Programms durch Trasformations-
gruppenerweiterungen. Bis jetzt haben wir uns zur Erweiterung der
euklidischen Geometrie beschriinkt. Aber die allgemeine Verfahrungs-
weise ist, mutatis mutandis, gemeinsam zu allen Zweigen yon Geo-
metrie folgender Tabelle:

Liesche hShere Kugelgeom.- T
Parabolische Lie Geom Dual-parabolische Lie Geom.

Dual-konforme eo Konforme Geom,.
Laguerre Geom. Dual-Laguerre Geom.

Kugel-ge|m’o Kugel-geom. Kugel-geom.
euklid. Geom. Nicht-euklid. Geom. Dual-euklid. Geom.

T T
(Projektiv-geom. Projektiv-geom. Projektiv-geom... euklid. Geom.\ Nicht-euklid. Geom. Dual-euklid. Geom.

_quiforme Geom. Dual-iquiforme Geom.
l.qui-affine, Geom. Dual-iqui-affine Geom.

Affine Geom. Dual-affine Geom.

Projektive Geometries-Liesche Geraden-Kugel-transf.-

6. Beispiel. Eine dutch eine polygene Fuktion vermittelte
konforme Geometrie:

z=x+iy, =x--iy. f(z, )=+i;

+i= 0=z o-7’ z=(+)+(-)’
iu-u=i Of Of+ f, l Of 1 i- oz " =-(-)+-5(+);

( 1 i+ + + +
1 1

i fl(x+u-=-(x+v)dx--(x-v)dy+ dy+-(x-v)1dx},
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I df--d/id.--((qx-v)/(x+u)t(dx-idy)
--(x-)dx/(x+)+i{-1 -(/)dx}(x-)dy+

df=dz: konforme Abbildung erster Art,

Of,df=a konforme Abbildung zweiter Art;

cxx+vuO, Cxx+uO im allgemeinen,

1 1
konforme 0rthogonaltransformation.

d (x-v)dx+(x+Cu)dy

Hieraus ergeben sich Formeln yon den Gestalten:

wobei a a] eine Orthogonalmatrix ist"

o=ads, a=l, a=O
=ads, a=0, a= 1"
-Achse, -Achse: II-geodtisch:

1 1

1 1
konforme Orthogonaltransformation.

d =(xTu)dx (x-v)dy

Hieraus ergeben sich Formeln yon den Gestalten"
=i(, u)x+(, u)u+, =(, u)+i(, u)u+,

obei {b b) eine Orthotonaltrix ist,

=ds. l=0, =1" d==dT,
-Achse, v-Achse" II-geodtisch.

7. Weitere Problemestellung
I. Die Strukturgruppen als Hauptfaserraum in der Oer-

tragungstheorie im Grossen von S. S. Chern und C. Ehresmann be-
stehen aus Transformationen mit konstanten Parametern (a). Wenn
die (a(x)) Funktionen yon Koordinaten (x) sind, dann wird die ber-
tragungstheorie im Grossen erweitert. Dabei kSnnen die a(x)
einerseits konstante Parameter enthalten. Andererseits stellt (a(x))
eine Teilmannigfaltigkeit der Gruppenmannigfaltiykeit dar. In
diesem Sinne stellt die genannte Erweiterung ein ganz neues Problem.

II. In den Geometrien yon Gruppen (. Caftan [1)bestehen die
Elemente aus konstanten Parametern. Erweitert man diese Elemente
dutch Funktionen yon Koordinaten, so entstehen neue Arten yon

Geometrien yon Gruppen (vgl. [11).
8. Formuliereung tier neuen Relativiftstheorie T. Takasus als

eine drei-dimensionale erweitee Laguerresche Geomeie. Ich habe
[10] die allgemeine Relativittstheorie A. Einsteins, in welcher der
Momentumvektor der Bahn der freien Partikel nicht tangentiell parallel
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ist, durch eine neue Theorie ersetzt, indem ich die II-geodtischen
Kugelflichen als Aktionsfunktionsfronten als Raumelemente aufnahm.
Die neue Theorie ist als eine drei-dimensionale Laguerresche Haupt-
faserbindelgeometrie aufgefasst, der Hauptfaserraum (Strukturgruppe)
aus Momentum-Potentialfeld bestehend.

Nun, was auf dasselbe hinaus kommt, kann man die genannte
neue Relativittstheorie T. Takasus, welche Prof. J. I. Horvth (Szeged)
als eine zulissige Theorie im "Zentralblatt fir Mathematik und ihre
Grenzgebiete" (1958) referiert hat, als eine erweiterte drei-dimen-
sionale Laguerresche Geometrie auffassen, welche im Erlanger Pro-
gramm aufs neue Platz nimmt.
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