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109. Erweiterung des Erlanger Programms durch
Transformationsgruppenerweiterungen

Von Tsurusaburo TAKASU
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., Oct. 13, 1958)

Die Gruppenparameter sind bis heute ausschliesslich so-genannte
variable Konstanten gewesen, so dass die Geometrien des Erlanger
Programms (1872) von Felix Klein ausschliesslich gegeniiber solchen
Transformationsgruppen aufgefasst sind, wenn die Transformationen
durch Koordinaten ausgedriickt sind. Die Tangentialrdume fiir die
Ubertragungsgeometrien sind auch gegeniiber solchen Transformations-
gruppen aufgefasst. Die Hauptfaserriumen der Hauptfaserbiindeln
sowie die Gruppenmannigfaltigkeiten der “ géométrie de groupes” im
Sinne von E. Cartan [1] sind gleichfalls solche Gruppenmannigfaltig-
keiten.

Ich habe (T. Takasu [8]) jedoch bemerkt, dass es unendlich viele
Transformationsgruppen gibt, bei welchen die Gruppenparameter Funk-
tionen von Koordinaten sind. Im folgenden mochte ich zeigen, dass das
Erlanger Programm F. Kleins durch Erweiterungen der klassischen
Transformationsgruppen durch entsprechende Transformationsgrup-
pen, bei denen die Gruppenparameter Funktionen von Koordinaten
sind, sich erweitern ldsst.

1. Beispiele von Transformationsgruppen, bei denen die Grup-
penparameter Funktionen von Koordinaten sind. Vor allem mochte
ich einige konkrete, naheliegende Beispiele genannter Art zeigen.

(i) Polarkoordinaten in der Ebene

x=pcosd, y=0sing, ds*=dx*+dy>=de*+ 0%de?.
Wir setzen: dé¢=de, dy=0de, so dass é¢=p, 7=00;
dx=dpcos—psinodo=dé cos6—dysine, dy=desin6+0cosedo=désind+-dycoso, (0=7/%).
dé=dx cos 04-dy sine, dy=—dx sino+dycose, (6=tan"'(y/x)).
Also erhidlt man die Transformationsformeln gewiinschter Art:
¢=pxcoso+ysino+é,, »=—xsiné+ycoso+n, (O=tan'(y/z)),
wo ( cosd sin 0) eine Orthogonalmatrix ist, und
—siné cosé

éoz——fw(—sin o)do—fycosodez—fﬂ(—sin0coso+sin0coso)d0=— 0-do=konst.,

%sz cos 6do - ysin(h;le:f( dé>d0=fo'd0=konst.

Fiir —co<é< 400, —co<y< oo, muss man das Gebiet fiir (£, 7) so auffassen, dass
das, wegen (—co <0< +co), als eine platt auf der xy-Ebene erdriickte Schraubenfliiche
aussieht.

Jeder von den Radiusvektoren- - -O_1(0, 8—27)P-,(p, 6 —27), O4(0, 8)Po(0, 6),

04(0, 0427)Py(0, 6+27), 040, 6+4-47)Py(p, 0+4n),- - - liegt genau auf dem nichstfolgenden
ohne ihn zu treffen im endlichen.
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(ii) Polarkoordinaten im Raume
x=psinfdcos¢, y=esindsingy, z=0cosd, ds*=do>+02de?+0®sin?ody?.
Wir setzen: ¢'=p, é2=09, 2=psino-¢, so dass dé'=dp, d&®=p0ds, d¢®=sin od¢ wird, und
ist: 9=8Y/ & =tan (Vi +y¥/z), ¢=§/¢ sin (8¥/¢)=tan"'(y/x).
dx=d&! sin 6 cos ¢-+cos 6 cos ¢dé%4-(—sin ¢)dé3, usw.;
d&'=dz sin 6 cos ¢+-dy sin 6 sin ¢+-dz cos 8, usw.;
&=y sin 0 cos ¢+ sin 6 sin ¢+2 cos 64 £,
{{-2:00 €08 8 cos -+ cos 0 sin ¢ +2(—sin 6)+ £3,
#=—g sin ¢4y cos o+ £,

wo /sinfcos¢ sinfsing cos®\ eine Orthogonalmatrix ist und
cosfcosy cosdsing —sing
—sin ¢ cos ¢ 0

&=— f 2 (cos ¢ cos 8do—sin 6 sin ¢de)— f y (sin ¢ cos 6d9+sin 0 cos ¢dp)— f 2(—sin 6)do
= ffﬂ (cos? ¢+sin? ¢—1) sin 0 cos 8d6
—vfﬂ(—sin2 64-sin? 0) sin ¢ cos pdo= —f9~d9~fe-d¢>=konst.,
&= —f(—ac 8in 6 cos ¢ —y sin 8 8in ¢ —2 cos e)de—-f(—-x sin ¢ +y cos ¢)de
=— | o(—sin? @ cos? ¢ —sin? 8 sin? ¢ —cos® 6)do

— ) o(—sin 6 cos ¢ cos 8 sin ¢+ sin 0 sin ¢ cos 6 cos ¢)dy

:—fﬂ(—l)d0~fp-0~d¢:fde dé‘—f0-0~dw:konst.,

53:~f0(—sin 0)do= sinedzpfdélzkonst. (d&t=0)

2. Il-geodatische Linien im euklidischen. Raume E". Indem wir
hyperkomplexe Einheiten 7, derart, dass

(2'1) Yuln Tl m =20, (l’ m, n,- -+ =1,2,---, n)

ist, aufnehmen, setzen wir

(2.2) dS=r,0, o'=awl(x")dz™, (I, m,n, --=1,2,--,n),
wo (2") rechtwinklige Cartesische Koordinaten im E” sind und
(2.3) | |30

vorausgesetzt ist. Dann haben wir

(2.4) dSdS=ds*=o'0'=g,,dz"dx", ds=|dS]|,

(2.5) Inn=Gnn+ G I = OnWn= Gy Inn =TT (@ N OR= =G,
(2.6) g = Q707

2.7 Yo, =08, QLor=0y.

Wir nehmen durchaus an, dass der euklidische Raum E”" eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit von der Klasse C* (entweder v=posi-
tive ganze rationale Zahl oder v=c oder v=w) ist [6].

Die Identitat
(2.8) d Cl)l ____wl<d2xp+/1p dxm dw")

ds ds "\ dg "™ ds ds
lasst sich leicht beweisen, wo
(2.9) Az, = 0p 90m 0 20

ox" " oxn



No. 8] Erweiterung des Erlanger Programms 473

Die Losung des Extremalproblems ds=0 in der Mannigfaltigkeit
(b (x™), x™) ist durch

d o
2.10 2% -9
( ) ds ds
gegeben. Das Integral von (2.10) wird zu:
2.11) fi= f %ds:als—l-c‘, (@a'=1),

welche im euklidischen Raume E™ existiert. Wir nennen (2.11) die
II-geoditischen Linien (geoditische Limien zweiter Art). (2.10) wird:
d2§l
2.12 =0.
(212) e
Die Gestalt (2.11) zeigt uns: die II-geoditischen Linien gegeniiber
Projizieren und Schneiden sich wie gerade Linien verhalten.
Aus (2.10) kann man ohne Schwierigkeiten herleiten:
(2.13) az" _ yigr
ds
der II-geodiitischen Linien entlang.

3. Die erweiterten euklidischen Transformationsgruppen. Die
Formeln (2.11) und (2.2) zeigen uns:
8.1) d&t = ol (x™)dx™.

Die Koordinaten (¢') mochte ich die II-geoditischen rechtwinkligen
Koordinaten nennen. Dabei ist (0% (2")) eine Orthogonalmatrix, welche

nCz+n=12L~(n+ 1) Orthogonalititsbedingungen geniigen. (3.1) gibt:

§l= f an(a™)da™ =a,(x")x" — f a"dan(x"), (on=al),
welche von der Gestalt

(8.2) E=al(x")x™+al (ai=Xkonst.)
ist, weil die Gleichung der Struktur [8, Formel (4.2)] zu
(3.3) do'=dal(x™) Ndx™=0

wird, so dass
(3.4) f o dal (@) = f dat, (") f dam= f {da(z™)da™)
= f [ (dal(x™) A de™) = ab=konst.
Die erweiterte euklidische Gruppe (al(x"), ai) bildet eine Gruppen-
mannigfaltigkeit [1].
Die aus (al(x"), al) bestehende Gruppe & enthilt eine aus %(n-l— 1)-

parametrigen euwklidischen Transformationen mit konstanten Para-
metern bestehende euklidische Gruppe G.
Wir konnen die Untergruppe & derart auffassen, dass
(3.5) G=HE=069.
Wir bezeichnen die Elemente von $ mit =1, 5, (1=1,2,.--):
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@=bo+bl+f)2+ «++ . Dann ist (‘3=I70@+f)1@+f)2@+ oo

Die Gruppe & wollen wir die durch  erweiterte euklidische
Gruppe nennen.

N.B. Das von Otto Schreier ([2]; [8], S. 89) gestellte und geloste
Erweiterungsproblem lautet: Gegeben sind zwei abstrakte Gruppen R
und &, gesucht sind alle Gruppen &, die das N als Normalteiler
enthalten, so dass G/N=F.

4. Erweiterung der euklidischen Geometrie durch Erweiterung
der euklidischen Gruppe. Jede Transformation §,=(a’(2"), af) trans-
formiert den Raum E"=Ej in einen anderen Ej und folglich kommt
der Gesamtraum Eg=Ef + Ef +Ej +--- in Betracht.

Die zur Gruppe G=9HE gehorige Geometrie (im Sinne des Erlanger
Programms) wollen wir die durch © erweiterte euklidische Geometrie
nennen. E;'i 18t das Abbild von E™ durch Y,

5. Erweiterung des Erlanger Programms durch Transformations-
gruppenerweiterungen. Bis jetzt haben wir uns zur Erweiterung der
euklidischen Geometrie beschréinkt. Aber die allgemeine Verfahrungs-
weise ist, mutatis mutandis, gemeinsam zu allen Zweigen von Geo-
metrie folgender Tabelle:

Lielsche hoéhere Kugelgeot'na—- ----------------------------------------------------------- 1
Parabolische Lie Geom. Dual-parabolische Lie Geom. :

Dl_lal-konforme Geom. Konforme Geom.

~

<

2

b

(5

g .

.& Laguerre Geom. ’ Dual-Laguerre Geom.

[

% Kugel-geoml. Kugel-géom. Kulgel-geom.

X {euklid. Geom. Nicht-euklid. Geom. Dual-euklid. Geom.
I i1 i1

5 (Projektiv-geom. Projektiv-geom. Projektiv-geom.

E euklid. Geom.\ Nicht-euklid. Geom. Dual-euklid. Geom.

-~

g Aquiforme Geom. Dual-dquiforme Geom.

S | Aqul-aﬁ"me Geom. Dual-ﬁqui-afﬁnle Geom.

&0 I

: I |

§ Aﬁ"me‘Geom. Dual-affine Geom.

.% i

Ay

] :
Projektive Geometrie« Liesche Geraden-Kugel-transf. 4

6. Beispiel. Eine durch eine polygene Funktion vermittelte
konforme Geometrie:

z=x+1iy, Z=x—1Y. f(z,i)—w-l-w,

., 0 9, i) i)
{¢x+’b¢x=a_§—5§+af { f (¢x+¢y)+ (¢'z Py)s

. 0, [ 0, 0.
z‘/’y_‘l’y=%%=——a“§ —6%; f (‘P.r ‘Py)‘l' (¢'x+¢?/)’

dif=dip+idis ={—§—<¢m+¢y>+§<¢w—w)}(damdw

1 1 (1 1
=5 (ot o) do— ooy +i{ Hoat6) dy+ 2 Gum e},
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l daf=dag-+ et ={ G (0s— ) + 5 ot ) (A —idy)

i 1 . 1 1
='§(¢x"'¢y)d¢'3 +”2"(¢'a:+ ¢y)+"/ {“ ‘é‘(¢w—¢y) dy+ '2_(¢'x+ 4711) dw};

of

a
{d,f:a—‘:dz: konforme Abbildung erster Art,
d. =Edi: konforme Abbildung zweiter Art;

(sz'l‘(ﬁmﬁ‘?oy [ +¢'yy=¥0 im allgemeinen,

1 1
d¢'=ol= E(%c +‘/’1/) dao— —2"(¢'x —¢y)dy
1 1 : konforme Orthogonaltransformation.
d&i= 02:?(%:- ¢y) dx +‘2—(<Pa:+¢7/) dy
Hieraus ergeben sich Formeln von den Gestalten:
g=ai(x, y)z+ai(=, Y)y+as, E=di(e, y)r+aie, v)y+as,
1 1:
wobei (Zé Z?}) eine Orthogonalmatrix ist:
1 Y2
{wlzalds, al=1, a*=0: dé&=ow'=ds,
o?*=adds, a'=0, a?=1: d&=u?=dsy;
&l-Achse, ¢2-Achse: II-geoditisch:
1 1
dy! 5—0125(%@_‘/’1/)(193 +E(¢m+¢y)d1/
1 1 : konforme Orthogonaltransformation.
dir=a'= _2‘(¢a; +oy)de— E((% —¢y)dy
Hieraus ergeben sich Formeln von den Gestalten:
7' =bi(, Y)e+b3(x, Yy +b5, V*=bi(x, Y)v+bi(x, y)y+b;,
1 1
wobei (Z; Z:) eine Orthogonalmatrix ist.
1 02
{ ol=alds. a'=1, a?=0: dy'=5o'=ds,,
o?=atds. a'=0, a’=1: dp*=o*=ds,,
»'-Achse, *-Achse: II-geodatisch.
7. Weitere Problemestellung

I. Die Strukturgruppen als Hauptfaserraum in der Uber-
tragungstheorie im Grossen von 8. S. Chern und C. Ehresmann be-
stehen aus Transformationen mit konstanten Parametern (a}). Wenn
die (a¢i(x*)) Funktionen von Koordinaten (z*) sind, dann wird die Uber-
tragungstheorie im Grossen erweitert. Dabei konnen die dl(x’)
einerseits konstante Parameter enthalten. Andererseits stellt (a’(z))
eine Teilmannigfaltigkeit der Gruppenmannigfaltigkeit & dar. In
diesem Sinne stellt die genannte Erweiterung ein ganz neues Problem.

II. In den Geometrien von Gruppen (E. Cartan [1]) bestehen die
Elemente aus konstanten Parametern. Erweitert man diese Elemente
durch Funktionen von Koordinaten, so entstehen meue Arten von
Geometrien von Gruppen (vgl. [11]).

8. Formuliereung der neuen Relativitatstheorie T. Takasus als
eine drei-dimensionale erweiterte Laguerresche Geometrie. Ich habe
[10] die allgemeine Relativitédtstheorie A. Einsteins, in welcher der
Momentumvektor der Bahn der freien Partikel nicht tangentiell parallel
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ist, durch eine neue Theorie ersetzt, indem ich die II-geodatischen
Kugelflichen als Aktionsfunktionsfronten als Raumelemente aufnahm.
Die neue Theorie ist als eine drei-dimensionale Laguerresche Haupt-

faserbiindelgeometrie aufgefasst, der Hauptfaserraum (Strukturgruppe)
aus Momentum-Potentialfeld bestehend.

Nun, was auf dasselbe hinaus kommt, kann man die genannte
neue Relativititstheorie T. Takasus, welche Prof. J. I. Horvath (Szeged)
als eine zuléssige Theorie im * Zentralblatt fiir Mathematik und ihre
Grenzgebiete ” (1958) referiert hat, als eine erweiterte drei-dimen-
stonale Laguerresche Geometrie auffassen, welche im Erlanger Pro-
gramm aufs neue Platz nimmdt.
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