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129. L’Intdgrale (E. R.) et la Thorie des Distributions

Par Shizu NAKANISHI
(Comm. by K. KUNUGI, M.I.A., :Nov. 12, 1958)

Dans cette Note, nous montrerons trois propositions suivantes:
Proposition 1. Si f(x) est une fonction int$grable (E. R.) dfinie

comme une fonction-limite d’une suite fondamentale satisfaisant la
condition 3 dans un intervalle [a, b, et si g(x) est une fonction

variation born$e dans [a, b, f(x)g(x) est galement une fonction
intgrable (E. R.) ddfinie comme une fonction-limite d’une suite fonda-
mentale satisfaisant la condition [3, et on a, en d$signant par

F(x) une intgrale (E. R.) indfinie de f(x),

(E. R.)ff(x)g(x)dx--F(b)g(b)--(s)f F(x)dg(x).
Proposition 2. Si f(x), oo < x < +oo, est une fonction locale-

ment int$grable (E. R.) d$finie comme une fonction-limite d’une suite

fondamentale satisfaisant ( la condition 3,) la fonction

f(e)-(E. R.)ff(x)e(x) dx, (),

est une distribution d’ordre

_
l.

Proposition 3. Si T() est une distribution rdelle dfinie dans
l’espace euclidien de dimension 1, quel que soit l’intervalle Io, il
existe une suite fondamentale u--{V(Fn, ,; g)} telle que

ffn(X)(x)dx--T() pour toute (o).lim

Lemme 1. Soit u-- V(F, "n; f.)} une suite fondamentale qui

satisfait la condition [3. Alors, pour toute fonction g(x) monotone
non dcroissante et borne, g(x)l<2 (a un entier positif), il existe une

1) Une fonction f(x) est dit intgrable (E. R.) si f(x) est dfinie comme une
fonction-limite d’une suite fondamentale [V(F, ,; f.)} jouissant de la propridtd P*.

Nous dsignerons l’intgrale (E. R.) d’une telle fonction f(), c.--d, lim f()d

par (E. R.) f()d. Voir K. Kunugi" Application de 1 mgthode des espaees rngs

i 1 hgorie de l’intggraion. I, Proe. Japan Aead., 2, 21g-220 (1996).

.) [8]" Pour toug intervalle

voir 8. Nakenishi: 8ur la dgrhration de l’intgrale (E. R.) ind6finie. I, Proe. Japan
Aead., ,, 199-204 (1998).

8) M. H. 0kano donng eete formule l’autre condition darts 1 Note: Multi-
plieation of (E. R.)-integrable functions, Proe. Japan Aead., ,, g8-586 (1998).

4) C.-i-d. il existe, pour tout
sur lequel f() es dgfinie eomme une fonetion-limite d’une suite fondamenale satis-
faisant la condition [3 et jouissant de la proprit6 P*.
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suite des fonctions {g(x)}, en escalier, monotones non ddcroissantes
qui convergent uniformment vers g(x), telle que

u* V(Fo*, *o fo(X)go(X))," ", V(F, *,; fn(x)g.n(X)),
Y(F +

oh F-- F et ,--,--a--3, soit une suite fondamentale satis-

faisant la condition 3. On a en outre

lim x)g(x) dx--Iu*.)

En effet, pour la fonction g(x), il suffit de prendre une suite des
fonctions [g(x)}, en escalier, monotones non dcroissantes telles qu’on
air

g(x)=g+(x), ]g(x)]<2 et
2-

3A+(b--a)
pour tout m>2n+ 1, oh An+= max max ]f+(x) [}.

OKmK aKKb
De plus, on voit le
Lemme 2. Si la suite fondamentale u jouit, outre qu’elle satis-

fait la condition [3, de la propri$t P*, il en est de mme de la
suite u*.

Dmonstration de la Proposition 1. D’aprs les Lemme 2 et Prof.
K. Kunugi: Loc. cir., Thorme 4, on peut videmment admettre que
la fonction g(x) est monotone non dcroissante. 0n a d’abord, en posant

la relation

ff(x)g(x) dx-
D’autre part, puisque la fonction F(x) est continue ) et que F(x)
convergent uniformment vers F(x), on a l’galit

lim (S x)dg(x)-(S F(x)dg(x).

Par consequent, du Lemme 1, il rsulte la relation voulue.
Lemme 3. Si une fonction f(x) est respectivement dSfinie comme

des fonctions-limites des suites fondamentales u et u dans des inter-
valles [a, cJ et [c, b, o a< c<b, la fonction f(x) est galement d-
finie comme celle d’une suite fondamentale u dans a, b. De plus,
si u et u jouissent de la proprit$ P*, il en est de mme de la suite
U, t O a

dx.

5) Pour la notation, voir K. Kunugi" Loc. cir.
6) Voir S. Nakanishi" Loc. cit.
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" u " f2)},En effet, pour deux suites u
u-- V(Fo* [J Fo*, 2-0-); f(x)+f:(x)),. .,

V(F2 U F*, 2--); f(x)+f(x)),
V(F UF, 2-+ -); f+(x)+f+ (x)), ],

off F*-- F, F*-- F et v--min(v, ), est une suite fonda-

mentale jouissant de toutes les propri6t6s voulues.
On volt aussi facilement que, si u et u satisfont la condition

3J, il enest de mme de u.
Donc, si f(x),-- <x< +, est une fonction qui est localement

d6finie comme une fonction-limite d’une suite fondamentale satisfaisant
la condition E3 et jouissant de la propri6t6 P*, elle est aussi d6-

fini sur tout intervalle comme une fonction-limite d’une suite fonda-
mentale poss6dant des mmes propri6t6s. Par cons6quent, de le Pro-
position 1, il r6sulte la Proposition 2.

D6signerons dans la suite par AF l’ensemble de routes les fonctions
9(), v6rifiant ]9()(a)]<l pour ng m.

Lemme 4. Pour la distribution dans l’espace euclidien de dimen-
sion 1

T(e)- (2),
oh a est un point fixe quelconque et m est un hombre entier 1, il
existe une suite des fonctions f(x) (k--l, 2,...), en escalier, jouissant
des propridt$s suivantes:

1) on peut prendre une suite dcroissante des intervalles ouverts
{(a, b)], v$rifiant

E Eft(x) O (a, b) et lim b- a,

2) on a ff(x) dx-O pour tout k,

3) on a lira ff(x)9(x) dx-()(a) pour route (2), et en parti-
al

culler la convergence est uniforme sur tout AF+ (/--1, 2,...).
D6monstration. 1. Posons

a,=a+ 1/2 (i-- 1, 2,...),
alors, en vertu du Thforme de la moyenne, on a pour e()

9)(a)--2((-)(a,)-9-)(a)) <2i mx
En outre, 2. Pour une suite quelconque des fonctions non-n6gatives
et sommables {g(x)} telles qu’on ait E[g,(x)0 (a--l/2, a+1/2n)

et qu’on air .]g(x)dx-2 quel que soit n on a

 our f s
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Ceci dit, montrerons par induction le rsultat voulu. Soit e (k--l,
2,...) une suite des nombres positifs tels que 0. Alors, d’aprs 1,
on peut choisir une suite partielle i (k--l, 2,.-.), vrifiant

’(a)-- 2k((atk)--(a)) < k/2 pour toute A.
Soient

g,(x)_--2i/ pour x(a, a+1/2/n)
[O partout ailleurs
h() --g,,(x--a+a)

n--1,2,.... On a alors .J’g(x) dx---2pour

quel que soit n. Donc, d’aprs 2, pour il existe un indice n tel
que n<n+ et qu’on air la lois pour route A

fg:(x)(x) dx+2(a)</4 et fh(x),(x) dx--2(a)l</4.
f(x) + est une2(x) h,(x) (k-l, 2,... suite des fonctions jouissant
de routes les proprits voulues.

En supposant que le Lemme soit vrai jusqu’ m--l, montrerons
qu’il est aussi vrai pour m. D’aprs 1, pour la suite {} on peut choisir
une suite partielle i (k-l, 2,...), vrifiant

]()(a)--2((-’(a)--(-’(a)) </2 pour
Par hypothse d’induction, il existe deux suites des fonctions g(x)
(k-l, 2,...) telles que:

1) on a E [g(x) O (a, a+1/2),

2) on a fg(x) dx-O pour tout k,

on a AF+,
et h(x) (k-l, 2,...) telles que:

) on a E[h(x) 0 (%, %+1/2),

2) on a fh(x)dx-O pour tout k,

s) on a f()()--e(- 1.

f(x)--g(x)+h(x) (k--l, 2,...) est une suite des fonctions jouissant de
routes les proprits voulues.

Lemme 5. Soient f(x) une fonction r5elle mesurable et born$e

d$finie clans un intervalle [,, fl, m un nombre entier 1 et T()
une distribution d$finie par la formule

y’()- f(),(), ().

foetio f() (k-l, 2,...),
vate:
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1) il existe une suite croissante des hombres entiers positifs {lk},
vOrifiant

E[fk(x)=O [.J (h, h+Tk), oit
t=l

2) on a .ff(x) dx-O pour tout ,
3) on a limf(x)(x)dx--T() pour toute (), et en patti-

culler la convergence est uniforme sur tout AY+ (/=1, 2,...).
Dmonstration. Soit (k=1, 2,...) une suite des nombres posi-

tifs tels que s 0. II existe pour la fonction f(x) une suite des
fonctions [g(x)), en esealier, telles que:

1) g(x) tend vers f(x) presque partout,

2 0,

3) quel que soit n, g,(x) est borne en module par un nombre
positif N.
Donc, il existe une suite partielle g(x) (k=l, 2,...) de [g(x)] telles
que

T((2)-- gn(X)")(x)dx<k/3 pourFe

Puisque la fonction g,(x) est en escalier, elle s’crit
si x I? (i= 1, 2,..., i)g(x)--

0 si

off I (i--1, 2,..., i) est des intervalles ouverts disjoints d’un hombre
fini. Pour un nombre entier positif l, partageons l’intervalle [a, fl par
une 6chelle de hombres croissants:

1 th0-, h=+(-),. ., h-+(-),..., h-.
Dsignons par h (j=l, 2,...,j) tous les nombres ht appartenant

I, et par & l’intervalle h,h+(-) On a alosr pour toute

eA+i

Done, il existe une suite croissante des nombres positifs l (k-1, 2,...),
v6rifiant

(m) k (m) X
v, (h,)- n() ()dx </.

En outre, en vertu du Lemme 4, il existe une fonction fi(x) jois-
sant des proprit4s suivantes:

1) on a E h[f(x) 0 , h,+),

2) ona f() g=O,
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3) on a pour ffA/

f(x)(x) dx v . (h) <
2

de sorte qu’on air

ik Ji
A(x)-- fi(x) (k-l, 2,...) est une suite des fonctions jouissant de==oue le propri voulue.

Dmonrion de I ropoiion 3. Gomme nou avon dj
pour ou intervlle 10, , il exise un hombre enier I , e
une foneion relle meurble e borne f() el ue

oon -1/2, (-1, 2,...), e oi f,() (--1, 2,...) une uie
des fonctions choisie pour {} dans le Lemme 5. Alors, on voit que
si l’on pose

g+,(x)--g(x)=f(x) et ,--m,
V(F, ,; g)} est une suite fondamentale telle que

fg(x)(x) dx-T() pour 6 (,).lim


