
No. 10] 681
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(Comm. by K. KuuG, ..,., De. 12, 158)

1. Introduction. A propos de l’quation p-parabolique, M. S.
Mizohata [7] a russi rsoudre le problme de Cauchy du point de vue
de M. J. Leray [5, en appliquant la thorie de semi-groupe. D’autre
part, M. L. Grding, dans son mmoire rcent [2], a montr une voie
lmentaire pour le problme de Cauchy relatif l’quation hyperboli-
que, oh il rduit le problme la dmonstration de deux ingalits:
ingalit d’nergie et celle de duale. Alors un problme se pose, celui
de savoir s’il n’est pas possible de procder de la mme faon pour
l’quation parabolique. Cet article est donc consacr dmontrer
deux ingalits analogues, qui ont pour consequence le rsultat que
voici:

Soit Y(x, D) un oprateur p-parabolique d’ordre m+ 1 coefficients
indfiniment diffrentiables uniformment borns, alors /(x, D) dfinit
un isomorphisme de (/, sur q’. (Voir les travaux de M. Lady-
zenskaja [6, oh l’on trouve le cas particulier.)

Soit _q) une bande dans R , dfinie par {x
zt, et * sont les parties de correspondant respectivement
O<_xo_t, Xo--t et t_Xo_l. Soit En+ l’espace dual de R/ par rap-
port la forme bilinaire (x, }=,x.; a est un multi-indice aux
composants de nombre entier positif, pour lequel on associe deux
normes: I]=] et ial=0+a+...a, o pest un entier dfini
tout l’heure. C,() est une famille des fonctions dfinies dans
b. support compact, ayant les drives continues jusqu’ l’ordre a, off
o_<, ll,_<+q; c%q))= r3c,(_q)).

k, q

Soit (x,D)--,t(x)D (D"--DD...D) un op6rateur dif-
frentiel dfini dans _q). On dit alors avec M. Petrowsky [8 que /(x, D)
est rgulirement p-parabolique d’ordre m+ 1, si les conditions suivantes
sont satisfaites: 1) /(x)=l pour a=(mq-1, 0, ..., 0) et il existe un
entier p tel que a]e_<(m+l)p, 2) pour les parties relles des racines
caractristiques 2 de /0(x, D), on a une constante <0 telle que
Re 2(x; , $., ..., .)_1[e, off l’on entend par /0(x, D) la partie princi-
pale de t(x, D), forme des termes correspondant

Pour simplifier, nous supposons dans toute la suite que les co-
efficients de /(x, D), ainsi que toutes leurs derives, soient uniform-
ment borns dans
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Dans notre raisonnement deux lemmes suivants jouent le rSle
fondamental.

Lemme 1.1 (Grding). Soient r(t), s(t), et k(t) les fonctions non
ngatives dgfinies dans l’intervalle [0,1. Supposons que r(t) soit
intgrable et que k(t) soit non dcroissant, alors l’ingalit:

r(t) -k s(t) <_ c r(t) dt -k k(t) c> 0

entrane: r(t) -k s(t) <_
Soit Dt,--D -- un oprateur diffrentiel, oh 2 est un hombre

complexe dpendant des paramtres (, ., ..., Sn) de la faon suivante:
1) homogne d’ordre p, 2) Re () est strictement ngative sur la sphere
d’unit de E. Alors on a le

Lemme 1.2. Pour tout t e [0,1 et toute fonction f, continCtment

diffdrentiable dans 0, 1, on a une constante c>O telle que:

’. D,,fi7 dt

ot s-, et at(f)-- Dr, f iA-sP]f
2. Ingalit d’nergie. Nous commen0ons par donner quelques

dfinitions, a’ q(f; U)--,;Df D"f d U, oh la somme s’tend sur
U

tout a avec ]a]e<_kp+q et qu’on prend comme U divers espaces
convenables. ’’q(_q)) est un espace hilbertien form des fonctions
mesurables dans , muni du produit scalaire a’ q(f, g; ) dduit de
la norme a,q(f; ). Soit _(x, D) un oprateur diffrentiel dfini par
:(x,i$)----iDo._(x,i$), qui est, comme on voit facilement, un
oprateur p-parabolique d’ordre m. Soit rq--,(--1)I"ID".D off a’0--0
et I]--q.

Proposition 2.1. Il existe une constante c>O ne dpendant que
de [] et des coefficients de (x, D), telle que_

Re(f :f t)
pour tout t et tout f eC+’(_q)).

Grace une partition de l’unit, la dmonstration se ramne au
cas d’une quation coefficients constants.

Remarque. Nous ne prcisons pas dans la suite que la constante
c ne dpend que de [1 et des coefficients de /(x, D).

Soit U/(D) un oprateur diffrentiel p-parabolique i coefficients
constants, ne contenant que la partie principale. Alors on a le

Lemme 2.1. Pour tout f C , o(), il existe une constante c> O,
telle que

cEa, 0(f; ,)._t_ a, ,/.(f; t). __c-,E=, 0(f; _q),).

__
a, 0(f;

<_Re(f :f ).
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Dmonstration. Dsignons par f-->f la transformation de Fourier
par rapport aux coordonnes spatiales x’-(xl, x2,..., xn)"

f(t,’)--(2) f(t,x’)exp(--ix)dx’, o nous crivons t au lieu

de x0. En vertu du thorme de Parseval, l’intgrale
Re((D)f, _(D)f;-q)t) peut s’crire comme suit:

Re((D)f _q(D)f; f
off ct est une bande dans E +1 dfinie par 0_$o_t. Remarquons
maintenant que Re(2j) est strictement ngatif sur la sphere d’unit
de En. Ainsi pour dmontrer le lemme, on n’a qu’ appliquer itrati-
vement le lemme 1.2.

Proposition 2.2. I1 existe une constante c>O, telle que

c[a,, r-q+p/.(f t)2

_
(Tin, +p(f; )t)2" __c-lE(Tm, q+ p/.(f t)2_

Re(f %/,. ,.f t).
C’est une consequence immediate de la proposition 2.1.
Maintenant nous pouvons prouver le thorme suivant qui est

l’objet de ce paragraphe.
Thorme 2.1. I1 existe une constante c>O, telle que
(m,q+p/2(f 7rt)..tm+,q(f t)__Ctro, q(f t)_(Tm, q+p/.(f 7o)

pour tout t et tout
Dmonstration. I1 suffit de faite la dmonstration pour f

--C/, q(). Dans la proposition 2.2, si l’on modifie le second membre
l’aide de l’ingalit de Schwarz, on a une constante c>0, telle que_

a0, (/f; ,)t)2.
Le lemme 1.1 entraine donc:

D’autre part Dr f-_f
(mq-1)p, donc le thorme se trouve dmontr.

3. Diffrentiabilit. La rgularit de la solution se dmontre
par suite de localisation de l’ingalit d’nergie. Soit /2 un ouvert
relativement compact contenu dans l’intrieur de _q);/20 est une partie
compacte de /2. Dsignons par J un rgularisateur dpendant d’un
paramtre e. Alors on a le

Thorme 3.1. Soient f e , o() et f o, (), alors on a
une ingalitd de la forme suivante:

c.r’+’q(Jf; 9o)--c-.a+,(f; 9)_ a’ (,_)/f;/2)
off c est une constante d6pendant de q,/20 et /2.

La d6monstration se fait par l’induction sur le nombre q. La
r6flexivit6 de l’espace hilbertien entraine la compacit6 faible de ses
parties born6es. Le fait que {Jf} forme une famille borne par
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rapport la semi-norme a
, q(J,f, [2o), est quivalent dire que, pour

chaque a avec o_m+1, ]](m+l)p+q, {DJ,f) est une famille
borne dans L2(90). Donc on peut en extraire une sous famille con-
vergent vers un element de L2(9o), qui coincide avec la drive Df au
sens de distribution. C’est ainsi qu’on peut voir, grace au thorme
de Sobolev, la rgularit de la solution.

4. Ingalit duale. Soit , l’adhrence dans ’ de C, sous
ensemble de C(), form des fonctions s’annulant au voisinage
de u0; soit -’ - l’espace dual de ’q, mis en dualit par la forme

bilinaire (f,), qui est l’extension de l’int4grale ff.Vd pour

f,q, L. a,q(;)--sup (f, a,(f; )- est une norme

dans o,-q. De ce que .o,q est un espace hilbertien, il existe une
application isomtrique de 0,-q sur .o,q, que nous dsignons par
Cette application nous permet de dfinir a’-q(:=) par a,q(;),
e,0,-q, qui a videmment le sens pour presque tout t. Soit
l’application transpose de , application de o,-q dans --’-q,
qui coincide avec *.-(--1)D"(,.) pour une fonction suf-
fisammen rgulire s’annulant au voisinage de =.

Posons a-’ --(*; )--sup](f, ]a,q+(f, )-, oh

signifie sous famille de C(), dont les lments s’annulent au voisinage
de .

Thorme 4.1. On a une constante c>0, telle que
0,-+(; )+0, _(; )gc._, __(,;

pour tout o,- et presque tout t.
D6monstration. Remarquons qu’il existe une fonction g e o,

satisfaisant r/. g-. Maintenant l’application nous permet
d’6crire l’in6galit6 ci-dessus sous forme 6quivalente:

a, q+(g; z)+a’ +(g; )c.p(t) p.p
off p(t)-sup a’q(f, v/.g; )la’q+(f;

Suivant le" raisonnement de M. Grding, il suffit de dmontrer
cette in4galit pour g e, , indfiniment diffrentiable et de plus
s’annulant au voisinage de .

Servons nous de l’induction sur l’ordre de l’oprateur (x,D).
Pour le cas off re=O, la dmonstration est facile. Soit * un opra-
teur diffrentiel p-parabolique d’ordre m, coefficients constants.
est son adjoint formel, qui est donc p-antiparabolique. Selon l’hypo-
thse, il existe une fonction indfiniment diffrentiable he"+,q,
s’annulant au voisinage de , qui satisfait .h--g. (C’est une
consequence imm4diate du thorme 4.2 appliqu , si l’on fait le
changement t--t.)
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Maintenant on a:

a0, q(2/f, r/.fh; *)--a0, q(*h, r/2-*f; *)1
c,a’,q/(f; *). a, /-l(h;)

pour une constante convenable c.
D’autre part on a:

a’q(f r/.h; )p(t).a’’q+(f; ). vfC
I1 en r6sulte done:

D’aprs le th6orme 4.2, *C est dense dans .0, q+v(); donc

il existe une suite (re) des 616ments Cff, qui converge vers *h au
sens de la topologie de 0,q+(). En se servant de l’in6galit6
d’6nergie pour l’op6rateur * dans , on obtient:

+ a+(*h; 2).lira. a’, q (f, ?)< c2a
Ces in6galit6s entrainent:

o. q(*h,.2.;)gc..+(, 2),(t)+c,+-(h 2).
Ainsi en remarquant que * est un op6rateur p-antiparabolique,

le mme argument dont nous sommes servis dans le paragraphe 2
entraine: .. +(h; )+., +(h; 2)gcp(t).

Parce que g--.h, ce n’est que l’in6galit6 cherch6e.
Th6orme 4.2. L’application (x,D) est un isomorphisme de

+.() sur o, ().
D6monstration. Le th6orme 2.1 montre que (x,D) est un

isomorphisme de , q dans , q. Donc l’image . ’ q est
ferm6e dans 0,q. D’autre part, le th6orme 4.1 fournit comme cas
particulier que C est dense dans ,0,q. c.q.f.d.

Le th6orme 4.2 montre une autre vole pour r6soudre le problme
de Cauchy, qui a 6t6 d6j d6montr6 par M. S. Mizohata [7] et M. S. D.
Eidelman [2].
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