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7. Sur les Topologies des Espaces de L. Schwartz

Par Tameharu SHIRAI
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Jan. 12, 1959)

Dans cette Note, nous donnerons une rgle de construction de la
plus fine vritable-topologie des vritable-topologies qui sont moins fines
que la pseudo-topologie donn, et montrons que la vritable-topologie
induite de la pseudo-topologie est la topologie qui preserve la famile

des transformations continues, et que la vritable-topologie c induite
de la pseudo-topologie de (.q)) sera strictment plus fine que la vritable-
topologie c, de (_q)), qui a t donne par M. L. Schwartz.

1o Nous pouvons dmontrer facilement le thorme suivant:
ThorSme 1. Soit c une topologie monotone de l’espace X et on

d$note par A la fermeture de l’ensemble A par rapport ( la topologie

c6 et soit c6 Ia topologie qui a

A-- F

comme la fermetuve nouvelle de A. La $opologie ales proprits
suivantes:

(i) c est monotone, et A _A,
(ii)
(iii) . _
(iv) si satisfait la condition que _A, est la topologie la
plus fine des topologies qui soient moins fines que c en ayant la
propri$t$ que toutes les fermetures sont fermdes.

D$finitions. La topologie qui a la proprit que routes les ferme-
tures sont fermes s’appelle vgritable-topologie et la topologie qui n’a
pas la proprit ci-dessus s’appelle pseudo-topologie. Si c6 est une

pseudo-topologie monotone, la topologie donne dans le Thorme 1
s’appelle la v$ritable-topologie induite de la topologie .

Thorme 2. Si T est une transformation continue ()) de X
dans Y, T est continue (c6) aussi. R$ciproquement, une transforma-
tion T arbitraire mais continue () est continue (c6) aussi, si est

monotone et a la proprit5 que toute fermeture () A contient A.
(Remarque: T n’est pas ncessairement linaire.)

En effet, si A est ferm (), A est un des F tel que F(F[JA),
et donc AA, c’est--dire A est ferm (). Par consequent, quand

1) Voir L. Schwartz" Thorie des Distributions, 1, 24, 67.
2) Ce signifie que Test continue par rapport la topologie c.
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T est continue () dans X, T-(F)est toujour ferm () dans X oh
F est un ensemble ferm dans Y.

Rciproquement, soit T une transformation continue (). Posons
A-- T-(F). Si satisfait les conditions de ce thorme, on a fi_._A,
par consequent on a A--A, puisque A--T-(F) est ferm ().

A l’gard des relations entre la topologie et la topologie induite

c6, on ale thorme suivant:
Thorme 3.3) {G(p)} est le systme fondamental des voisinages

(c6) de p, ot {G(p)} signifie le systme de tous les ensembles ouverts
(c6) qui contiennent le point p.

2. Soit la pseudo-topologie de ()) qui a t donne par L.
Schwartz; est une pseudo-top01ogie au sens ci-dessus. Soit A un

sous-ensemble de l’espace vectoriel () et dnotons par A l’ensemble
des ionctions limites () des fonctions contenues dans A:

A {; f-, A}.

Lemme 1. A- [_J A()
oh K signifie un ensemble compact arbitraire dans l’espace euclidien
R de dimensions n.

En effet, puisque est monotone, on a A J A(0). Quelque

soit une fonction contenue dans A, il existe une famille des fonctions
[} telles que f.A et que -. D’ailleurs, d’aprs la dfinition

de , il existe un ensemble compact K tel que e() pour tout j.

Par consequent, on a eA() pour tout 3", donc on a eA().
Thorme 4. Soit la pseudo-topologie de () qui a t donn$e

par L. Schwartz. Pour qu’un sous-ensemble U de () air comme
un point int5rieur () il faut et il suffit que U satisfasse la
condition suivante:

Quelque soit un ensemble compact K(_Kv), il existe une voisinage
V(m; e; K) tel que + V(m; ; K) U, oh Kv signifie le support com-
pact de .

Ddmonstration. Soit U un voisinage () de c’est--dire eI(U)
-(U). En vertu du Lemme 1, U--J U(). Puisque e()
pour tout KK, il existe un voisinage V(m; ; K) tel que (-V(m;
e; K))(U(2))--. D’ailleurs, - V(m; ; K)(2) pour K_K,
donc il faut que - V(m; ; K) U.

Rciproquement, si U satisfait la condition de ce thorme, il
existe un voisinage V(m; e; K) tel que (+ V(m; ; K)) U--, pour

3) Dans ce th4orme, nous ne supposons pas que est monotone; donc c n’aura
pas ngcessairement la propridtg que A_A.
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tout ensemble compact K. Par suite 0--(+ V(m; ; K)) U(),
donc U() pour tout ensemble compact K(K,). D’ailleurs,
pour K K, on a ()--(_q)) Uc().

Par consequent, en vertu du Lemme 1, on a (UU(_q)))
=(v)-(v).

3. Soit la pseudo-topologie de () donn6e par L. Schwartz.
Nous allons donner une m6thode de construire un voisinage ()de 0,

et en le faisant, nous montreront que la topologie - est strictment
plus fine que la v6ritable-topologie de () donn6e par L. Schwartz.

Dor6navant, nous d6noterons par B la boule ferm6e de rayon
p(>0) dans R, et par K le support compact de la fonction 9. On
a la proposition suivante:

Proposition 1. V({m}; {}; {By}) est ouvert (i), o V({m}; {};
{By}) est l’ensemble des fonctions 9e() qui, quelque soit v, vrifient,
pour x I(B)

Ce systme des voisinages V({m]; {o}; {By}) est clairement qui-
vaient celui qui a t donn par M. L. Schwartz?

Construction des ensembles ouverts (): Considrons des trans-
formations univoques t,, (-1, 2, 3,...; f-0, 1, 2,...) de l’espace ()
dans l’ensemble des couples de hombres {(m, ); m-l, 2, 3,..., e>0},
et posons

,()-(,(v); ,()),
G(o)- V(m,o(0); ,o(0); B),

G>- U (9+ V(m,,(); e,(?); B+), lg/<: ,
G<)- U G(,),

G- U G().

Alors, nous pouvons dmontrer le lemme suivant"
Lemme 2. G est ouvert (). Quelque soit la fonction 0 de G,

il existe deux hombres entiers o et o tels que (o) et que peut

oo (oo(O); o,o(O); o), o/ (o,(o/’"/o/-)
o,(o/"" /o/-); o/), __o.

sysme {G} comme le sysme fondamental des voisinages de la fonc-
tion 0 est une vritable-topologie.

4) Voir ouvrage de L. Schwartz cit4 dans 1), p. 67.
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Exemple 1. Soient {m} une suite de nombres entiers _>0 crois-
sante et {} une suite de nombres >0 dcroissante. Posons

U0a)({m}; {e})- V(ma; ; Ba)
V({m}; {e})- U (+ V(m+,; +,; B+,)), IEZ< ,

u({m}; {})- U u,
u({m}; {})- U u.

On a le lemme suivant:
Lemme 3. U({ma}; {})- U <a), a)- g(m,;,;B,)+... +

ca; Ba) o V(m,; ,; B,)+. + V(m; ea; Ba) signifie l’ensemble des routes
les foncions qui peuven$ tve eprim comme une somme des fonc-
tions se V(ms; es; Bs), j--l, 2,..., . U es convexe e ouver ().

D$notons par la topologie de l’espace vecoriel qui ale systme
{U} oh m, e0, comme le sys$me fondamen$al des voisinages

de la fonction O. Alovs es une vriable4opologie localemen

convexe et qui es$ plus fine que *;) par suite --* e$ elle es$

moins fine que .
Exemple 2. Soient {m} une suite de nombres entiers croissante

et {} une suite des nombres >0 dcroissante. Posons
W({m}; {})- r(m; ; B)

- (++...+)
1__</< oo,

w({c}; {<q)- U W)({m<};

W({m<q; {<})= U W<({m}; {}).

En vertu du Lemme 2, W est ouvert () et {W} definie une
vritable-topologie.

Propri$t$ de W; Soit 0 une fonction quelconque appartenant
g W, il existe deux nombres entiers a0 et 0 tels que Wa Donc,
en vertu du Lemme 2, il existe des fonctions a0, ao+-’", a+, telles
que

++-.o
1

Bo+,). 1 N o.
Nous pouvons montrer faeilemnet que. si 0@ e W. il existe un

hombre entier 20 tel que

5) c, signifie la v4ritable-topologie donnde par M. L. Schwartz, voir 1).
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(*) suplD9(x)lg(5/4),o, si tpl<m(), O-9eW,
(**) (4/5) sup I(x)l_<sup 19,0(x)l_<(4/3) sup I(x)t, si 0 e W(*.).

Nous pouvons montrer aussi le lemme suivant:
Lemme 4. Soit R l’espace euclidien de n dimensions. Quelque

petit que un hombre >0 est, quelque grand un hombre aO est, et
qUelque soi$ un nombre p >0, il existe une fonction f(x) qui satisfait
aux conditions

f(x)(), supDf]<, si Og[pm--1,
et il existe un p(O) Sel que [p(’]-m et que sup

Thorme 5. Soit la pseudo-tologie de () donnSe par L.
Schwartz. La v$ritable-topologie induite de est strictment plus
fine que la vritable-topologie * de () donn$e par L. Schwartz.

DSmonstration. D’aprs le Lemme 3, il suffit de montrer que

est strictment plus fine que , si m, e0. Considrons
W([m()]; [)}) off m(), )0, alors c’est ouvert ()(voir le
Exemple 2) et contient la fonction 0, par suite, en vertu du Thorme
4 il est un voisinage () de 0. Supposons que soit plus fine que, alors il existe U({m}; {e}) tel que

( 1 ) v({m}; {}) w({}; {}).
Puisque mC), )0, il existe un nombre entier >2 tel que

m+l<m,). Posons ,--min (,,, e(’)), p sup 9], il y a un

nombre entier k(> 1) tel que p > ,(’)/k, puisque p >0. I1 existe une
fonction 9o(x) telle que
(2) 9o(x)eV(m,;;B), sup]o(X)]>p/2>/2k, et, en vertu du
Lemme 4, il existe une fonction f(x)qui satisfait aux conditions sui-
vantes:
(3) f(x) V(m; ,/10k; B) et il y a un nombre P0 tel que P0[
=m+l et que supDof(x)i>2e. Posons

*()-f(x)+0(x-+,, x, ,..., x).
Puisque f(x) V(m; ,; B) V(m; ; B),
K0(x--+v, x,x,..., x,)B,--I(B,_I) et que o(X--+v, x,.. ",Xn)
e V(m,; ; B,), on a
,(x) y(m; ,,; B)+ Y(m; ,; B,) V()({m}; {,}) V(im}; {,}).

Par cons6quent, d’aprs (1) on a

,(x) e U W)({m()}; {,}).
Donc, il existe un nombre entier o tel que

* e Wo).

Quand 0<, on a BoB_. Puisque K,oBo, en vertu de (**)
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(4/5);/2k<(4/5) o(X--1/2+,, x, x,. ., Xn)
_< (4/5) sup (x) < (4/3) sup (x)- (4/3) sup f(x)[

a:-B2

C’est une contradiction.
Quand 2o>_,, on a ipo]-m--l<m’<_mo et que, en vertu de (,),

sup] Do&(x) i_ (5/4)e-0>.
Puisque, 2()<supiDof(x)i (voir (3)) et que KKo--, on a

2s) < sup D’f(x) [-- sup D4(x) - (5/4)s(.
C’est une contradiction.


