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36. Sur le Théoréme de Fubini et les Suites Fondamentales

Par Shizu NAKANISHI
Université d’Osaka
(Comm. by K. KuNUGI, M.J.A., April 13, 1959)

Dans cette Note, nous montrerons surtout deux propositions sui-
vantes:

Proposition 1. Soit uw={w,}, w,=V(F,, v, f.), une suite fonda-
mentale définie dans Uintervalle I,=[a,b; c,d] d’espace euclidien de
deux dimensions® et qui satisfait a la condition suivante:

On peut poser, pour tout n (n=0,1,2,.--),

Joer@, ¥)=1 (%, )+ 0u(%, ¥)+7.(2, ¥),
ot p,(x,Yy), r.(x,y) sont des fonctions en escalier satisfaisant, outre

qu’elles satisfont aux conditions [17], [2] et [3], & la condition sur-
vante (*).P

(*) Pour tout systéme de nombre fini d’intervalles I, (1=1,2,
-+, 1) sans points commun deuxr & deux tels que I,=[a<ax<b]XJ,
ot J, sont des intervalles contenus dans Uintervalle [c<y<d], si les
extrémités de J, appartiennent 4 proj., F, pour tout i, on a

_2,9: I fffr,,(x, y) dady }<2'“n (n=0,1,2,--.).

I;

Désignons par f(x,y) la fonction-limite de la suite w. Alors, on
obtient deux résultats suivants:

1) Pour presque tout y de Uintervalle [c<y<d], il existe une
sutte fondamentale u¥="[u%] définie dans Uintervalle [a <x <b] et telle
qw’une fonction-limite soit f(x,y), a<x<b, et qu'une intégrale de la
fonction déterminée par u? coincide avec la limite de la suite des

intégrales lebesguiennes f Sz, v) da.

2) Supposons qu’il existe un indice n, tel que les points y=c
et d appartiennent a proj., F, pour tout n>m, Alors, pour la

fonetion g(y)=lim f Sale, )de, c<y<d, il existe une suite fonda-
72->00

mentale v={v,} définie dans Uintervalle [c<y<d] tell qu’une fonc-
tion-limate soit g(y) et qu'une intégrale de la fonction g(y) déterminée
par v coincide avec la limite de la suite des intégrales lebesguiennes

[ £t ) dudy.

1) Pour une définition, voir T. Ikegami: A note on the integration by the
method of ranked spaces, Proc. Japan Acad., 34, 16-21 (1958).

2) Voir la condition [3,] définie dans la Note, S. Nakanishi: Sur la dérivation de
Pintégrale (E. R.) indéfinie. I, Proc. Japan Acad., 34, 199-204 (1958).
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E’changeons x par y et y par x dans la Proposition 1 (mutatis
mutandis), alors, on a le méme résultat que ci-dussus.

Proposition 2.2 Soit u={u,}, u,=V(F,, v, f.), une suite fonda-
mentale définie dans DUintervalle I,=[a,b; ¢, d] telle que {F,} soit une
suite non-décroissante d’ensembles fermés, de total I, et qui satisfait
0 la condition swivante (1) au liew de la condition (x).

(t) 1°) Pour tout systéme de mnombre fini dintervalles I,
(t=1, 2, + -, 1y) sans points commun deux & deux tels que I,NF,==0
pour tout v, on a

)
> [fr,,(w,y)dxdy‘<2 " (0=0,1,2,--).

i
2°) On a é‘off [7.(2, ¥) | dady <21 (0=0,1,2,--).
CFp g

Alors, on obtient trois résultats sutvants:

1) Pour presque tout y de Uintervalle [c<y<d], la fonction
flx, y), a<x<b, est intégrable au sens de Denjoy.”

2) Pour presque tout x de Uintervalle [a<x<b], la fonction
f(x,y), c<y<d, est intégrable au sens de Denjoy.

3) On a

tim [ [ f.(w,9) dudy=(D) [* () [* £(z, v) dw) dy
=) [*(@) [* @ v) dy) da.

Démonstration de la Proposition 1. Pour simplicité, posons I,=[0,
1;0,1]. Comme nous avons déja vu, puisque la fonction-limite f(x, %)
g’exprime par

f(xr y) =f0(w’ y)"'p(x’ y)—]-’r(w, y),
ol p(x, )= 2 P(x, ¥) et r(x, y¥)= > 7.(®, ¥), et que la fonction fi(, ¥)
n=0 B0
+p(x, ¥) est intégrable au sens de Lebesgue, il suffit de démontrer le
cas ot f(x,y)=r(x,y). De plus, nous avons déja vu qu’il permet de
supposer que la suite d’ensembles fermés F, soit non-décroissante, qu’on

ait vy, +1<v;,,. pour tout n, et qu’'on ait r,(x, ¥)=0 pour tout n.
Posons

1
Y$+1=[y; f T2041(®, Y) dX>27“m+17™ et yeproj., ann:l
0

1
Y‘z;n:[i’/; '—f T2011(®, Y) dX>27m4+1°" et yeprog., F2n+1:|

0

8) Comme le cas particulier, on a James Pierpont: The Theory of Functions of
Real Variables, 1, 627 (1905).

4) Voir la propriété P’ définie dans la Note, S. Nakanishi: L’intégrale de Denjoy
et I'intégration au moyen des espaces rangés. I, Proc. Japan Acad., 32, 678-683 (1956).

5) Au sens de Denjoy-Perron.



No. 4] Sur le Théoréme de Fubini et les Suites Fondamentales 163

et Yy, =Y4.,1U Y, .. Dabord, pour Y., il existe, d’aprés le Théoréme
de Vitali, une suite d’intervalles J3**! (k=1, 2,---) tels que des extré-

mités appartiennent a Y, et qu’on ait & la fois mes(Y;;,”— UJ 2"”>=0

et mes(U Jim+t— Yz,.+1)<2'”i"*1/max[frzn”(x y)|. D’aprés (x), on a

k=1

d’abord 2' f rml(w, Y) dw dy’<2‘“%"+1. D’autre part, on a
%=1
‘Z‘IH-I 0

[ ([t dz)an=F f ([ eveste, vy o)y

v,

_‘f (f"'zn“(x, Y) dw)dy

241 +
U e " ¥ma

Done, on a mes (Y4,,)<2 P, De méme, on a mes (Y;,,,)<2 P,

>2-m+1-" meg (Yo, ) — 27 0+1,

Par suite, la mesure de I'ensemble ¥ = ﬁ ( U Y2n+1> est nulle. Done,

m=0
il g’ensuit que pour tout ye[0<y<1]—(Y UZ), tl existe un indice
m=m(y) tel qu'on ait pour tout n>m

l f1'r2n+1(w, y) dw|<2“(“2n+1—n>

ouZ,=[0<y<1]— U proj., F,, puisqu’il existe, pour tout ye U proj., F,,
un indice n _n’(y) tel qu’on ait yeproj., F, pour tout nzn .
D’ailleurs, on voit qu’on a mes( D F.N{yIx[0<xr<L1] ))) =1 pour
n=0

tout ¥ n’appartenant pas & un ensemble Z, de mesure nulle. Con-
séquemment, il s’ensuit que 1) est démontrée.”
Posons F = proj., Fy,.. N ([0<y<1]—(Y*UZ,U Z)), ou Y

6) On voit aisément que si

1°) {vp, #=0,1,2,---} est une suite des entiers positifs ou nuls telle que vo<v,
<yg<loen,

2°) {Fn, n=0,1,2,---} est une suite non-décroissante d’ensembles mesurables
contenus dans [a<x<b] telle que ,.13,21 mes ([a<x<bd]—F,)=0,

38°) fo(®) est une fonction sommable définie dans [a<x<b],
4°) pour tout n=0,1,2,- -+, p,(x) est une fonction sommable définie dans [a < <b]

13
et telle que f | p() | de <2-¥=,

5°) pour tout =0,1, 2, -, r(x) est une fonction sommable définie dans [a<x<b]

fb ra() do

a [e=] (=]
limite coincide avec la fonction fy(x) -+ 2 Pale) + 2 ro(x) et qu’une intégrale de la

et telle que <277n, il existe une suite fondamentale telle qu’une fonction-

fonction déterminée par la suite coincide avec le nombre f Jo(x) de + Z‘, f () d
+ 2 rn(x) da.
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=UY,,.,. Posons de plus

oo 1
>0 | Teni®, ) do si yeF*
fé“(y)={”=° d
0 si yeF*
et pour tout m (m=0,1,2,--.)
Y 1
> | Toni(®, ) da si yeFt —F¥
n=m A
%(or) — 1 _
)= f Tom+ (T, Y) da si ye
0
0 si yeFx,

Alors, on a lflr;}:(y) dy|<2"”2m+1"""’ pour tout m>mn, En effet, on a
0

| [y av<| [ ( [ronnsov)do) dy|

+f <§ f 1!"'2n+1(00,y)|dac>dy,
B =P

0

A premiére terme, il existe un ensemble fermé F contenu dans F.¥
et tel que mes (Ff—F)<2*2+1/max |7y, ,(x, ¥)|. Daprés ce qu’on
@,
ait Fx S proj., Fy,,,, et d’aprés I'hypothése de 2), les extrémités de
J, appartiennent & proj., F,,.;, quel que soit ¢. Done, ce terme
o0 1 1

<3 [([rmu@ds)iyl+ [ ([17mln,0)] do)dy<z-oma-r,
=t 7, %0 Aupnrk %

A deuxiéme terme, si yeF}, pour tout n>m-+1, yeY,,,, et

1
yeproj., Fy,.,. Done, on a | f Pons1(2, ¥) dwl<2““%+1‘”’ pour tout
[

n>m-1, par suite ce terme< 2~ Cm+3- M+ L P-Cami1-m
Posons pour tout m (m=0,1,2,---)

FEO=F1 )+ 2 7).

plus précisément

e 1
Z_‘}) r2n+1(xy y) dux si yGF,,:"H
fray={" "
Z,; Tons (2, ¥) doc si yeF 5 ..
0

m-roo

o0 1
On a alors lim f}(y)= EO: f Pons1(%,¥) dx=g(y) pour tout y appartenant
n= A

amfgom. On a de plus mes([Ogysu—m@OF,:):o et F¥cFr,.

Done, on voit qu’il existe une suite fondamentale v={v,} définie dans
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[0<y<1] telle qu’une fonction-limite soit g(y) et qu’une intégrale de
la fonction g(y) déterminée par v soit définie comme une limite d’une
suite d’intégrales f Ji(y) dy.

Enfin, puisqu’on a

l J ) dy—g’ f f ana(@ ¥) dwdy‘
££ (,,gﬂ fl’rznn(x, Y) dwl)dy<2—(»2m“_m,,

0
Fm+1

il s’ensuit qu’on a ’égalité suivante
lim [£i@) dy=3 [[ru(@v) dady=lim [ [ £, ) dzdy.
m-»o0 n=0 n-»00
0

Considérons une condition suivante (x*) au lieu de la condition (*).

(x+) Pour tout systéme de nombre fini d’intervalles I, (=1, 2,
-+, 1) sans points commun deux & deux tels que I;=[a<a<b]XJ,
ol J, sont des intervalles contenus dans [¢<y<d], si 'un au moins
des extrémités de J; appartiennent & proj., F, pour tout ¢, on a

2]
E [frn(ac, Y) dwdy\<2 a,
%

Alors, on voit aussitdot que si 'on prend dans la Proposition 1 la
condition (#*) au lieu de la condition (x), on a le méme résultat que
la Proposition 1, sans la hypothése dans le résultat 2).

Passons & la démonstration de la Proposition 2. Nous pouvons
d’abord démontrer™ le

Lemme 1. 8¢ u={w,}, u,=V(F,, v, f.), est une suite fonda-
mentale définie dans Uintervalle I,=[a,b;c,d] et qui jouit de la
propriété (1), pour ¢>0 quelconque, il existe un nombre positif i(n, ¢)

%o
tel que la condition mes< U Ki—Fn><6(n, ¢) entraine
=1

[f £(x,v) dedy

1= FpdNCUED

ow f(x,y) est la fonction-limite de w:lim f,(x), quel que soit le
n-»o0

LS

>

m=n

g,

systéme de nombre fini dintervalles K, (1=1,2,--+,1,) sans points
commun deux @ deux tels que K, F,=0 pour tout 1.
De plus, nous pouvons sans peine voir que pour une telle suite

fondamentale il existe une limite de la suite d’intégrales f f f(x,y)dxdy,
xnr,
quel que soit l'intervalle K < I, et que la fonction d’intervalle I[K, u]

T7) Nous pouvons démontrer le Lemme 1 & la méme maniére que le Lemme 2 de
la Note, S. Nakanishi: L’intégrale de Denjoy et l'intégration au moyen des espaces
rangés. I, loc. cit.
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=Ii£n f f f(x, y) dedy définie dans I, est fini-additive. Donc, nous
ENF,

pouvons voir le

Lemme 2. Soit u={u,}, u,= V(F,, v,; .), une suite fondamentale
définie dans Uintervalle I,=[a, b;c, d] telle que {F,} soit une suite
non-décroissante d’ensembles fermés, de total I, et qui satisfait @ la
condition (t). Alors, la fonction-limite de la suite u est intégrable
(D) sur I, au sens de Uintégrale (D) définie dans la Note, S.
Enomoto: Sur une totalisation dans les espaces de plusieurs dimen-
sions I, Osaka Math. J., 7, 69-102 (1955).

Par suite, en vertu du Théoréme 6 de la Note précédente, il
s’ensuit que la Proposition 2 est démontrée.



