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36. Sur le Thordme de Fubini et les Suites Fondamentales

Par Shizu NAKANISHI
Universit d’0saka

(Comm. by K. KuNuc, y.J.A., April 13, 1959)

Dans cette Note, nous montrerons surtout deux propositions sui-
vantes:

Proposition 1. Soit U-- {Un}, un-- V(Fn, ,n; f), une suite fonda-
mentale dfinie darts l’intervalle Io-[a, b; c, d d’espace euclidien de
deux dimensions 1) et qui satisfait la condition suivante:

On peut poser, pour tout n (n-0, 1, 2,...),
f/l(x, y)=fn(X, y)+p(x, y)-rn(X, y),

oh p(x, y), rn(X, Y) sont des fonctions en escalier satisfaisant, outre
qu’elles satisfont aux conditions 1, 2J et 3, la condition suz-
vante (.).)

(,) Pour tout systdme de hombre fini d’intervalles I (i--1, 2,
.., io) sans points commun deux
o J sont des intervalles contenus dans l’intervalle [cgygd, si les
extrdmit$s de J appartiennent proj.v F pour tout i, on a

r,(x, y) dxdy <2-"- (n-0, 1, 2,...).
i1

I

Ddsignons par f(x, y) la fonction-limite de la suite u. Alors, on
obtient deux rSsultats suivants:

1) Pour presque tout y de l’intervalle [cEygd, il existe une
suite fondamentale u- [u ddfinie darts l’intervalle [agxEb et telle
qu’une fonction-limite soit f(x, y), a ExEb, et qu’une int$grale de la
fonction d5terminSe par u coincide avec la limite de la suite des

intdgrales lebesguiennes ff(x, y) dx.

2) Supposons qu’il existe un indice no tel que les points y-c
et d appartiennent proj.v F, pour tout n kno. Alors, pour la

fonction g(y)-lim [f,,(x, y)dx, cgyg d, il existe une suite fonda-

mentale v={v,} dSfinie dans l’intervalle [cgyEd tell qu’une fonc-
tion-limlte soit g(y) et qu’une intdgrale de la fonction g(y) ddterminde
par v coincide avec la limite de la suite des intdgrales lebesguiennes

ff y) dxdy.

1) Pour une d6finition, voir T. Ikegami" A note on the integration by the
method of ranked spaces, Proc. Japan Acad., 34, 16-21 (1958).

2) Voir la condition [32] d6finie dans la Note, S. Nakanishi: Sur la ddrivation de
l’int6grale (E. R.) indeifinie. I, Proc. Japan Acad., 34, 199-204 (1958).
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changeons x par y et y par x dans la Proposition 1 (mutatis
mutandis), alors, on a le mme rdsultat que ci-dussus.

Proposition 2.a) Soit u-{Un}, U-- V(F, ; f), une suite fonda-
mentale dSfinie dans l’intervalle Io-a, b; c, d telle que [F,} soit une
suite non-d$croissante d’ensembles ferm$s, de total Io, et qui satisfait

la condition suivante ()) au lieu de la condition (.).
($) 1 ) Pour tout systme de hombre fini d’intervalles

(i=1, 2,..., i0) sans points commun deux deux tels que IFnO
pour tout i, on a

r(x, y) dxdy <2- (n--O, 1, 2,...).
i=l

) o N (, v) lge-, (-o, 1, ,...).
’n+

Alors, on obtient trois r$sultats suivants:
1) Pour presque tout y de l’intervalle [cgydJ, la fonction

f(x, y), agxgb, est intdgrable au sens de Denjoy.)

2) Pour presque tout x de l’intervalle [axgbJ, la fonction
f(x, y), cgygd, est int$grable au sens de Denjoy.

3) Ona

Dmonstration de la Proposition 1. Pour simplicitY, posons I0-
1; 0, lJ. Comme nous avons dj vu, puisque la fonction-limite f(x, y)
s’exprime par

f(x, y)=fo(X, y)+p(x, y)+r(x, y),

off p(, y)- p(x, y) et r(x, y)- r(x, y), et que la fonction fo(X, y)
0 0

+p(x, y) est intgrable au sens de Lebesgue, il suffit de dmontrer le
cas off f(x, y)-r(x, y). De plus, nous avons dja vu qu’il permet de
supposer que la suite d’ensembles ferms F soit non-dcroissante, qu’on
ait ,++1 g,+ pour tout n, et qu’on ait r(x, y)-- 0 pour tout n.
Posons

[
3) Comme le cas particulier, on a James Pierpont: The Theory of Functions of

Real Variables, 1, 627 (1905).
4) Voir la propridt4 P’ ddfinie dans la Note, S. Nakanishi" L’int4grale de Denjoy

et l’int6gration au moyen des espaces rang4s. I, Proc. Japan Acad., 32, 678-683 (1956).
5) Au sens de Denjoy-Perron.
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et Y,./ -- Y/,U Y+. D’abord, pour Y+,+ il existe, d’aprs le Thdorme
de Vitali, une suite d’intervalles j2n/, (k--l, 2,’") tels que des extrd-

mits appartiennent Y+ et qu’on ait la lois mes Y+ Ur* --0

et mes J --Y+ <2--+ max]vs+(x,y)]. D’aprs (,), on a
/ (,y)

lf (red’abord r+,(, )d g <2-=-+. D’aure par, on
=1

g+l

If (fl fl fl )
r+,(x, y)dx dy >2-"+1-n’ mes (Yg+,)--2

+1 +

Done, on a mes(E+ ,)<2-n-*’ De mme, on a mes(Y )<2
Par suite, la mesure de l’ensemble Y- Yn+, est nulle. Done,

il s’ensuit que pou tout ye[OyI-(YUZ,), il existe un indice-m(y) tel qu’on ait pour tout n m

fl
o Z--[0NNI--U o.P, puisqu’il exise, our ou U o.,
un indiee ’-’() tel u’on air sfo.N our tout

D’ailleurs, on voi qu’on a mes(U (N({} x [0NNI)) -1 our
tout n’aarenan as un ensemble de mesure nulle. Con-
squemmen, il s’ensui que 1) es dmontre.’

6) On voit ais6ment que si
1) {vn, =0, 1,2,...} est une suite des entiers positifs ou nuls telle que re<V1

<v<. ,
2) {Fn, =0,1,2,-..} est une suite non-d6croissante d’ensembles mesurables

contenus dans [a<a<_b] telle que lim mes([a<_o<_b]-Fn)=O,

3) f0() est une fonction sommable ddfinie dans [a_<x_<b],
4) pour tout ,=0, 1, 2,..., pn(x) est une fonction sommable ddfinie dans [__a<a<_b]

et telle que pn(x) dx <2-n,

5) pour tout n=0, 1, 2,..., rn(x) est une fonction sommable ddfinie dans

et telle que ’n() dx <2-n, il existe une suite fondamentale telle qu’une fonction-

limite coincide avec la fonction re(x)+ : pn(x)+ ’n(X) et qu’une int6grale de la
=0 ,=0

fonction d6termine par la suite coincide avec le nombre fo(o) dx +
9*=,0

/b

+ X r() d.
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--U Y.n/l. Posons de plus

floS(Y) {n=O 2n+ l(x, Y) dx

0
et pour tout m (m-O, 1, 2,...

f
f*()- ..(, v)

0

si y e Fo*

si yFo*

si ye *F+--F*
si yF*+I

: f’.n (X, y) dx si y F*+
n=O

f,()_ .+(, y) dx si y F2+.
n=O

f0n a alors limf()-- .(,)g--() our ou aarenan

UN. 0n a de lus mes [0NNI-UN -0 e NgN..
m0 m0

Done, on voi qu’il exise une suite fondamenale v-{v} dfinie dans

plus prcisment

IfAlors, on a r*(y) dy <2-:+--) pour tout m>_no. En effet, on a

+f
premiere terme, il existe un ensemble ferm F contenu dans F:

et tel que mes (F:--F)<2-:+/maxlr+(x, y). D’aprs ce qu’on
(x,y)

ait F: proj.v F+, et d’aprs l’hypothse de 2), les extrmits de
J appartiennent proj. F+,, quel que soit i. Donc, ce terme

 lf(f ) (fi ),+,(, y) d dy +
J (U Jt)fl

deuxime terme, si yeF:+, pour tout nm+l, yY.+, et

o.N.. Done, on

2m+l, ar suite ee
Posons our ou m (m=0, 1, 2,...)

f(v) =f()+N f(v),
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_0_<y_<l] telle qu’une fonction-limite soit g(y) et qu’une intgrale de
la fonction g(y) dtermine par v soit dfinie comme une limite d’une

suite d’intgrales .ff*(y) dy.

Enfin, puisqu’on a

f_< ren+(X, Y) dx dy<2-(+-),
n=m+l

+I

il s’ensuit qu’on a l’galit suivante

fl fflim f2() g- ,.(, ) gd--lim f(, ).
Considrons une condition suivante (**) au lieu de la eondition (,).
(**) Pour tout systgme de hombre fini d’intervalles I (i- 1, 2,

.., i,) sans oints eommun deux deux tels que I-aNNb x,
o sont des inervalles eontenus dans leNiN g?, si Fun au moins
des exr6mits de aariennen oj. N our tou i, on a

Alors, on voi aussit6 que si l’on rend dans la Proposition 1 la
eondition (**) au lieu de la condition (.), on a le mme rsula que
la Proposition 1, sans la hyothse dans le rsultat 2).

Passons la dmonsraion de la Proposition 2. Nous ouvons
d’abord dmontrer le

Lemme 1. Si -{}, =g(N,u,;f), et e ite

td qe la eogitio rues 1K--N <(, s)

 lff f(, ) ,
(Fro+ 1--Fm) n(uK0

o f(x, y) est la fonction-limite de u’lim f(x), quel que soit le

systme de hombre fini d’intervalles K (i--1, 2,-.., i0) sans points
commun deux deux tels que K,FO pour tou$ i.

De plus, nous pouvons sans peine voir que pour une telle suite

fondamentale il existe une limite de la suite d’intgrales f]f(x, y)dxdy,

quel que soit l’intervalle K Io, et que la fonction d’intervalle IK, uJ
7) Nous pouvons ddmontrer le Lemme 1 la mme manire que le Lemme 2 de

la Note, S. Nakanishi" L’int4grale de Denjoy et l’intdgration au moyen des espaces
rangds. I, loc. cit.
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=lj H f(x, y)dxdy d6finie dans I0 est fini-additive. Donc, nous
N./,"

pouvons voir le
Lemme 2. Soit u--{un}, un--V(F, "n; f), une suite fondamentale

dfinie dans l’intervalle Io--a,b; c, d] telle que {Fn} soit une suite
non-dcroissante d’ensembles ferms, de total Io, et qui satisfait ( la
condition (). Alors, la fonction-limite de la suite u est intgrable
() sur Io au sens de l’intdgrale () dfinie dans la Note, S.
Enomoto: Sur une totalisation dans les espaces de plusieurs dimen-
sions I, Osaka Math. J., 7, 69-102 (1955).

Par suite, en vertu du ThorSme 6 de la Note prcdente, il
s’ensuit que la Proposition 2 est dmontre.


