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Sur la Rgularit au Bord des Solutions des

Equations Paraboliques

Par Yoshinori KAMETAKA
Universit6 de Ky6to

(Comm. by Kinjir6 KuIuI, lVi..A., Feb. 12, 1965)

1. Introduction. L’hypoellipticit6 des op6rateurs paraboliques
est d6j connue. Nous all’ons montrer la r6gularit6 au bord des
solutions d’une 6quation parabolique v6rifiant certaines conditions
aux limites:

Lu- O--u(t, x)- a(t, x)(fl-u(t, x)

par

re0, pour (t, x)e U; 9(t, x)e C’( U).

Explicitons les conditions sur {L; B}:
1 ) Re . a(0, 0):/=0, =/:0,

2 ) Soit r]( e R"-) la normale de l’hypersurface OG(t-O) l’origine;
Soit $(:/:0) un vecteur parallSle l’hyperplan tangent de OG(t-O)

l’origine; Soit v e R. Pour ($, v)(0, 0) fix6 arbitrairement, d6-
signons P(z)-iv-(-1) a(O, 0)($+zV). Nous imposons la condi-

tion suivante: I1 existe justement m racines z($, r) (j-1, 2, ..., m) de
P(z)-O ayant la partie imaginaire positive et m racines z (j=m+
1,..., 2m) dont la partie imaginaire soit n6gative. Posons P+(z)=

2m

(z--z), P_(z)- H (z-z). Alors Q(z)- b(0, 0)($+zV)v (j=
= =+ It=

1, 2, ..., m) sont lineairement ind6pendants modulo P+(z) et en mme
temps modulo P_(z).
3) a#, x)e C(U), b#, x)e C(U).

Enonons
Thdor$me 1. (Hypoellipicid au bord). Soit u une solution de

Ot
u e L’( U G), IvlN2m, alors si fe
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C(UG) et geC(UOG), 3"-1,2,-.., m, il existe un voisinage V
de l’origine tel que u(t,x)eC(VG).

Nous allons d’abord montrer une estimation priori pour la
solution u de (1.1)en suivante la mthode indique par M. Schechter
dans [1. Alors, d’apres la mthode des differences quotientes, on
obtient le thorme ci-dessus. *)

Pour dmontrer le thorme, il suffit de le montrer en supposant
que (t, x)x_. Ceci suppose, changeons les notations (t, x, x, -..,
x_)(x, x, ..., X_l, y). 0n dsigne alors x=(x, x’)=(x, -.., _).
R={(x, y); y>0}; Z={(x, y);x +y<8, y>0}; 6={(x, 0); x
Soit g (, g_) D 1 ’( 0 *

Notons
1.2 Z 2mZ+Z+ +-.

Darts ces nouvelles coordonn6es, (1.1) et 1), 2), et 3) deviennent
Lu-- a(x, y)Du(x, y)=f(x, y), (x, y)e 2,

(1.1)’ Bu- b(x)Du(x, 0)- g(x), x e a.
1’) P($, )= a,0 (a,=a,(0,0)), pour tout ($, )(0, 0),

off =(, --., _).
2’) Pour tout ( R’-), 0, fix6, P()P(, ) se d6compose en
P+()P_(), off deux polynomes ont les mme sens que le pr6c6dent.
Alors Q()Q(, )= b(0) (j=l, 2, -.-, m) sont lin6aire-

ll+=m
merit ind6pendants modulo P+() et aussi modulo P_().
3’) a(x, y) (2), b(x) C(a).

2. Espaces , H’. Nous conviendrons de noter

(2.) 1 =ll+ [’1, off ’1 =(+ +
Ceci remarqu6, d6finissons la distribution %(x) (S’) par
( 2.2 ,()=(1+ ] [)’, s 6rant r6el.

Ddfinition 1. Espace ’. u(x, y) L(R) apartient ’, (s=
0, 1,.-.), si %_t()Du L(R), pour t=0, 1, 2,.-., s. On munit
de la norme
2.8 ) II u 1. II %,u Ili()+ II ._,nu ]li:)+ + II n;u

est un espace hilbertien.
Remarquons que, en 6crivant d6sormais %.u au lieu de

a %.Du-D%.u comme distribution dans R.
Concernant les propri6t6s de l’espace ’, on a
Lemme 1. Si %.u, Du L(R) on a %_t Du L(R), t-

1, 2,..-, s-l, c’est--dire que u ’, et on a

* Rcemment M.H. Tanabe a trait6 le mme problme dans son article: On
differentiability in time of solutions of some type of boundary value problems.
Proc. Japan Acad., 40, 649-653 (1964). Notre mthode est en diffrente.
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2.4 c II %- Du ]1 <- II %.u
off la norme est prendre au sens de L(R), et c est une constante
positive.

Remarque. (2.4) n’est qu’une relation d’interpolation. D’aprs
ce lemme, on voit que II u II, est quivalente

Lemme 2. Soient s et t deux entiers tels que 0s t. Alors,
pour tout e(0), il existe une constante C(e)0 telle que

’(R"- appartient H’ siDdfinition 2. Espace H. u(x) e
%,u e L(R’-). Dsignons
(2.6) u ], %.u

Remarquons qu’il existe entre ’et H’ la relation suivante.
Lemme 3. Pour tout u e ’, (s1), telle que Supp [uX, il

existe la trace u(x, 0) H,-, et on a
2.7 ]u(x, O),_gc

Ce qui est dlicat est le lemme suivant.
Lemme 4.

1) Suit u eH’, Supp u6, (s tant rel positif ou ngatif).
Alors, pour b(x)e , on a
(2.s) b(x)u .gc b(x)
off Ib(x)] dsigne la norme dans , k tant choisi convenablement
(dpendant de s). En particulier, si b(0)-0, on a
2.9 ]b(x)u ],g e()] u

off e()0 avec 0.
2) Suit %.ue L(R) Supp. uc, alors pour b(x, y)e
(2.10) ]1%.b(x, y)u ]] gc b(x, y)
En particulier, si b(0, 0)-0, on a

z.,b(x, y)u
off e()0 avec 0.

Ddmonstration. 0n dmontre d’abord en supposant que s0,
suivant la mthode de Mizohata dans [2j. Dans ce cas, if faut
remarquer que #.()-(1+ ]$ ])’ n’est pas diffrentiable. I1 est com-

mode d’utiliser #.()-{1+$+($]+ +_)} qui dfinit la morme
quivalente.

En utilisant les lemmes, on montre la
Proposition. s tant rel quelconque, si {L; B} satisfait (1.1)’,

et 1’), 2’), et 3’) dans l’Introduction, il existe alors un assez petit
tel qu’on air

pour tout u(x, y) ayant son support dans
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(cest une constante positive).
D&nonsra$ion. On suivre le raisonnement de Schechter (1,

p. 50-62), c’est--dire qu’on tablit (2.12) dans le cas o5 tousles
coefficients de L et B sont constants. Dans ce cas on doit convenir
d’appeler qu’une fonction p(, ]) est homogne de degr k, si pour
tout 2 >0, on a p(,, ..., )=p(, ). Ensuite les lemmes
noncs ci-dessus nous assure la validit de (2.12) mme dans le cas
gnral, c.q.f.d.

3. Dgmons$ra$ion du he%ree 1. Comme d’habitude, on dit
que u e(X) si pour toute (x, y)e(B), (B tant la boule:
+y<), u e ’. 0n dit que u() e H(a) si pour toute () e

0n va montrer le thorme sous la forme plus precise"
Thdorme 2. Supposons dans (1.1)’ que u(x, t)e ,i(Z). Alors,

si fe () et g e o w, (J-1 2, ..., m), s-l, 2, 3, il
existe un 3’(< 8) tel qu’on air

+(,).io0

Ddmonstration. Nous nous limitons dmonstrer le thorme
au cas o s-1. En utilisant (2.12) au cas de s=0, il est facile de
voir que, pour toute a(x, y)e (B),
8.1 ) D(u) e 2, pour ]- 2,. 3, ..., n- 1.

Considrons donc D(). Dsignons h-(h, O, ..., 0); Jg-g(+
0 O. -L , y; /h. Enh, y)-g(x, y)/h, L- L(x+h, y;
Ox y x Oy

posant dans (2.12) s=!-2m, u-A(au), on a

+ il 1--3* (aU)[[ +1 ]B[d(au)]
Un calcul simple montre que

L[(au)] -Z(af)-a(x+ hO(AL)[u(x+ h, y)] +(x, y; h)

off
1) %_,(x, y; h) est born dans L(R) lorsque h tend vers 0,
2) @(x; h) est aussi born dans H:--+-.
Ici on a utilis le fair suivant: l’application u(x, y)Du(x, 0) est
continue de @’ dans H’---, (s [] + k+ 1).

0r, l’hypothse qfe et ge H+:-- entralnent que
A(qf) et A(ag) sont borns dans L:(R) et H-- respectivement.
En rsum, %_,d(qu)est rest born dans @ lorsque h tend vers
0. D’ofi

Compte tenu de (3.1) et (3.3) on a finalement
( 3.4 ,(au) .
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En revenant (1.1)’ et en prenant la differentiation en y, on
aura

k<2m

Or, il est aisg de voir que, compte tenu de (3.4), le second membre
appartient L(R_). On a donc montr6 que u e 0+. c.q.f.d.

Finalement nous remercions M. le Professeur Miohata pour son
conseil bienveillant.
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