284 [Vol. 41,

66. Sur une Représentation de la Fonction
Delta de Dirac. II

Par Shizu NAKANISHI

Université d’Osaka Préfecture
(Comm. by Kinjird KUNUGI, M.J.A,, April 12, 1965)

Commencons par remarquer que Théoréme 1 donné dans la

Note I» précédente subsiste de méme pour toute fonction ¢(x)

intégrable au sens de Lebesque (pas nécessairement bornée) et con-
tinue au point x = 0.

En effect, puisque la fonction ¢(x) est continue au point 2 = 0,

il existe un entier positif n, et un nombre N tels que |o(®)| < N

dans D’intervalle 0 < 2 < 1/n,. Désignons par M !’integrale de la

fonction | o(x)|. Désignons par {¢,} une suite monotone décroissante

des nombres positives tels qu’on ait S | o(x) | dx < e,, quel que soit
B

I’ensemble E dont la mesure lebesguinne est inférieur a 1/n. On
voit aussitot qu’il suffit de montrer qu’it existe une suite des nombres

positives {e}} convergeant vers 0 telle qu'on ait S | fa(®) | < &F pour
B

tout ensemble B dont la mesure v(B) est inférieur a y(CA,). On a
d’abond

L=, 150+ D2 e do
=SG+ D[ 7@l de+ 2 G+ D] 7,6 ot@) o
<m| Je@]|ds+ (n+ 1) N-mes(B U B) < mig, + Nj(n+1).

Posons maintenant By, = BN {x; a;,;_i1 < ® < a;,;_;} et B = {2;;(x);

x€ Bj;}. On a alors mes Bj‘, = 7(5* — 1)/2(% + 1)-mes BM <J(*—1)

mes B;,. Donc, on a E mes B}Y=3"—-1) 2 mes Bj
1=1 =1

<4 — D/ + 1y, d’ou

L= (o) 4@ s

=i g - 1) .
< Moy + 1>27—17] S | o(@) | do
< ny(my + 1) 2 -’Q(—Tll))e— < (my + 1)e,

Ensuite, on a

1) S. Nakanishi: Sur une Représentation de la Fonction Delta de Diraec. I.
Proc. Japan Acad., 41, 138-140 (1965).
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w  mg—1 sps
L= 3 T UADT o, | 1)
jEmg+1 =1 §(g — 1) Jmy
[,,}/8]2) 1 np—1

< ny(m — 1) {j;&ﬂ m ; SB*W | p() | da

Ly 2 L o 1)
—_— o(x) | dx
i= [n%JH J(J - 1) I ( )I
Or, on a pour tout j tel que M + 1<5< [n"“],
no"‘

Z} mes B} <j(*—1) 2 mes Bj;

< i (s — 1)f(n + 1) < 1/(n + 1)
Done, il s’ensuit que iy

I < ny(m, — 1) { 2 €./3(J — 1) + Z M/J(J - 1)}

i=np+1
< eumo + M0,
On a enfin

L< 3 S OED @) | s
J=ng+l i=mng .7(.7 —_ 1) Bj't

j=ng+1 ji;, ('7 S l (/7(2“(‘”)) | dx

< (m + 1) N mes (B U B,) < N/(n + 1).
Conséquemment, si ’on pose &¢f = 6 max (N/(n + 1), M/[n'*], (n, +
1e), ona | |£,)|de < L+ L+ L+ L<el
Nous allolils ici donner une représentation de la fonction Delta

de Dirac, relativement d la sommation (C, 1) de série de Fourier.
Nous utilicons encore, pour l’intégrale, ’intégrale (E.R.y), ol v est

une mesure définie par v(A) = S x~*e~V1=\dx, Désignons par D,(x)
4

le noyau de Dirichlet, et par D}(x) la fonction sinnx/2tanx/2.

Pour tout entier 7 =1, 2, ---, soit 7;(x) I’application linéaire de
Iintervalle [7/(5 + 1), n/j] sur l’intervalle [ — z, 7] telle que 7,(7/
(G+1)=—7 et 7ix/j) =x. Soit 7,(x) P'application linéaire de
Pintervalle [, 27] sur l'intervalle [ — 7, 7] telle que 7(7) = — 7w et
7(27) = w. De plus, pour chaque valeur de 7 > 1, considérons les
points de division a;(¢ =0, 1,2, «-+, ) tels que

o =7)(J+ 1) <a;y < @< -0 < aj; =T/]
et on a a;;y, — a;; = w/5%(7 + 1) pour tout ¢=20,1,2, .-, 5 — 1.
Soient &;;(«) les applications linéaires des intervalles [a;;, @;,..,] sur
Iintervalle [ — &, ] telles que k;(a;;) = — @ et k;(a;,+) = 7.

Alors, on a le

Lemme 1. Si o(x) est une fonction bornée et convergeant vers
zéro pour x = 0. La fonction suivante

el %

51 DD o(e i) — 55 BELD o @i

2) a désigne le plus grand nombre des entiers « < a.
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est intégrable (E. R. ).
Démonstration Soit N un nombre positif tel que | ¢(x)| < N.
Posons 4, = [—,0]U/(n+1), + 21, /(@) = -2 DI @e(z(x)e](x)

=3 D) e iy D) e
et £i(@) = 3O e myeio - 553 LD ot @) i)

pour tout » = 2,3, ---. De la méme considération que Théoréme 1

précédent, on verra qu’il suffit de montrer qu’il existe une suite {¢X}

monotone décroissante des nombres positives et convergeant vers 0,

possédant la propriété suivante: on a S | fo(x) | do < €¥ pour tout
B

ensemble mesurable B dont la mesure v(B) est inférieur a y(C A,).

Posons simplement ! = z'"1<t ) pour tout ¢t =0, +1, .-+, +5. En
J

particulier, posons @/ ,is; = ¢; et w{,3 = d; pour tout 5 tel que » >
j = [n»**]. Alors, on voit que 7;(x) est une application, dans l’inter-
valle [¢;, d;], prenant ses valeurs dans [!intervalle [ — w[nY®]/7,
wt[n**]/5], par suite dans l'intervalle [ —z[n¥*]/[n'*], x[n¥*]/[n'*]] <
[— 4m/n"®, Aw/nY*]. De plus, on a mes (BN [w/(n + 1), 27]) < I/
(m + 1)* (I est une constant). Donec, on a d’abord que

2 |, 13 DI (e | do
i=[n1/2] JBNIej,d;]
< n' max {| o(@) |; v € [—4n/n'®, 47/n'*]}- mes (B N [7/(n + 1), 7])
<l max {| o(x)|; x € [—4x/n'®, 47c/n*]}.
D’autre part, on a | D}(r;(x)) | < j/m[nY*] pour tout x appartenant a

Tensemble (z/(5 + 1), ¢;) U (ds, 7/3).
Done, on a

j=[:1/21 SBMWM | 5 D¥(z(x))e(T(x)) | d
< Nn¥r[n**] mes (BN [7/(n + 1), #]) < I N/[n"?].

En outre, on a
[al/21—1

> SB |7 D} (z(@)e(zi(®) | dx < m N mes (BN [x/(n+1), ]) <l N/n.

Conséquemment il s’ensuit que

D3 (z,(x))
1,153 2D ote e | dx

=2{ 311J D)otz | da
< 61 max {(max | () |; v € [—4n/n'’, 4m/n¥’]), N/[n*]}.
De méme, on a

* 5 Dir()) .. r
|52 S e | da
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=2{ 3514 Draetrsa) | da
| D (ks(@)e(ks(x) | dow

j—1

<2 |
j=[nl/2]4+1 i=[nl/2] JB
n [n1/2]—1

w3 TS 1iDre@ete ) |
[21/2] j—1

+35 S| 14 Drtestaete @) | da}
<8l max {(max | () |; @ € [ —4m/nY*], 47/n"®]), N/[n"*]}.
Done, si 'on pose
e} = 141 max {(mftx o(x) |; x € [—4n/nY®, Am/n'*]), N/[n'*]}, on a
[, 1/u(a) | do < e

Lemme 2. Si ¢(x) est une fonction bornée et continue aw point
x = 0. La fonction suivante:

512 e mpeie) - 31 5 “LCEO) oo @)
est intégrable (E. R. v).

Démonstration. De méme que Lemme 1, posons A, = [— o, 07U
[7/(n + 1), + o] pour tout # = 0,1,2, -++, fi(x) = ¢(z(x))7i(®) et
fla) =33 ﬂj%&?%m(w»n(x) > zo R OLTO
pour tout n =1,2, --.. Alors, pour tout ensemble mesurable B tel
que ¥(B) < v(CA,,), on a

| fu(®) | doe < 6mN mes (B N [w/(n + 1), 27]) < 6IN/(n + 1).
B

Des Lemme 1 et Lemme 2, il s’ensuit que

Théoreme 2. Soit ¢(x) une fonction bornée et convergeant vers
2éro pour x = 0 Posons

Di(z;
futa; ) = 1 {35 PO ot e
5 Diks(®) e )
33 et @),

Alors, la fonction f(x; ¢) = lim f,(x; ¢) est intégrable (E.R. v) et on a

W [ fwode =2 =L " Dyo)tards,

27 2
(2) (E.R.) | fwg)de = lim |7 £,6:0) = 0.
Corollaire 1. Si ¢(x) est une fonction bornée et comtinue au

point ® = 0. La fonction f(x; V), ¥(@) = ¢(x) — ¢(0), est intégrable
(E.R.v) et on a

(1) Sf(w V)de + ¢(0) =

(%)

o= |7 D@ptaas,

(2) (R @ p)dn = lim [ 7.(0; 9)d0 = (0.
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