
284 Vol. 41,

Sur une Representation de la Fonction
Delta de Dirac. II

Par Shizu NAKANISHI

Universit4 d’0saka Pr4fecture

(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M.J.A., April 12, 1965)

Commenons par remarquer que Thfiorme I donnfi dans la
Note I prficfidente subsiste de mme pour toute foncion ()
in$3grable au sens de Lebesque (pas ndcessairemen$ bornde) e con-
tinue au point x- O.

En effect, puisque la fonction (x) est continue au point x 0,
il existe un entier positif no et un hombre N tels que I(x) N
dans l’intervalle 0 <_ x <_ l/no. Dsignons par M l’integrale de la
fonction ](x)I. Dsignons par {e} une suite monotone dcroissante

des hombres positives tels qu’on air I I?(x) ldx e, quel que soit
J

l’ensemble E dont la mesure lebesguinne est infrieur 1In. On
volt aussitSt qu’il suffit de montrer qu’it existe une suite des nombres

positives pour
J B

tout ensemble B dont la mesure (B) est inf4rieur (CA). On a
d’abo

/0

, (" +
=i B =o B

<__. no I (x) dx + (n + 1) N.mes(B U B) <_. noe + N/(n 1).
JB1UB

Posons maintenant B. B {; a.,__ < <_ a,._} et B {2.();
x e B}. On a alors mes B- j(f--1)/i(i / 1).mes B

_
j(f--1)

rues B.. Done, on a
i=l

<_ j(f-- 1)/(n + 1), d’ofi
,,o - i(i + l). , ’(" 1)

]--1

rues B.*.-3"(f--1) mes B.
i=l

o 1 -i [< o(no + ) , () x
= j(j- i) : -<_ no(no + 1), J(f--1)e < (no / 1)e.
j=2 j(j- i)

Ensuite, on a

1) S. Nakanishi: Sur une Reprgsentation de la Fonction Delta de Dirac. I.
Proc. Japan Acad., 41, 138-140 (1965).
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o/ - ’("- 1)

ca 1 (x) dxno(no 1)
=o+ ](

Or, on a pour tout j tel que n0 + 1 j InCUbi,
rues B;E j(y-1)

=1

n (n- 1)/(n + ly < 1/(n + 1).
Donc, il s’ensuit que

[/]z n0(n0- ){ eJ(5- ) + M/j(j )}
.i=no+ =[1]

eJno + M/En.
On a enfin

==o+ =o
(j + 1)D( l(2(x))ldx

g (n +-)N rues (B U B:) N/(n + 1).
Consquemment, si l’on pose

1)%), on a L(x) dx g Z0 + { + +
ous allons ici donner ue repeaio de la foctio Dela

de Dirac, relativement d la sommation (C, 1)de sdrie de Fourier.
ous utilkons encore, pour l’intlgra]e, ]’intlgrale (E.R. ), off est
une mesure difinie par (A)- - e-d. Disignons par D()

J A

le noyau de Dirichlet, et par D() la fonction sinnx/2tanx/2.
Pour tout entier - 1,2, ..., soit v;(x) l’application linlaire de

l’intervalle E/(j + 1),
( + 1))--: et :;(:/)- :. oit :0() l’application linlaire de
l’intervalle E, 2 sur l’intervalle - , te]]e que v0() et
v0(2)- . De plus, pour chaque valeur de j 1, considrons les
points de division ;(i- 0, 1, 2,..., j) tels que

et on a a;,+-a;-u/j(j+l) pour tout i-0,1,2,...,j-1.
oient ;() le.s applications linlaires des intervalles Ea;, a;,+ sur
]’interval]e E-, te]]es que

Alors, on a le
Lemme 1. Si (x) est une foncion bornde e convergeant vers’

zdro pour x- O. La fonction suivante:

;:1 +
2) a d4signe le plus grand nombre des entiers _< a.
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est intggrable (E. R. ).
Dgmonstration Soit N un hombre positif tel que I(x) < N.

1 ,Posons A. - O [r/(n+ 1), + , f(x) D (v(x))(v(x))v;(x)- Dg(s(x))et f(x) D(rs(x)) (rs(x))r(x) (s(x))}(x)= +I ==, (+i)
pour tout #- 2, 8,.... De 1 mme eonsid6rtion que Th6orme 1
predent, on verra qu’il sut de montrer qu’il existe une suite
monotone deroissnte des nombres positives et eonverent vers 0,
poss6dnt ] propri6t6 sivnte" on [/,(z)] z por tout

B

ensemble mesurble B dont 1 mesure u(B) est inf6rieur w(C

0, ...,
prtieulier, posons z_,]# et Z.l;] pour tout ] tel que # _>
] [#z2]. Alors, on voit que z(z) est une pplietion, dns l’inter-
vlle [, ], prennt ses vleurs dns ]’intervlle [-[]/],
x[#z]/]], pr suite dns l’intervlle [_[#Iz]/[#m], [#z]/[#z2]]
[-4/#/, 4/#/]. De plus, on rues (B [/(# + i), 2])
(# + 1) ( est une eonstnt). Done, on d’bord que

n max {I F(x)I; x s [--4/n/, 4/n/}. rues (B [/(n + 1), )
t max {I F(x)[; x s [--4/n/, 4/n/}.

’autre part, on a ID$(z())l / pour tout x appartenant
l’ensemble (/(j + 1), c) U (d,
onc, on

Nn/[n/ rues (B [/(n + 1), ) N/[n/.
En outre, on a

"- ,j D (r(x))(r(x)) dx n N mes (B [/(n+ 1), )< N/n.
j=l B

Consquemment, I s’ensuit que

6 max {(max (x); x e [--4/n, 4/n), N/[n}.
De mme, on a
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2 , J D.())(.()) d

=[1/21+1 i=i B

= =1 B

N 8 max

one, si l’on
s 11 max {(max

Lemme 2. Si (x) est une fonction bornde et continue au point
x O. La fonction suivante"

cos(j r/x)) (r/x))v.(x) cos(/(x)) (,(x))(x)

est intdgrable (E. R. ).
Ddmonstration. De mme que Lemme 1, posons A.-

[/(n + 1), + ] pour tout n = 0, 1, 2, ..., fo(X) (ro(X))v(x) et

Z e(,(z)).(x)+
pour tout n- 1, 2,.... Alors, pour tout ensemble mesurable B tel
que ,(B) g ,(CA.), on a, mes (B [/(n + 1), 2) g 61N/(n + 1).6nN

Des Lemme 1 et Lemme 2, il s’ensuit que
Thdordme 2. Soit (x) une fonction bornde et convergeant vers

zdro pour x- O. Posons

.Alors, la foncion f(; ) lira f,(; ) es$ in$6grable (E. R. p) e$ on a

n + 1 =o

( ) (E. . ) f(;)

f(;) + f(o) s, s D()()
n + i =0

( 2 ) (N. . ) f(;) lim f(;) ().


